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6ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. ΄Εστω p πρώτος αριθµός. Βρείτε ένα σώµα ανάλυσης E τού πολυωνύµου xp − 2 ∈ Q[x] και δείξτε
ότι [E : Q] = p(p− 1).

2. Βρείτε ένα σώµα ανάλυσης E τού πολυωνύµου x4 + x2 + 1 ∈ Q[x] και τον ϐαθµό επέκτασης

[E : Q].

3. ΄Εστω E = Q(
√

2, i).

(αʹ) Βρείτε την οµάδα Gal(E/Q).

(ϐʹ) Επιλέξτε ένα στοιχείο σ ∈ Gal(E/Q) µε την ιδιότητα σ(i) = −i και έστω H =< σ > (η

κυκλική υποοµάδα τής Gal(E/Q) που παράγεται από το σ). Βρείτε το σώµα EH
.

4. ΄Εστω f(x) ∈ Q[x] ανάγωγο πολυώνυµο και E τό σώµα ανάλυσής του στο C. Υποθέτουµε ότι το

f(x) έχει µία ϱίζα στο C που δεν είναι στο R. ΄Εστω σ : C → C µε σ(z) = z̄ (συζυγία µιγαδικών

αριθµών). ∆είξτε ότι η σ επάγει ένα στοιχείο τής Gal(E/Q) (δηλ. ο περιορισµός τής σ στο E ορίζει

ένα στοιχείο τής Gal(E/Q)).

5. ΄Εστω F σώµα χαρακτηριστικής p πρώτος και f(x) ∈ F [x] ένα ανάγωγο πολυώνυµο. ∆είξτε ότι

τό f(x) µπορεί να γραφεί στη µορφή f(x) = g(xp
m

), όπου g(x) ∈ F [x] ανάγωγο διαχωρίσιµο

πολυώνυµο. ∆είξτε, εποµένως, ότι κάθε ϱίζα τού f(x) έχει πολλαπλότητα pm.


