
Εαρινο εξαµηνο 2022-23 - Θεωρια Σωµατων

5ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. Βρείτε σώµατα ανάλυσης E των παρακάτω πολυωνύµων f(x) ∈ F [x] και υπολογίστε τον αντίστοι-
χο ϐαθµό επέκτασης [E : F ].

(αʹ) f(x) = x3 − 5 ∈ Q[x].

(ϐʹ) f(x) = x6 − 8 ∈ Q[x].

(γʹ) f(x) = x3 − x2 − x− 2 ∈ Q[x].

2. ΄Εστω E σώµα ανάλυσης τού πολυωνύµου x3 + 2x + 1 ∈ Z3[x]. Βρείτε τον ϐαθµό τής επέκταση
Z3 ≤ E.

3. ∆είξτε ότι αν F ≤ E επέκταση σωµάτων, τότε charF = charE.

4. Βρείτε όλες τίς Q-εµβυθίσεις σωµάτων σ : Q( 3
√
2) ↪→ C.

5. (αʹ) Βρείτε όλες τίς Q-εµβυθίσεις σωµάτων σ : Q( 3
√
5) ↪→ R.

(ϐʹ) Βρείτε όλες τίς Q-εµβυθίσεις σωµάτων σ : Q( 3
√
5) ↪→ C.

6. Βρείτε όλες τίς Q-εµβυθίσεις σωµάτων σ : Q( 3
√
2,
√
3) ↪→ R.

7. Βρείτε την οµάδα Galois G(E/F ) = {σ : E → E, F −αυτοµορφισµός} όταν οι επεκτάση F ≤ E
είναι η :

(αʹ) Q ≤ Q(2 + 3i).

(ϐʹ) Q ≤ Q( 4
√
5).

(γʹ) Q ≤ Q(a), όπου a ϱίζα τού x2 + x+ 2.

8. Υπάρχει Q-ισοµορφισµός σωµάτων E → L όταν

(αʹ) E = Q( 4
√
2) και L = Q(i 4

√
2).

(ϐʹ) E = Q( 4
√
2) και L = Q( 4

√
3).

(γʹ) E = Q( 4
√
2) και L = Q( 5

√
2).

(δʹ) E = Q(
3
√
1 +
√
3) και L = Q(

3
√

1−
√
3).

9. ΄Εστω F σώµα µε charF = p πρώτος αριθµός και F ≤ E επέκταση σωµάτων ϐαθµού [E : F ] = n
µε (n, p) = 1. ∆είξτε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο pa(x) ∈ F [x] κάθε στοιχείου a ∈ E είναι
διαχωρίσιµο.


