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3ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. Βρείτε σώµατα ανάλυσης E των παρακάτω πολυωνύµων f(x) ∈ F [x] και υπολογίστε τον αντίστοι-

χο ϐαθµό επέκτασης [E : F ].

(αʹ) f(x) = x4 − 1 ∈ Q[x].

(ϐʹ) f(x) = x4 + 1 ∈ Q[x].

(γʹ) f(x) = xn − 1 ∈ Q[x], n ≥ 3.

(δʹ) f(x) = x2 + x+ 2 ∈ Q[x].

2. ΄Εστω f(x) = x3 − 3x+ 1 ∈ Q[x]. ΄Εστω E ⊆ C σώµα ανάλυσής του και έστω ξ ∈ E µια ϱίζα τού

f(x).

(αʹ) ∆είξτε ότι και το ξ2 − 2 ∈ E είναι, επίσης, ϱίζα τού f(x).

(ϐʹ) Βρείτε ποιά είναι η τρίτη ϱίζα τού f(x), ως έκφραση τής ξ.

(γʹ) Βρείτε τον ϐαθµό τής επέκτασης [E : Q].

3. ΄Εστω f(x) = x3 + x+ 1 ∈ Q[x] και έστω E ⊆ C σώµα ανάλυσής του.

(αʹ) ∆είξτε ότι τό f(x) είναι ανάγωγο και ότι έχει ακριβώς µια πραγµατική ϱίζα ξ.

(ϐʹ) ΄Εστω ρ µια µιγαδική ϱίζα τού f(x). ∆είξτε ότι [Q(ξ, ρ) : Q] = 6.

(γʹ) ∆είξτε ότι E = Q(ξ, ρ).

4. ΄Εστω f(x) = x2 − 2 ∈ Z5[x].

(αʹ) ∆είξτε ότι τό f(x) είναι ανάγωγο.

(ϐʹ) ΄Εστω ξ µια ϱίζα τού f(x) σε µια επέκταση τού Z5. ∆είξτε ότι τό E = Z5(ξ) είναι ένα σώµα

ανάλυσης τού f(x).

(γʹ) ∆είξτε ότι τόE έχει 25 στοιχεία και γράψτε τα ως πολυωνυµικές εκφράσεις τού ξ µε συντελεστές

στο Z5.


