
Εαρινο εξαµηνο 2022-23 - Θεωρια Σωµατων

2ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. Λύσετε ξανά την άσκηση 7β) του Φυλλαδίου# 1, χρησιµοποιώντας µια ϐάση τούQ-διανυσµατικού

χώρου Q(a).

2. Βρείτε το ϐαθµό τής επέκτασης Q ≤ Q(
√

1 +
√
3).

3. ΄Εστω F ≤ L µια επέκταση σωµάτων µε ϐαθµό [L : F ] = p πρώτο αριθµό.

(αʹ) ∆είξτε ότι αν E σώµα µε F ≤ E ≤ L τότε E = F ή E = L.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι L = F (a) για κάποιο a ∈ L.

4. (αʹ) Βείτε τον ϐαθµό τής επέκτασης Q ≤ Q(
√
5).

(ϐʹ) Βείτε τον ϐαθµό τής επέκτασης Q ≤ Q(
√
2).

(γʹ) ΄Εστω K = Q(
√
5). Βείτε τον ϐαθµό τής επέκτασης K ≤ K(

√
2).

(δʹ) Θεωρώντας τις διαδοχικές επεκτάσεις Q ≤ K ≤ K(
√
2) ϐρείτε τον ϐαθµό τής επέκτασης

Q ≤ Q(
√
5,
√
2).

(εʹ) ∆είξτε ότι

√
2−
√
3 ∈ Q(

√
2 +
√
3). Υπόδειξη : (

√
2−
√
3)(
√
2 +
√
3) = ...

(ϛʹ) ∆είξτε οτι Q(
√
2 +
√
3) = Q(

√
2,
√
3).

(Ϲʹ) Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυµο τού

√
2 +
√
3 πανω από το Q.

5. (αʹ) Βρείτε το ϐαθµό τής επέκτασης Q ≤ Q(e2πi/p). Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την ΄Ασκηση 8β)

τού Φυλλαδίου # 1.

(ϐʹ) Θέτουµε a = Re(e2πi/p) ∈ R. Για p = περιττό πρώτο, δείξτε ότι a ∈ Q(e2πi/p) και, επίσης ότι

[Q(e2πi/p) : Q(a)] = 2.

(γʹ) ∆είξτε ότι [Q(a) : Q] = p−1
2 .


