
Εαρινο εξαµηνο 2022-23 - Θεωρια Σωµατων

1ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. Γράψτε το πολυώνυµο x4 − 1 ως γινόµενο αναγώγων πολυωνύµων, ϑεωρώντας το ως πολυώνυµο
των δακτυλίων R[x], C[x], Z2[x], Z3[x].

2. (αʹ) Ειναι το x2 + 1̄ ανάγωγο ως πολυώνυµο τού Z3[x];

(ϐʹ) Ειναι το x2 + 1̄ ανάγωγο ως πολυώνυµο τού Z5[x];

(γʹ) Είναι το x3 + x + 2̄ ανάγωγο ως πολυώνυµο τού Z3[x];

(δʹ) Είναι το x3 − 3̄ ανάγωγο ως πολυώνυµο τού Z7[x];

(εʹ) Είναι το x3 + x + 1̄ ανάγωγο ως πολυώνυµο τού Z5[x] ;

(ϛʹ) Είναι το x3 − 9̄ ανάγωγο ως πολυώνυµο τού Z11[x]

3. Θεωρούµε το πολυώνυµο f(x) = x4 − 2x3 − x + 2 ∈ Z[x]. Βρείτε όλες τις ϱίζες τού f(x): i) στο
Z, ii) στο Q, iii) στο R και iv) στο C.

4. (αʹ) ∆είξτε ότι το
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και ϐρείτε το ελάχιστο πολυώνυµό του Irr(
√

5,Q).

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το −1 +
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και ϐρείτε το ελάχιστο πολυώνυµό του Irr(−1 +√
5,Q).

(γʹ) ∆είξτε ότι το
√

1 +
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και ϐρείτε το ελάχιστο πολυώνυµό του
Irr(

√
1 +
√

5,Q).

(δʹ) ∆είξτε ότι το 7
√

5 ∈ R είναι αλγεβρικό |Q και ϐρείτε το ελάχιστο πολυώνυµό του Irr( 7
√

5,Q).

5. ΄Εστω F ≤ K ≤ L και a ∈ L. ΄Εχουµε δεί στην ϑεωρία ότι αν το a είναι αλγεβρικό |F τότε είναι
και αλγεβρικό |K. Ποιά είναι η σχέση τού Irr(a, F ) µε το Irr(a,K);

6. ΄Εστω K ένα σώµα. ∆είξτε ότι ο δακτύλιος K[x] περιέχει άπειρο πλήθος αναγώγων πολυωνύµων.
Υπόδειξη : Κάθε µη σταθερό πολυώνυµο αναλύεται σε γινόµενο αναγώγων. ∆ουλέψετε όπως στην
απόδειξη τού Ευκλείδη ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.

7. (αʹ) ∆είξτε ότι το πολυώνυµο f(x) = x3 + 2x + 2 είναι ανάγωγο πολυώνυµο τού Q[x].

(ϐʹ) Ως πολυώνυµο περιττού ϐαθµού έχει µια πραγµατική ϱίζα, έστω a. Εκφράστε το 1
1−a ως

στοιχείο τού Q[a].

8. (αʹ) ∆είξτε ότι ένα πολυώνυµο f(X) ∈ F [x] είναι ανάγωγο εαν και µόνον αν το f(x + 1) ∈ F [x]
είναι ανάγωγο.

(ϐʹ) Για p =πρώτο, δείξτε ότι το πολυώνυµο f(x) = xp−1 + · · · + x + 1 ∈ Q[x] είναι ανάγωγο.
Υπόδειξη : γράψτε f(x) = xp−1

x−1 και εφαρµόστε το παραπάνω ερώτηµα σε συνδυασµό µε το
κριτήριο τού Eisenstein.

(γʹ) ∆είξτε ότι το πολυώνυµο f(x) = xn + 1 ∈ Q[x] είναι ανάγωγο αν και µόνον αν n = 2k για
κάποιον ακέραιο k ≥ 0 (ίδια υπόδειξη µε την παραπάνω).


