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Αντί προλόγου

Το ηλεκτρονικό ϐοήθηµα «Θέµατα Παραµετρικής Στατιστικής Συµπερασµα-

τολογίας : Εκτιµητική και ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης» αποτυπώνει σε µε-

γάλο ϐαθµό την ύλη των παραδόσεων του µαθήµατος κορµού «Στατιστική

Συµπερασµατολογία Ι» που διδάσκεται στο Ε΄ εξάµηνο του Προγράµµατος

Σπουδών του Τµήµατος Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Πατρών (πέντε

ώρες εβδοµαδιαία).

΄Εµφαση έχει δοθεί στην αυστηρή και µαθηµατική ϑεµελίωση δύο ϐασι-

κών κλάδων της Στατιστικής Συµπερασµατολογίας, Εκτιµητικής και ∆ια-

στηµάτων Εµπιστοσύνης, συγχρόνως όµως και στη διαισθητική ερµηνεία

των διαφόρων εννοιών και αποτελεσµάτων. Θεωρούµε ότι µέσα από µία

τέτοια µαθηµατική ϑεµελίωση, µπορεί κάποιος να αναγνωρίσει και να ε-

κτιµήσει ότι ο κύριος ϱόλος της Στατιστικής στην κοινωνία είναι να δίνει

µαθηµατικά ακριβείς απαντήσεις σε σύνθετα προβλήµατα της ανθρώπινης

δραστηριότητας και όχι απλά και µόνον να διαχειρίζεται, περιγραφικά,

σύνολα δεδοµένων.

Υπάρχουν αρκετά συγγράµµατα Στατιστικής Συµπερασµατολογίας στην

ελληνική και ξένη (κυρίως αγγλική) ϐιβλιογραφία, κάποια εκ των οποίων

δίνονται στη ϐιβλιογραφία του Κεφαλαίου 2. Το ηλεκτρονικό ϐοήθηµα

«Θέµατα Παραµετρικής Στατιστικής Συµπερασµατολογίας : Εκτιµητική και

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης» δεν διεκδικεί ϑέση στη λίστα των συγγραµµά-

των : σκοπό έχει να ϕανεί χρήσιµο στους ϕοιτητές, στην πρώτη τους επαφή

µε τη (Θεωρητική-Μαθηµατική) Στατιστική. ΄Ετσι, για να εξυπηρετηθεί αυ-

τός ο σκοπός, περιέχονται και αρκετά λυµένα παραδείγµατα.

Μεγάλο µέρος του υλικού που παρουσιάζεται πρωτογράφτηκε σε χειρό-

γραφη µορφή από τον Σ. Κουρούκλη πριν αρκετά χρόνια, όταν ο Κ. Πε-
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ii

τρόπουλος και η Β. Πιπερίγκου ήταν ακόµη ϕοιτητές, και παρέµεινε έτσι

χωρίς να υποστεί σηµαντικές επιστηµονικές αλλαγές. Τη γραφή του σε

LaTEX έκανε για πρώτη ϕορά ο συνάδελφος κ. Παναγιώτης Μποµποτάς

(Department of Mathematical Sciences, University of Southampton), τό-

τε µεταπτυχιακός ϕοιτητής του Τµήµατος Μαθηµατικών του Πανεπιστηµί-

ου Πατρών, προς τον οποίον επιθυµούµε να εκφράσουµε, και από τη ϑέση

αυτή, τις ϑερµές ευχαριστίες µας για τον χρόνο που διέθεσε, τη διάθεση

που επέδειξε και το αποτέλεσµα που παρήγαγε. Το υλικό αυτό έλαβε την

τελική του µορφή ως «Θέµατα Παραµετρικής Στατιστικής Συµπερασµατολο-

γίας : Εκτιµητική και ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης» πρόσφατα στα πλαίσια της

δράσης «Κάλλιπος» για τη συγγραφή Ελληνικών Ακαδηµαϊκών ηλεκτρονι-

κών συγγραµµάτων και ϐοηθηµάτων.

Θέλουµε επίσης να ευχαριστήσουµε τον συνάδελφο κ. Απόστολο Μπατσί-

δη (Τµήµα Μαθηµατικών, Παναπιστήµιο Ιωαννίνων) κριτικό αναγνώστη

αυτού του ηλεκτρονικού ϐοηθήµατος, για την ενδελεχή του µελέτη, καθώς

και για τις εύστοχες παρατηρήσεις του. Προϊόν αυτών είναι, µεταξύ άλλων,

η προσθήκη των αποδείξεων για τις ασυµπτωτικές ιδιότητες των εκτιµητών

µέγιστης πιθανοφάνειας, η παρουσίαση εκτιµητών Bayes ως προς το από-

λυτο σφάλµα και τρεις ποσότητες οδηγοί στην Πρόταση 9.2.1.

΄Ισως το υλικό που παρουσιάζεται εδώ αποτελέσει, κάποτε, µέρος της κρί-

σιµης µάζας για τη συγγραφή ενός ϐιβλίου. ΄Ιδωµεν. . . .

Πάτρα, ∆εκέµβριος 2015
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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Κατανοµών

Το κεφάλαιο αυτό περιέχει, πολύ συνοπτικά, στοιχεία Θεωρίας Πιθανο-

τήτων και Θεωρίας Κατανοµών, όπως η έννοια της πιθανότητας, τυχαίες

µεταβλητές και κατανοµές τους, µέση τιµή και διασπορά κατανοµής, ει-

δικές διακριτές και συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, από κοινού κατανοµές,

δεσµευµένες κατανοµές, ανεξαρτησία, κατανοµές µετασχηµατισµών και

οριακά ϑεωρήµατα.

1.1 Ορισµός πιθανότητας

Τυχαίο (ή στοχαστικό) πείραµα ή πείραµα τύχης (random experiment) είναι

ένα πείραµα µε τα εξής δύο χαρακτηριστικά :

α. Το αποτέλεσµα του πειράµατος δεν µπορεί να προβλεφθεί εκ των

προτέρων (δηλαδή προτού εκτελεστεί το πείραµα).

ϐ. Το σύνολο των αποτελεσµάτων του πειράµατος είναι γνωστό εκ των

προτέρων.

Το σύνολο αυτό, Ω, ονοµάζεται δειγµατικός χώρος του τυχαίου πει-

ϱάµατος. Κάθε ένα από τα στοιχεία του Ω (δηλαδή κάθε ένα από τα

αποτελέσµατα) αναφέρεται ως απλό ή στοιχειώδες ενδεχόµενο. Ενδεχόµε-

να του τυχαίου πειράµατος είναι συγκεκριµένα υποσύνολα A του δειγ-

µατικού χώρου Ω. Το ενδεχόµενο A πραγµατοποιείται, όταν και εάν το

αποτέλεσµα του τυχαίου πειράµατος είναι στοιχείο του A. Σε αυτήν την

1



2 Στοιχεία Θεωρίας Κατανοµών

περίπτωση το αποτέλεσµα αναφέρεται ως ευνοϊκό για το A. Για παράδειγ-

µα, στο τυχαίο πείραµα της ϱίψης ενός Ϲαριού, ο δειγµατικός χώρος είναι

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} και το ενδεχόµενο A = {2, 4, 6} = {άρτιος αριθµός}
πραγµατοποιείται, όταν και εάν το αποτέλεσµα της ϱίψης είναι ή 2 ή 4 ή

6. Τα αποτελέσµατα 2, 4, 6 είναι ευνοϊκά για το A. Το ενδεχόµενο A είναι

το σύνολο των ευνοϊκών του αποτελεσµάτων.

Επειδή υπάρχει αβεβαιότητα ως προς το αποτέλεσµα του τυχαίου πει-

ϱάµατος (χαρακτηριστικό (α)), υπάρχει κατά συνέπεια και αβεβαιότητα ως

προς την πραγµατοποίηση ενός ενδεχοµένου A. Αυτή η αβεβαιότητα µε-

τράται µέσω της πιθανότητας του A, P(A).

Κλασικός ορισµός πιθανότητας (De Moivre 1711, Laplace 1812).

Ας υποθέσουµε ότι ο δειγµατικός χώρος Ω του τυχαίου πειράµατος είναι

πεπερασµένο σύνολο. Η πιθανότητα του ενδεχοµένου A ⊂ Ω ορίζεται ως

εξής :

P(A) =
|A|
|Ω| =

αριθµός των ευνοϊκών αποτελεσµάτων για το A

αριθµός όλων των αποτελεσµάτων

(|A| = αριθµός των στοιχείων του A). Από τον ορισµό προκύπτουν αµέσως

οι εξής ιδιότητες.

1. P(A) ≥ 0.

2. P(Ω) = 1.

3. P(A ∪B) = P(A) + P(B), εάν A ∩B = ∅.

Ο κλασικός ορισµός παρουσιάζει δύο µειονεκτήµατα :

α. απαιτεί ο δειγµατικός χώρος να είναι πεπερασµένο σύνολο, συνεπώς

δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε τυχαία πειράµατα µε µη πεπερασµένο

δειγµατικό χώρο (π.χ. ϱίψη νοµίσµατος µέχρι να εµφανιστεί η όψη

«κεφαλή»).



Ορισµός πιθανότητας 3

ϐ. απαιτεί όλα τα αποτελέσµατα να είναι ισοπίθανα, γιατί, αν ω ∈ Ω,

τότε P({ω}) = |{ω}|
|Ω| = 1

|Ω| . Συνεπώς δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε τυ-

χαία πειράµατα µε ανισοπίθανα αποτελέσµατα (π.χ. ϱίψη κάλπικου

νοµίσµατος).

Εµπειρικός ορισµός πιθανότητας (von Mises 1917). Ας υποθέσουµε

ότι ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω µπορεί να επαναληφθεί

πολλές ϕορές υπό τις ίδιες ακριβώς συνθήκες. Για κάθε ενδεχόµενο A

ας ορίσουµε ως ν(A) τον αριθµό των ϕορών που πραγµατοποιείται το A

κατά τις ν επαναλήψεις του τυχαίου πειράµατος. Ο λόγος ν(A)/ν λέγεται

σχετική συχνότητα του A και η πιθανότητα του A ορίζεται ως το όριο της

σχετικής συχνότητας για ν → ∞, δηλαδή

P(A) = lim
ν→∞

ν(A)

ν
.

Από τον ορισµό προκύπτουν αµέσως οι εξής ιδιότητες.

1. P(A) ≥ 0.

2. P(Ω) = 1.

3. P(A ∪B) = P(A) + P(B), εάν A ∩B = ∅.

Ο εµπειρικός ορισµός παρουσιάζει δύο µειονεκτήµατα :

α. απαιτεί επανάληψη του τυχαίου πειράµατος πολλές ϕορές (υπό τις

ίδιες συνθήκες), το οποίο είναι συχνά δύσκολο ή και αδύνατο να

γίνει.

ϐ. απαιτεί τον υπολογισµό του ορίου της σχετικής συχνότητας,

Στην πράξη, ως εκτίµηση (προσέγγιση) της πιθανότητας του A λαµβάνεται

η σχετική συχνότητα για ν «µεγάλο», δηλαδή P(A) ≈ ν(A)
ν .

Οι προηγούµενοι ορισµοί πιθανότητας παρουσιάζουν λοιπόν µειονε-

κτήµατα, αλλά, αν και εντελώς διαφορετικοί, χαρακτηρίζονται από κοινές
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ιδιότητες. Επιπλέον οι ιδιότητες αυτές διαισθητικά ϕαίνονται πολύ λογι-

κές. Ο επόµενος αξιωµατικός ορισµός πιθανότητας δεν έχει τα µειονεκτή-

µατα των προηγούµενων και τους ενοποιεί διατηρώντας τις ιδιότητες τους

ως αξιώµατα. Ο ορισµός αυτός προτάθηκε από τον Kolmogorov στις αρχές

της δεκαετίας του 1930.

Αξιωµατικός ορισµός πιθανότητας (Kolmogorov 1933). ΄Ενας χώρος

πιθανότητας είναι µία τριάδα (Ω,A ,P), όπου:

1. Ω είναι ένα µη κενό σύνολο, ο δειγµατικός χώρος.

2. A είναι µία σ–άλγεβρα, δηλαδή µία οικογένεια υποσυνόλων του Ω

που

α. περιέχει το Ω

ϐ. ∀ A ∈ A ⇒ Ac ∈ A

γ. ∀ Ai ∈ A , i = 1, 2, . . . ⇒ ∪∞
i=1Ai ∈ A .

3. P είναι µία συνάρτηση, P : A −→ R, που ονοµάζεται πιθανότητα

και ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες (αξιώµατα Kolmogorov)

α. P(A) ≥ 0, ∀ A ∈ A .

ϐ. P(Ω) = 1.

γ. P(∪∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 P(Ai), ∀ Ai ∈ A , i = 1, 2, . . . µε Ai∩Aj =

∅, i 6= j.

Σηµειώνουµε ότι µε τον αξιωµατικό ορισµό η πιθανότητα είναι µία συνάρ-

τηση που δεν ορίζεται µέσω κάποιου τύπου, αλλά µέσω συγκεκριµένων

αξιωµάτων.

Από τον ορισµό µπορεί να δειχθούν οι εξής ιδιότητες.

1. ∅ ∈ A , P(∅) = 0.

2. P(∪n
i=1Ai) =

∑n
i=1 P(Ai), ∀ Ai ∈ A , i = 1, . . . , n µε Ai ∩ Aj = ∅,

i 6= j.
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3. P(Ac) = 1− P(A), ∀ A ∈ A .

4. 0 ≤ P(A) ≤ 1, ∀ A ∈ A .

5. P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B), ∀ A,B ∈ A .

6. A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B), ∀ A,B ∈ A .

7. P(∪n
i=1Ai) ≤

∑n
i=1 P(Ai), ∀ Ai ∈ A , i = 1, . . . , n.

1.2 ∆εσµευµένη πιθανότητα και ανεξαρτησία

Η δεσµευµένη (ή υπό συνθήκη) πιθανότητα του ενδεχοµένου A εκφράζει

πιθανότητα πραγµατοποίησης του A λαµβάνοντας υπόψη κάποια µερι-

κή πληροφορία για το αποτέλεσµα του τυχαίου πειράµατος. ΄Ετσι, ενώ η

πιθανότητα «άσσου» στη ϱίψη αµερόληπτου Ϲαριού είναι 1/6, η (δεσµευ-

µένη) πιθανότητα «άσσου» δοθείσης της πληροφορίας ότι η ϱίψη απέφερε

περιττό αποτέλεσµα είναι 1/3. Η (µερική) πληροφορία για το αποτέλεσµα

του τυχαίου πειράµατος εκφράζεται από κάποιο άλλο ενδεχόµενο E, στο

παράδειγµα, E = {1, 3, 5}. Το E είναι ο «νέος» δειγµατικός χώρος του

τυχαίου πειράµατος.

Γενικά, εάν (Ω,A ,P) είναι ένας χώρος πιθανότητας, η δεσµευµένη πι-

ϑανότητα του A ∈ A δοθέντος του E ∈ A , P(A | E), ορίζεται από τη

σχέση

P(A | E) =
P(A ∩ E)

P(E)

υπό τον όρο ότι P(E) > 0.

Από τον ορισµό µπορεί να δειχθεί ότι η δεσµευµένη πιθανότητα P(A |
E) ικανοποιεί τα αξιώµατα Kolmogorov (για σταθερό E) και εποµένως έχει

και όλες τις άλλες ιδιότητες της πιθανότητας, π.χ. P(A ∪ B | E) = P(A |
E) + P(B | E), για A ∩B = ∅.

Γενικά, η πληροφορία (το ενδεχόµενο) E µεταβάλλει την πιθανότη-

τα του ενδεχοµένου A, δηλαδή P(A | E) 6= P(A). Εάν όµως συµβεί

P(A | E) = P(A), αυτό σηµαίνει ότι το ενδεχόµενο E δεν επηρεάζει την
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πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου A και δια τούτο τα A και E λέγονται

ανεξάρτητα ενδεχόµενα. Επειδή η τελευταία σχέση δεν είναι συµµετρική

ως προς A και E και ισχύει υπό τον όρο P(E) > 0, δια τούτο ως ορισµός

ανεξαρτησίας λαµβάνεται η σχέση

P(A ∩ E) = P(A)P(E)

που προκύπτει από την P(A | E) = P(A) αντικαθιστώντας P(A | E) =
P(A∩E)
P(E) .

Η έννοια της ανεξαρτησίας µπορεί να γενικευθεί σε περισσότερα από

δύο ενδεχόµενα ως εξής.

Ορισµός 1.2.1. Τα ενδεχόµενα A1, . . . , An ονοµάζονται ανεξάρτητα εάν

για κάθε υποοµάδα Ai1 , . . . , Aiκ , 2 ≤ κ ≤ n, µε i1 6= · · · 6= iκ ισχύει

P(∩κ
j=1Aij) =

κ∏

j=1

P(Aij).

Ορισµός 1.2.2. Μία ακολουθία ενδεχοµένων An, n = 1, 2, . . . ονοµάζεται

ακολουθία ανεξάρτητων ενδεχοµένων, εάν τα ενδεχόµενα κάθε πεπερασµέ-

νης υποακολουθίας της είναι ανεξάρτητα.

Πρόταση 1.2.1. ΄Εστω ότι Bi, i = 1, . . . , n είναι µια διαµέριση του δειγµα-

τικού χώρου µε P(Bi) > 0, i = 1, . . . , n.

(α) (Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας) Για κάθε ενδεχόµενο Α, ισχύει

P(A) =
n∑

i=1

P(A|Bi)P(Bi).

(ϐ) (τύπος Bayes, εκ των υστέρων πιθανότητα) Ισχύει

P(Bi|A) =
P(A|Bi)P(Bi)
n∑

i=1

P(A|Bi)P(Bi)

.
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1.3 Τυχαίες µεταβλητές και κατανοµές

Πολλές ϕορές σε ένα τυχαίο πείραµα µάς ενδιαφέρει κάποια «ποσότητα»

(συνάρτηση) η τιµή της οποίας εξαρτάται από το αποτέλεσµα του τυχαίου

πειράµατος. Αυτή η «ποσότητα» λέγεται τυχαία µεταβλητή. Επειδή υπάρ-

χει αβεβαιότητα ως προς το αποτέλεσµα του τυχαίου πειράµατος, υπάρχει

κατά συνέπεια και αβεβαιότητα ως προς την τιµή της τυχαίας µεταβλητής.

΄Ετσι έχει έννοια να µιλάµε για το σύνολο των δυνατών τιµών της τυχαίας

µεταβλητής (που ϑα αναφέρεται απλά ως σύνολο τιµών), για την πιθανό-

τητα η τιµή της τυχαίας µεταβλητής να είναι x ή να ανήκει στο διάστηµα

(α, β) κ.λπ. Ο αυστηρός ορισµός της τυχαίας µεταβλητής έχει ως εξής.

Ορισµός 1.3.1. ΄Εστω (Ω,A ,P) ένας χώρος πιθανότητας. Μία συνάρ-

τηση X : Ω −→ R ονοµάζεται τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) εάν το σύνολο

{ω ∈ Ω: X(ω) ≤ x} ανήκει στη σ–άλγεβρα A για κάθε x ∈ ℜ.

Η συνθήκη {ω ∈ Ω: X(ω) ≤ x} ∈ A , ∀ x ∈ R είναι ισοδύναµη προς

τη συνθήκη X−1(B) = {ω ∈ Ω: X(ω) ∈ B} ∈ A για κάθε σύνολο Borel

B της πραγµατικής ευθείας και µας επιτρέπει να ορίσουµε πιθανότητες,

που αφορούν την τυχαία µεταβλητή X. Σύνολα Borel είναι τα διαστήµατα

και όλα τα σύνολα που παράγονται από αριθµήσιµες το πλήθος πράξεις

(ενώσεις, τοµές, διαφορές) µεταξύ διαστηµάτων. ΄Ετσι η πιθανότητα η τιµή

της τυχαίας µεταβλητής X να είναι µικρότερη ή ίση του x, συµβολικά

P(X ≤ x), ορίζεται από τη σχέση P(X ≤ x) = P({ω ∈ Ω: X(ω) ≤ x}).
Ανάλογη έννοια και ορισµό έχουν οι συµβολισµοί P(X = x), P(X < x),

P(X > x), P(X ≥ x), P(α < X ≤ β), P(X ∈ B), κ.λ.π.

Η κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής X καθορίζεται πλή-

ϱως από την (αθροιστική) συνάρτηση κατανοµής

F (x) = P(X ≤ x), x ∈ R.

Πιθανότητες που αφορούν την τυχαία µεταβλητή X υπολογίζονται από τη

συνάρτηση κατανοµής ϐάσει των τύπων:

α. P(X = x) = F (x)− F (x−).
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ϐ. P(X < x) = F (x−).

γ. P(X > x) = 1− F (x).

δ. P(X ≥ x) = 1− F (x−).

ε. P(α < X ≤ β) = F (β)− F (α).

Η συνάρτηση κατανοµής έχει τις εξής χαρακτηριστικές ιδιότητες :

α. Είναι αύξουσα.

ϐ. Είναι δεξιά συνεχής.

γ. limx→∞ F (x) = 1, limx→−∞ F (x) = 0.

Οι τυχαίες µεταβλητές που ϑα µελετήσουµε είναι διακριτές ή (απολύ-

τως) συνεχείς.

Ορισµός 1.3.2. Η τυχαία µεταβλητή X ονοµάζεται διακριτή, εάν το σύνολο

τιµών της, S, είναι το πολύ αριθµήσιµο (δηλαδή πεπερασµένο ή άπειρο αλλά

αριθµήσιµο).

Η συνάρτηση πιθανότητας p(x) της διακριτής τυχαίας µεταβλητής X

ορίζεται από τη σχέση p(x) = P(X = x), x ∈ R και καθορίζει (όπως και

η συνάρτηση κατανοµής) πλήρως την κατανοµή πιθανότητας της τυχαίας

µεταβλητήςX. Στα επόµενα κεφάλαια και για λόγους οµοιοµορφίας µε τις

συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, η συνάρτηση πιθανότητας ϑα συµβολίζεται

f(x) και ϑα αναφέρεται ως πυκνότητα της X.

Ιδιότητες της συνάρτησης πιθανότητας

1. p(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R.

2.
∑

x∈S p(x) = 1.

Ορισµός 1.3.3. Η τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση κατανοµής F (x)

ονοµάζεται (απολύτως) συνεχής, εάν υπάρχει µία συνάρτηση f : R −→ R

µε f(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R έτσι ώστε F (x) =
∫ x
−∞ f(t) dt, ∀ x ∈ R. Η f

ονοµάζεται πυκνότητα πιθανότητας της X ή απλά πυκνότητα της X.
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Από τον ορισµό προκύπτουν οι εξής ιδιότητες.

Ιδιότητες συνεχούς τυχαίας µεταβλητής

1. 1 = limx→∞ F (x) = limx→∞
∫ x
−∞ f(t) dt =

∫∞
−∞ f(t) dt. Εποµένως

η συνάρτηση f(x) έχει τις ιδιότητες :

α. f(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R.

ϐ.
∫∞
−∞ f(x) dx = 1.

2. Η F είναι συνεχής στο R και επιπλέον F ′(x) = f(x) για κάθε σηµείο

συνέχειας x της f(x).

3. P(X = x) = 0, ∀ x ∈ R, γιατί P(X = x) = F (x) − F (x−) και η F

είναι συνεχής.

4. Το σύνολο τιµών της τυχαίας µεταβλητής X, έστω S, είναι µη αριθµή-

σιµο. Πράγµατι, εάν ήταν αριθµήσιµο, S = {x1, x2, . . . }, ϑα είχαµε

1 = P(X ∈ S) = P((X = x1) ∪ (X = x2) ∪ . . . ) =
∑

i P(X = xi) =

0, γιατί P(X = xi) = 0, ∀ i (ιδιότητα 3).

5. P(α < X ≤ β) = F (α) − F (β) =
∫ β
−∞ f(x) dx −

∫ α
−∞ f(x) dx =∫ β

α f(x) dx. Επίσης λόγω της ιδιότητας 3 έχουµε P(α ≤ X < β) =

P(α < X < β) = P(α ≤ X ≤ β) = P(α < X ≤ β) =
∫ β
α f(x) dx.

Ανάλογα έχουµε P(X ≤ α) = P(X < α) =
∫ α
−∞ f(x) dx και

P(X ≥ α) = P(X > α) =
∫∞
α f(x) dx.

Γενικά µπορεί να δειχθεί ότι P(X ∈ B) =
∫
B f(x) dx για κάθε

σύνολο Borel B. Οι παραπάνω τύποι είναι πολύ χρήσιµοι στον υπο-

λογισµό πιθανοτήτων, που αφορούν την τυχαία µεταβλητή X, µέσω

της πυκνότητας.

6. (Ερµηνεία της πυκνότητας πιθανότητας f(x)) ΄Εστω x ∈ R µε f(t) >

0 για t σε µία περιοχή (x− ε, x+ ε), όπου ε > 0 και «µικρό». Τότε

P(x−ε < X < x+ε) =
∫ x+ε
x−ε f(t) dt ≈ f(x)(2ε) > 0. Παρατηρούµε

λοιπόν ότι, ενώ P(X = x) = 0, η πιθανότητα η τιµή της τυχαίας
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µεταβλητής να είναι σε µία «µικρή» περιοχή γύρω από το x είναι

ϑετική και (κατά προσέγγιση) ανάλογη της τιµής f(x). Συνεπώς η

f(x) εκφράζει πόσο µεγάλη (πυκνή) είναι η πιθανότητα η τιµή της

τυχαίας µεταβλητής X να είναι σε µία µικρή περιοχή γύρω από το

x.

7. Το σύνολο τιµών της τυχαίας µεταβλητής X καθορίζεται από το σύ-

νολο S = {x ∈ R : f(x) > 0}, µε την έννοια ότι P(X ∈ S) = 1 και

P(X ∈ S1) < 1 για κάθε υποσύνολο S1 του S που έχει ϑετικό µήκος.

1.4 Μέση τιµή, διασπορά, ϱοπές, ϱοπογεννήτρια

Ορισµός 1.4.1. Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής X ορίζεται από τη

σχέση

µ = EX =





∑
x∈S xp(x) , εάν η τ.µ. X είναι διακριτή

∫∞
−∞ xf(x) dx , εάν η τ.µ. X είναι συνεχής

.

Η µέση τιµή παριστάνει µία µορφή σταθµισµένου µέσου όρου των τιµών

της X. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι οι τιµές της X είναι x1, . . . , xn και

ότι είναι ισοπίθανες, δηλαδή p(xi) = P(X = xi) = 1
n ∀ i = 1, . . . , n.

Τότε, EX = x1+···+xn
n , δηλαδή η µέση τιµή της X είναι ο µέσος όρος των

τιµών της. Γενικότερα, εάν p(xi) = pi τότε EX = p1x1 + · · ·+ pnxn και οι

πιθανότητες pi µπορούν να ϑεωρηθούν ως «συντελεστές ϐαρύτητας» για τις

αντίστοιχες τιµές xi. ΄Ετσι, η EX µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία γενικευµένη

µορφή µέσου όρου των τιµών της X.

Η µέση τιµή παρέχει κάποια (αµυδρή έστω) πληροφορία για τη «ϑέση»

των τιµών της X πάνω στην πραγµατική ευθεία. ∆ια τούτο αναφέρεται ως

παράµετρος ϑέσης για την κατανοµή της X.

Εάν h : R −→ R είναι µία συνάρτηση, η µέση τιµή της τυχαίας µετα-

ϐλητής h(X) δίνεται από τη σχέση

Eh(X) =





∑
x∈S h(x)p(x) , εάν η τ.µ. X είναι διακριτή

∫∞
−∞ h(x)f(x) dx , εάν η τ.µ. X είναι συνεχής

.
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Ορισµός 1.4.2. Η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής X ορίζεται από τη

σχέση

VarX = E(X − EX)2.

΄Οπως ϕαίνεται από τον ορισµό, η διασπορά εκφράζει τη µέση τετραγω-

νική απόκλιση της X από τη µέση τιµή της EX. Είναι λοιπόν ένα µέτρο

µεταβλητότητας των τιµών της X γύρω από την EX. ∆ια τούτο αναφέρεται

ως παράµετρος µεταβλητότητας για την κατανοµή της X.

Ο υπολογισµός της διασποράς συχνά γίνεται χρησιµοποιώντας την ε-

πόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.4.1. Ισχύουν οι εξής σχέσεις.

α. VarX = E(X2)− (EX)2.

ϐ. E(X2) = VarX + (EX)2.

Στην επόµενη πρόταση καταγράφονται µερικές ιδιότητες της µέσης τι-

µής και της διασποράς.

Πρόταση 1.4.2. Ισχύουν οι εξής σχέσεις.

1. Ec = c, όπου c σταθερά.

2. E(αX + β) = αEX + β.

3. Varc = 0, όπου c σταθερά.

4. Var(αX + β) = α2
VarX.

5. Αν X > 0 και EX = 0, τότε P(X = 0) = 1.

6. Αν X > α (α σταθερά) τότε EX > α.

7. Αν X ≥ Y τότε EX > EY . Αν, επιπλέον, P(X > Y ) > 0 και η EY

είναι πεπερασµένη, τότε EX > EY .

8. E(X2) > (EX)2 και η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν P(X = EX) =

1.
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Ορισµός 1.4.3. Η ϱοπογεννήτρια µίας τυχαίας µεταβλητής X ορίζεται από

τη σχέση

m(t) = E(etX), t ∈ R.

Η ϱοπογεννήτρια παρότι δεν έχει ϕυσική ερµηνεία, όµως χρησιµεύει

στην απόδειξη πολλών αποτελεσµάτων της Θεωρίας Πιθανοτήτων.

Πρόταση 1.4.3. 1. m(0) = 1.

2. Εάν η ϱοπογεννήτρια m(t) είναι πεπερασµένη για κάθε t σε µία πε-

ϱιοχή του 0, τότε

α. καθορίζει την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής,

ϐ. dκ

dtκ m(t)
∣∣
t=0

= E(Xκ) (ϱοπή κ τάξης).

3. Εάν mαX+β(t) είναι η ϱοπογεννήτρια της τυχαίας µεταβλητής αX+β

και mX(t) η ϱοπογεννήτρια της X, τότε ισχύει

mαX+β(t) = eβtmX(αt).

1.5 Ανισότητες Markov, Tchebychev, Jensen

Πρόταση 1.5.1. ( i) (ανισότητα Markov). Αν Y είναι µη αρνητική τυχαία

µεταβλητή, τότε ισχύει η σχέση

P(Y > ε) 6
EY

ε
, ∀ ε > 0.

( ii) (ανισότητα Tchebychev). Αν X είναι τυχαία µεταβλητή µε EX = µ και

VarX = σ2 πεπερασµένη, τότε ισχύει η σχέση

P(|X − µ| > ε) 6
σ2

ε2
, ∀ ε > 0.

Απόδειξη. (i) Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή X από τη σχέση

X =

{
0 , 0 6 Y 6 ε

ε , Y > ε.
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Τότε έχουµε X 6 Y και εποµένως EX 6 EY (Πρόταση 1.4.2). ΄Οµως,

EX = 0P(X = 0) + εP(X = ε) = εP(Y > ε), οπότε παίρνουµε εP(Y >

ε) 6 EY , δηλαδή P(Y > ε) 6
EY

ε
.

(ii) ΄Εχουµε P(|X − µ| > ε) = P((X − µ)2 > ε2) 6
E(X − µ)2

ε2
=

σ2

ε2
,

εφαρµόζοντας την ανισότητα Markov για την τυχαία µεταβλητή Y = (X −
µ)2.

Μία συνάρτηση h, ορισµένη σε ένα διάστηµα, ονοµάζεται κυρτή, αν

h(λx+(1−λ)y) 6 λh(x)+ (1−λ)h(y) για κάθε x, y και 0 < λ < 1. Αν η

ανισότητα είναι γνήσια για κάθε x, y µε x 6= y, τότε η h ονοµάζεται γνησί-

ως κυρτή. Η h είναι κοίλη (γνησίως κοίλη), αν η −h είναι κυρτή (γνησίως

κυρτή). Μία κυρτή συνάρτηση «ϐρίσκεται» πάνω από όλες τις εφαπτοµένες

της. Αν δηλαδή η ευθεία αx + β είναι εφαπτόµενη της γραφικής παρά-

στασης της h, τότε ισχύει h(x) > αx+β. Αν, περαιτέρω, η h είναι γνησίως

κυρτή, τότε ισχύει h(x) > αx + β, εκτός από το (κοινό) σηµείο επαφής.

Υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχουν και είναι πεπερασµένες οι µέσες τιµές

EX και Eh(X), ισχύει η εξής ανισότητα για κυρτές συναρτήσεις.

Πρόταση 1.5.2. (Ανισότητα Jensen) Αν X είναι τυχαία µεταβλητή και h

είναι µια κυρτή συνάρτηση, τότε έχουµε

Eh(X) > h(EX). (1.1)

Αν επιπλέον, η X δεν είναι σταθερά και η h είναι γνησίως κυρτή τότε η

ανισότητα (1.1) είναι γνήσια.

Απόδειξη. ΄Εστω αx+β η εφαπτοµένη της h στο σηµείο EX. Τότε h(x) >

αx+β για κάθε x, σύµφωνα µε τα παραπάνω, και h(EX) = αEX+β αφού

EX είναι σηµείο επαφής. Εποµένως h(X) > αX + β, οπότε παίρνουµε

Eh(X) > E(αX + β) λόγω της Πρότασης 1.4.2(7). ΄Οµως E(αX + β) =

αEX + β = h(EX), οπότε συµπεραίνουµε ότι Eh(X) > h(EX). Αν,

επιπλέον, η h είναι γνησίως κυρτή και η X δεν είναι σταθερά, τότε έχουµε

P(h(X) > αX+β) > 0, το οποίο λόγω της Πρότασης 1.4.2(7) συνεπάγεται

ότι Eh(X) > E(αX + β) = h(EX).
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1.6 Μερικές ϐασικές κατανοµές

1.6.1 Μερικές διακριτές κατανοµές

Κατανοµή Bernoulli

Συµβολισµός : X ∼ B(1, p), 0 < p < 1.

Συνάρτηση πιθανότητας :

p(x) = px(1− p)1−x, x = 0, 1.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = p, VarX = p(1− p).

Ροπογεννήτρια : m(t) = 1− p+ pet, t ∈ R.

∆ιωνυµική κατανοµή

Συµβολισµός : X ∼ B(n, p), 0 < p < 1.

Συνάρτηση πιθανότητας :

p(x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x, x = 0, 1, . . . , n.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = np, VarX = np(1− p).

Ροπογεννήτρια : m(t) = (1− p+ pet)n, t ∈ R.

Γεωµετρική κατανοµή

Συµβολισµός : X ∼ Ge(p), 0 < p < 1.

Συνάρτηση πιθανότητας :

p(x) = (1− p)x−1p, x = 1, 2, . . .

Μέση τιµή και διασπορά: EX = 1
p , VarX = 1−p

p2 .

Ροπογεννήτρια : m(t) = pet

1−(1−p)et , t < − ln(1− p).
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Κατανοµή Poisson

Συµβολισµός : X ∼ P(λ), λ > 0.

Συνάρτηση πιθανότητας :

p(x) = e−λλ
x

x!
, x = 0, 1, . . . .

Μέση τιµή και διασπορά: EX = λ, VarX = λ.

Ροπογεννήτρια : m(t) = eλ(e
t−1), t ∈ R.

1.6.2 Μερικές συνεχείς κατανοµές

Οµοιόµορφη κατανοµή στο (α, β)

Συµβολισµός : X ∼ U(α, β), α < β.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

β − α
, α < x < β.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = α+β
2 , VarX = (β−α)2

12 .

Ροπογεννήτρια : m(t) = etβ−etα

t(β−α) , t 6= 0, m(0) = 1.

Εκθετική κατανοµή

Συµβολισµός : X ∼ E(θ), θ > 0.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

θ
e−

x
θ , x > 0.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = θ, VarX = θ2.

Ροπογεννήτρια : m(t) = 1
1−θt , t <

1
θ .

Γάµµα κατανοµή

Συµβολισµός : X ∼ G(α, β), α, β > 0.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

Γ(α)βα
xα−1e

− x
β , x > 0.



16 Στοιχεία Θεωρίας Κατανοµών

Μέση τιµή και διασπορά: EX = αβ, VarX = αβ2.

Ροπογεννήτρια : m(t) = 1
(1−βt)α , t < 1

β .

Κατανοµή Weibull

Συµβολισµός : X ∼ W (α, β), α, β > 0.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
αxα−1

βα
e
−
(

x
β

)α

, x > 0.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = βΓ
(
1 + 1

α

)
,VarX = β2

[
Γ
(
1 + 2

α

)
−
(
Γ
(
1 + 1

α

))2]
.

Ροπογεννήτρια : m(t) =

+∞∑

k=0

tkβk

k!
Γ

(
1 +

k

α

)
.

χι–τετράγωνο κατανοµή µε n ϐαθµούς ελευθερίας

Συµβολισµός : X ∼ χ2
n.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

Γ(n/2)2n/2
xn/2−1e−

x
2 , x > 0.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = n, VarX = 2n.

Ροπογεννήτρια : m(t) = (1− 2t)−n/2, t < 1/2.

Η παράµετρος n αναφέρεται ως ϐαθµοί ελευθερίας της κατανοµής.

Βήτα κατανοµή

Συµβολισµός : X ∼ Beta(α, β), α, β > 0.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1, 0 < x < 1.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = α
α+β , VarX = αβ

(α+β+1)(α+β)2 .
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Κατανοµή t µε n ϐαθµούς ελευθερίας

Συµβολισµός : X ∼ tn.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

)
(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R.

Μέση τιµή και διασπορά: EX = 0 (n > 2), VarX =
n

n− 2
(n > 3).

Η παράµετρος n αναφέρεται ως ϐαθµοί ελευθερίας της κατανοµής.

Κατανοµή Cauchy

Συµβολισµός : X ∼ C(θ), θ ∈ R.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

π(1 + (x− θ)2)
, x ∈ R.

Μέση τιµή και διασπορά: δεν υπάρχουν.

Κατανοµή F µε n και m ϐαθµούς ελευθερίας

Συµβολισµός : X ∼ Fn,m.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
Γ(n+m

2 )( n
m )n/2 xn/2−1

Γ(n2 )Γ(
m
2 )(1 +

n
m x)

n+m
2

, x > 0.

Μέση τιµή και διασπορά: EX =
m

m− 2
(m > 3),

VarX =
2m2(n+m− 2)

n(m− 2)2(m− 4)
(m > 5).

Οι παράµετροι n και m αναφέρονται ως ϐαθµοί ελευθερίας της κατανοµής.

Κανονική κατανοµή

Συµβολισµός : X ∼ N (µ, σ2), µ ∈ R, σ > 0.

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x−µ)2 , x ∈ R.
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Μέση τιµή και διασπορά: EX = µ, VarX = σ2.

Ροπογεννήτρια : m(t) = eµt+
1
2
σ2t2 , t ∈ R.

Πρόταση 1.6.1. (Ιδιότητες της κανονικής κατανοµής)

1. Εάν X ∼ N (µ, σ2), τότε αX + β ∼ N (αµ + β, α2σ2), α 6= 0.

2. Εάν X ∼ N (µ, σ2), τότε
X−µ
σ ∼ N (0, 1) (τυπική κανονική).

3. Εάν X ∼ N (0, 1), τότε X2 ∼ χ2
1.

4. Εάν X ∼ N (µ, σ2), τότε
(
X−µ
σ

)2
∼ χ2

1.

1.7 Κατανοµή συνάρτησης τυχαίας µεταβλητής

΄Εστω X µία τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας p(x) ή συνάρ-

τηση πυκνότητας πιθανότητας f(x). Ακόµη έστω g : R −→ R µία συ-

νάρτηση. Τότε η Y = g(X) είναι τυχαία µεταβλητή και η κατανοµή της

µπορεί να ϐρεθεί ως εξής.

Εάν η X είναι διακριτή, τότε και η Y είναι διακριτή µε συνάρτηση

πιθανότητας που δίνεται από τον τύπο

pY (y) = P(Y = y) = P(g(X) = y) =
∑

{x : g(x)=y}
p(x).

Για συνεχή τυχαία µεταβλητή, η κατανοµή της Y δίνεται στην ακόλουθη

πρόταση.

Πρόταση 1.7.1. Εάν η X είναι συνεχής και η g(x) είναι παραγωγίσιµη

µε g′(x) 6= 0 για κάθε x στο σύνολο των τιµών της X, τότε και η Y είναι

συνεχής µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που δίνεται από τον τύπο

fY (y) = f(g−1(y))

∣∣∣∣
d

dy
g−1(y)

∣∣∣∣ .
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1.8 Τυχαία διανύσµατα

΄Εστω X1,X2, . . . ,Xn τυχαίες µεταβλητές ορισµένες στον ίδιο χώρο πι-

ϑανότητας, (Ω,A ,P). Κάθε µία από αυτές τις τυχαίες µεταβλητές έχει

κάποια κατανοµή, αλλά συχνά µας ενδιαφέρει να τις µελετήσουµε συγ-

χρόνως. Σε αυτές τις περιπτώσεις λοιπόν µας ενδιαφέρει η από κοινού

κατανοµή των X1,X2, . . . ,Xn την οποία ϑα ορίσουµε στη συνέχεια.

Ορισµός 1.8.1. Το διάνυσµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ονοµάζεται n–διάστατο

τυχαίο διάνυσµα.

Η κατανοµή πιθανότητας του X
˜

ή από κοινού κατανοµή των X1, . . . ,Xn

καθορίζεται από την από κοινού συνάρτηση κατανοµής

F (x
˜
) = F (x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn) ,

όπου x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

Η F (x1, . . . , xn) έχει ανάλογες ιδιότητες όπως η συνάρτηση κατανοµής

µίας τυχαίας µεταβλητής, για παράδειγµα,

lim
x1→∞,...,xn→∞

F (x1, . . . , xn) = 1, lim
x1→−∞,...,xn→−∞

F (x1, . . . , xn) = 0.

Τα τυχαία διανύσµατα που ϑα µελετήσουµε είναι διακριτά ή (απολύτως)

συνεχή.

Ορισµός 1.8.2. Το τυχαίο διάνυσµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ονοµάζεται δια-

κριτό, εάν το σύνολο τιµών του είναι το πολύ αριθµήσιµο υποσύνολο του

R
n.

Από τον ορισµό είναι προφανές ότι το X
˜

είναι διακριτό, εάν και µόνον

εάν οι συνιστώσες Xi, i = 1, . . . , n είναι διακριτές τυχαίες µεταβλητές.

Η συνάρτηση πιθανότητας p(x
˜
) = p(x1, . . . , xn) του διακριτού X

˜
=

(X1, . . . ,Xn) ορίζεται από τη σχέση p(x
˜
) = p(x1, . . . , xn) = P(X1 =

x1, . . . ,Xn = xn), x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n και καθορίζει (όπως και η από

κοινού συνάρτηση κατανοµής) την κατανοµή του X
˜

.
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Ιδιότητες

1. p(x
˜
) ≥ 0, ∀ x

˜
.

2.
∑

x
˜
p(x
˜
) = 1.

Η συνάρτηση πιθανότητας pXi(xi) της συνιστώσας Xi προσδιορίζεται

από τη συνάρτηση πιθανότητας p(x
˜
) = p(x1, . . . , xn) του X

˜
µέσω του

τύπου

pXi(xi) =
∑

xj , j 6=i

p(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).

Ορισµός 1.8.3. Το τυχαίο διάνυσµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) µε συνάρτηση

κατανοµής F (x
˜
) = F (x1, . . . , xn) ονοµάζεται (απολύτως) συνεχές εάν υ-

πάρχει συνάρτηση f : Rn −→ R µε f(x
˜
) = f(x1, . . . , xn) ≥ 0, ∀ x

˜
∈ R

n

έτσι ώστε

F (x
˜
) = F (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f(t1, . . . , tn) dtn . . . dt1, ∀ x

˜
∈ R

n.

Η συνάρτηση f(x
˜
) λέγεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του X

˜
ή (απλώς) πυκνότητα του X

˜
ή από κοινού πυκνότητα των X1, . . . ,Xn και

έχει τις εξής χαρακτηριστικές ιδιότητες.

Ιδιότητες

1. f(x
˜
) ≥ 0, ∀ x

˜
∈ Rn.

2.
∫
Rn f(x

˜
) dx
˜
=
∫∞
−∞· · ·

∫∞
−∞ f(x1, . . . , xn) dxn . . . dx1 = 1.

Η πυκνότητα fXi(xi) της συνιστώσας Xi προσδιορίζεται από την πυ-

κνότητα f(x
˜
) του X

˜
µέσω του τύπου

fXi(xi) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)×

× dxn . . . dxi+1 dxi−1 . . . dx1.
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Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο διάνυσµα και g : Rn −→
R µία συνάρτηση, τότε η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής g(X

˜
) =

g(X1, . . . ,Xn) ορίζεται από τη σχέση

Eg(X
˜
) =





∑
x1
· · ·∑xn

g(x
˜
)p(x

˜
), εάν το X

˜
είναι διακριτό,

∫∞
−∞· · ·

∫∞
−∞ g(x

˜
)f(x

˜
) dxn . . . dx1, εάν το X

˜
είναι συνεχές.

Για n = 2 και g(x1, x2) =
(
x1 − EX1

)(
x2 − EX2

)
η E
(
g(X1,X2)

)
=

E
[(
X1−EX1

)(
X2−EX2

)]
λέγεται συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών

X1,X2 και συµβολίζεται Cov(X1,X2).

Πρόταση 1.8.1. Ισχύουν οι εξής ιδιότητες.

1. Cov(X1,X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2).

2. Cov(X1,X2) = Cov(X2,X1).

3. Cov(αX1, βX2) = αβ Cov(X1,X2), α, β σταθερές.

4. Cov(X1 + α,X2 + β) = Cov(X1,X2).

5. Cov(
∑n

i=1Xi,
∑m

j=1 Yj) =
∑n

i=1

∑m
j=1Cov(Xi, Yj).

6. |Cov(X1,X2)| ≤
√

Var(X1)Var(X2) (ϐλέπε Πρόταση 1.8.2)

7. Cov(X1,X2) = 0, εάν και µόνον εάν E(X1X2) = E(X1)E(X2).

Σε αυτή την περίπτωση οι τυχαίες µεταβλητές X1,X2 ονοµάζονται

ασυσχέτιστες.

8. Cov(X1,X1) = Var(X1).

9. Var(X1 + · · ·+Xn) =
∑n

i=1 Var(Xi) + 2
∑

i<j Cov(Xi,Xj).

10. Var(X1 + · · · +Xn) =
∑n

i=1 Var(Xi) εάν και µόνον εάν οι τυχαίες

µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι ανά δύο ασυσχέτιστες.

Πρόταση 1.8.2. (Ανισότητα Cauchy–Schwarz) ΄Εστω Y και Z τυχαίες

µεταβλητές µε VarY < ∞ και VarZ < ∞. Τότε ισχύουν τα εξής.
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1. Cov2(Y,Z) ≤ VarY · VarZ .

2. Εάν Y είναι σταθερά ή Z είναι σταθερά, τότε η 1 ισχύει ως ισότητα.

3. Εάν καµία από τις Y και Z δεν είναι σταθερά και η 1 ισχύει ως

ισότητα, τότε υπάρχουν σταθερές c1 και c2 µε c1 6= 0, τέτοιες ώστε

P(Z = c1Y + c2) = 1.

4. (Αντίστροφο της 3) Εάν οι Z και Y συνδέονται γραµµικά, δηλαδή

Z = c1Y + c2, τότε η ανισότητα 1 ισχύει ως ισότητα.

Απόδειξη. 1. Εάν Y = c (σταθερά), τότε και τα δύο µέλη της 1 είναι 0 και

άρα η 1 ισχύει (ως ισότητα).

΄Εστω ότι Y δεν είναι σταθερά. Τότε έχουµε VarY > 0. Επιπλέον,

για κάθε t ∈ R ισχύει Var(tY + Z) ≥ 0 (η διασπορά είναι µη αρνη-

τική). Επειδή όµως Var(tY + Z) = E(tY + Z)2 −
[
E(tY + Z)

]2
=

E(t2Y 2 +2tY Z +Z2)− (tEY + EZ)2 = t2VarY +VarZ +2tCov(Y,Z),

προκύπτει ότι t2VarY + 2tCov(Y,Z) + VarZ ≥ 0, ∀ t ∈ R. Η τελευταί-

α σχέση δηλώνει ότι ένα δευτεροβάθµιο ως προς t τριώνυµο της µορφής

αt2+βt+γ µε α > 0 έχει µη αρνητικές τιµές για κάθε t ∈ R και εποµένως

η διακρίνουσα D = β2−4αγ ≤ 0. ΄Αρα, 4Cov2(Y,Z)−4VarY ·VarZ ≤ 0,

δηλαδή η 1 ισχύει.

2. ΄Εχει ήδη δειχθεί στο 1.

3. ΄Εστω ότι Y και Z δεν είναι σταθερές και ισχύει η 1 ως ισότητα. ΄Α-

ϱα, D = 0 και εποµένως το τριώνυµο t2VarY + 2tCov(Y,Z) + VarZ =

Var(tY +Z) έχει διπλή ϱίζα, έστω t0. Τότε έχουµε ότι Var(t0Y +Z) = 0

και συνεπώς P(t0Y +Z = c) = 1, όπου c σταθερά. Περαιτέρω είναι t0 6= 0,

γιατί t0 = 0 συνεπάγεται VarZ = 0 που αποκλείεται, αφού η Z δεν είναι

σταθερά. Τελικά, έχουµε P(Z = −t0Y + c) = 1.

4. Από τις ιδιότητες της συνδιασποράς (Πρόταση 1.8.1) έχουµε

Cov(Y,Z) = Cov(Y, c1Y + c2)

= Cov(Y, c1Y ) = c1Cov(Y, Y ) = c1VarY.

Συνεπώς, Cov2(Y,Z) = c21(VarY )2 = VarY · VarZ.
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Ορισµός 1.8.4. Οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn (ορισµένες στον ίδιο

χώρο (Ω,A ,P)) λέγονται ανεξάρτητες εάν για κάθε σύνολο Borel Bi ⊂ R,

i = 1, . . . , n, ισχύει

P(X1 ∈ B1, . . . ,Xn ∈ Bn) =

n∏

i=1

P(Xi ∈ Bi).

Ανάλογα ορίζεται η έννοια ανεξαρτησίας τυχαίων διανυσµάτων. Από

τον ορισµό προκύπτει αµέσως ότι, εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn

είναι ανεξάρτητες τότε και οι τυχαίες µεταβλητές Xi1 , . . . ,Xiκ , 2 ≤ κ ≤ n,

{i1, . . . , iκ} ⊂ {1, 2, . . . , n} είναι επίσης ανεξάρτητες.

Γενικά, η κατανοµή του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) δεν µπορεί να προσδιοριστεί

από τις κατανοµές των X1, . . . ,Xn. Μπορεί όµως να προσδιοριστεί στην

ειδική (και σηµαντική) περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn

είναι ανεξάρτητες.

Πρόταση 1.8.3. ΄Εστω X1, . . . ,Xn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε

συναρτήσεις κατανοµής FXi(xi), i = 1, . . . , n. Τότε έχουµε τα εξής.

1. FX
˜
(x
˜
) =

∏n
i=1 F (xi), ∀ x

˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

2. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι διακριτές µε συναρτήσεις

πιθανότητας pXi(xi), i = 1, . . . , n, αντίστοιχα, τότε

pX
˜
(x
˜
) =

n∏

i=1

pXi(xi), ∀ x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

3. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι συνεχείς µε συναρτήσεις

πυκνότητας fXi(xi), i = 1, . . . , n, αντίστοιχα, τότε

fX
˜
(x
˜
) =

n∏

i=1

fXi(xi), ∀ x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

Πρόταση 1.8.4.

1. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες και gi : R −→
R είναι συναρτήσεις τότε και οι τυχαίες µεταβλητές g1(X1),

. . . , gn(Xn) είναι επίσης ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Ανάλογη

ιδιότητα ισχύει και για τυχαία διανύσµατα.
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2. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες, τότε

E(X1 · · ·Xn) =

n∏

i=1

EXi.

3. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1,X2 είναι ανεξάρτητες, τότε είναι και

ασυσχέτιστες (το αντίστροφο όµως δεν ισχύει).

4. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες τότεVar(X1+

. . .+Xn) =

n∑

i=1

VarXi.

5. Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες και mXi(t),

i = 1, . . . , n, m∑n
i=1 Xi

(t) είναι οι ϱοπογεννήτριες τωνXi, i = 1, . . . , n

και
∑n

i=1Xi αντίστοιχα, τότε

m∑n
i=1 Xi

(t) =

n∏

i=1

mXi(t), ∀ t.

Χρησιµοποιώντας την τελευταία ιδιότητα και την Πρόταση 1.4.3 µπο-

ϱούµε να αποδείξουµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1.8.5. ΄Εστω X1, . . . ,Xn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές.

1. Εάν Xi ∼ B(1, p) (Bernoulli), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ B (n, p) .

2. Εάν Xi ∼ B(ni, p) (διωνυµική), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ B
(

n∑

i=1

ni, p

)
.

3. Εάν Xi ∼ P(λi) (Poisson), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ P
(

n∑

i=1

λi

)
.
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4. Εάν Xi ∼ N (µi, σ
2
i ) (κανονική), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ N
(

n∑

i=1

µi,

n∑

i=1

σ2
i

)
.

5. Εάν Xi ∼ N (µi, σ
2
i ) (κανονική) και a1, . . . , an, β είναι σταθερές τότε

n∑

i=1

aiXi + β ∼ N
(
µ, σ2

)
,

όπου µ =
∑n

i=1 aiµi + β και σ2 =
∑n

i=1 a
2
iσ

2
i .

6. Εάν Xi ∼ E(θ) (εκθετική), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ G(n, θ) (Γάµµα).

7. Εάν Xi ∼ G(αi, β) (Γάµµα), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ G
(

n∑

i=1

αi, β

)
.

8. Εάν Xi ∼ χ2
ni

(χι–τετράγωνο), τότε

n∑

i=1

Xi ∼ χ2
∑n

i=1 ni
.

9. Εάν X ∼ G(α, β) και c > 0, τότε cX ∼ G(α, cβ).

10. Εάν X ∼ G(n, β), τότε 2
βX ∼ χ2

2n.

11. Εάν X1 ∼ N (0, 1) και X2 ∼ χ2
n, τότε

X1√
X2/n

∼ tn.

12. Εάν X1 ∼ χ2
p, X2 ∼ χ2

q , τότε
X1/p

X2/q
∼ Fp,q.

Πρόταση 1.8.6. ΄Εστω X1, . . . ,Xn, n ≥ 2, ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλη-

τές µε κοινή κανονική κατανοµή N (µ, σ2). Τότε ισχύουν τα εξής.
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1. X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi έχει κανονική κατανοµή N (µ, σ

2

n ).

2. X̄, (X1 − X̄, . . . ,Xn − X̄) είναι ανεξάρτητα.

3. X̄, S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές.

4.

n∑

i=1

(Xi − µ)2

σ2
έχει κατανοµή χ2

n.

5.

n∑

i=1

(Xi − X̄)2

σ2
έχει κατανοµή χ2

n−1.

Σε πολλά ϑέµατα Πιθανοτήτων και Στατιστικής η µέγιστη ή και η ελάχι-

στη µεταξύ τυχαίων µεταβλητών X1,X2, . . . ,Xn παίζουν σηµαντικό ϱόλο.

Η Πρόταση 1.8.7 δίνει την πυκνότητα αυτών των τυχαίων µεταβλητών στην

περίπτωση που οι αρχικές τυχαίες µεταβλητές είναι συνεχείς, ανεξάρτητες

και έχουν κοινή κατανοµή.

Πρόταση 1.8.7. ΄Εστω X1, . . . ,Xn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε

συνεχή κατανοµή, κοινή συνάρτηση κατανοµής F και κοινή πυκνότητα f .

Θέτουµε X(n) = max{X1, . . . ,Xn} και X(1) = min{X1, . . . ,Xn}. Τότε οι

πυκνότητες των X(n) και X(1) δίνονται, αντίστοιχα, από τους τύπους

fX(n)
(x) = n[F (x)]n−1f(x) , και fX(1)

(x) = n[1− F (x)]n−1f(x).

Η ακόλουθη πρόταση δίνει µία χαρακτηριστική ιδιότητα της κατανοµής

Γάµµα.

Πρόταση 1.8.8. (i) Εάν X1 και X2 είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές

µε Γάµµα κατανοµές G(α1, β) και G(α2, β), αντίστοιχα, τότε οι X1+X2 και
X1

X1 +X2
είναι ανεξάρτητες µε κατανοµές Γάµµα G(α1 + α2, β) και Βήτα

Beta(α1, α2), αντίστοιχα.

(ii) Εάν X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε Γάµµα κα-

τανοµές G(αi, β), i = 1, . . . , n, αντίστοιχα τότε οι X1 + . . . + Xn και
X1

X1 + . . . +Xn
είναι ανεξάρτητες µε κατανοµές Γάµµα G(α, β) και Βήτα

Beta(α1, α), αντίστοιχα, όπου α =
∑n

i=1 αi.
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Απόδειξη. Bickel and Doksum (1977, σελ. 13–14).

Πρόταση 1.8.9. (i) Για κ ∈ {1, 2, . . . , n} και θ ∈ (0, 1) ισχύει η σχέση

n∑

x=κ

(
n

x

)
θx(1− θ)n−x =

1

B(κ, n− κ+ 1)

∫ θ

0
tκ−1(1− t)n−κdt. (1.2)

(ii) Αν X και Y είναι τυχαίες µεταβλητές µε διωνυµική B(n, θ) και Βήτα

Beta(κ, n − κ+ 1) κατανοµή, αντίστοιχα, τότε ισχύει

P(X > κ) = P(Y 6 θ). (1.3)

Απόδειξη. (i) Η (1.2) είναι γνωστή σχέση µεταξύ των διωνυµικών πιθανο-

τήτων και της µη πλήρους συνάρτησης Βήτα που ορίζεται από τη σχέ-

ση Iα,β(θ) =
∫ θ
0 tα−1(1 − t)β−1dt, 0 6 θ 6 1. Μπορεί να αποδει-

χθεί µε διαδοχικές παραγοντικές ολοκληρώσεις. (Για θ = 1, Iα,β(1) =∫ 1
0 tα−1(1− t)β−1dt = B(α, β))

(ii) Η (1.2) είναι απλώς ένας άλλος (πιθανοτικός) τρόπος γραφής της (1.2).

Πρόταση 1.8.10. Αν η τυχαία µεταβλητή V έχει κατανοµή Fp,q, τότε η

τυχαία µεταβλητή U =
(p/q)V

1 + (p/q)V
έχει κατανοµή Βήτα Beta(p/2, q/2).

Απόδειξη. Η V , εξ’ ορισµού της Fp,q (Πρόταση 1.8.5 ή Κεφάλαιο 9), έχει

την ίδια κατανοµή µε την
q

p

X

Y
όπου X, Y είναι ανεξάρτητες τυχαίες

µεταβλητές µε κατανοµές χ2
p και χ2

q αντίστοιχα. Εποµένως η U έχει την

ίδια κατανοµή µε την τυχαία µεταβλητή
X/Y

1 +X/Y
=

X

X + Y
. Η X ως χ2

p

είναι G(p/2, 2) και η Y ως χ2
q είναι G(q/2, 2). Εποµένως, το αποτέλεσµα

προκύπτει από την Πρόταση 1.8.8.

1.9 ∆εσµευµένες κατανοµές

Θα περιορισθούµε σε δύο τυχαίες µεταβλητές X1,X2. Η γενίκευση σε

περισσότερες από δύο τυχαίες µεταβλητές είναι άµεση. Κάθε µία από τις
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τυχαίες µεταβλητές έχει κάποια κατανοµή. Είναι δυνατό γνώση της τιµής

της µίας τυχαίας µεταβλητής να επηρεάσει την κατανοµή της άλλης. ΄Ετσι

µε δεδοµένη την τιµή X2 = x2 η κατανοµή της X1 είναι, γενικά, διαφο-

ϱετική από την αρχική κατανοµή της. Αυτή η δεύτερη κατανοµή λέγεται

δεσµευµένη κατανοµή. Εδώ σηµειώνουµε ότι, εάν οι τυχαίες µεταβλητές

X1,X2 είναι ανεξάρτητες, γνώση της τιµής X2 = x2 δεν επηρεάζει την

κατανοµή της X1 και συνεπώς η δεσµευµένη κατανοµή συµπίπτει µε την

αρχική κατανοµή.

Για διακριτές τυχαίες µεταβλητές η δεσµευµένη κατανοµή της X1 δοθέ-

ντος ότι X2 = x2 καθορίζεται από τη δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας

p(x1 | x2) = P(X1 = x1 | X2 = x2)

=
P(X1 = x1,X2 = x2)

P(X2 = x2)

=
p(x1, x2)

pX2(x2)
,

όπου p(x1, x2), pX2(x2) είναι οι συναρτήσεις πιθανότητας τωνX
˜

= (X1,X2)

και X2 αντίστοιχα. Η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας πληροί τις ι-

διότητες µίας συνάρτησης πιθανότητας, δηλαδή:

1. p(x1 | x2) ≥ 0, ∀ x1.

2.
∑

x1
p(x1 | x2) =

∑

x1
p(x1,x2)

pX2
(x2)

=
pX2

(x2)

pX2
(x2)

= 1.

Για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές η δεσµευµένη κατανοµή της X1 δοθέ-

ντος ότι X2 = x2 καθορίζεται από τη δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας

f(x1 | x2) =
f(x1, x2)

fX2(x2)
,

όπου f(x1, x2), fX2(x2) είναι οι συναρτήσεις πυκνότητας τωνX
˜

= (X1,X2)

και X2 αντίστοιχα. Η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας πληροί τις ιδιό-

τητες µίας συνάρτησης πυκνότητας, δηλαδή:

1. f(x1 | x2) ≥ 0, ∀ x1.

2.
∫∞
−∞ f(x1 | x2) dx1 =

∫∞
−∞ f(x1,x2) dx1

fX2
(x2)

=
fX2

(x2)

fX2
(x2)

= 1.



∆εσµευµένες κατανοµές 29

Η µέση τιµή και διασπορά που αντιστοιχούν στη δεσµευµένη κατανοµή

λέγονται δεσµευµένη µέση τιµή και δεσµευµένη διασπορά δοθέντος X2 = x2

και ορίζονται από τις σχέσεις :

µ(x2) = E(X1 | X2 = x2)

=





∑
x1

x1p(x1 | x2), για διακριτό X
˜

= (X1,X2),
∫∞
−∞ x1f(x1 | x2) dx1, για συνεχές X

˜
= (X1,X2).

σ2(x2) = Var(X1 | X2 = x2) = E
[(
X1 − µ(x2)

)2 | X2 = x2
]

= E(X2
1 | X2 = x2)−

(
E(X1 | X2 = x2)

)2
.

Πιο γενικά, η δεσµευµένη µέση τιµή της g(X1) δοθέντος ότι X2 = x2

ορίζεται από τη σχέση

E
(
g(X1) | X2 = x2

)

=





∑
x1

g(x1)p(x1 | x2), για διακριτό X
˜

= (X1,X2),
∫∞
−∞ g(x1)f(x1 | x2) dx1, για συνεχές X

˜
= (X1,X2).

Οι συναρτήσεις µ(x2), σ
2(x2) ορίζουν τις τυχαίες µεταβλητές µ(X2), σ

2(X2)

που συµβολίζονται E(X1 | X2), Var(X1 | X2) και λέγονται δεσµευµένη

µέση τιµή και δεσµευµένη διασπορά της X1 δοθείσης της X2. ΄Οµοια ορί-

Ϲεται η E
(
g(X1) | X2

)
. Τονίζουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές E(X1 | X2),

Var(X1 | X2) και E(g(X1) | X2) είναι συναρτήσεις της X2, µε τιµές, όταν

X2 = x2, E(X1 | X2 = x2), Var(X1 | X2 = x2), E(g(X1) | X2 = x2) ,

αντίστοιχα.

Πρόταση 1.9.1.

1. Αν η X1 είναι συνάρτηση της X2, X1 = h(X2), τότε E(X1 | X2) =

X1.

2. Var(X1 | X2) > 0.
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3. Αν Var(X1 | X2) = 0, τότε η X1 είναι συνάρτηση της X2 και αντί-

στροφα.

Απόδειξη. 1. Για κάθε τιµή x2 της X2 έχουµε E(X1 | X2 = x2) =

E(h(X2) | X2 = x2) = E(h(x2) | X2 = x2) = h(x2), λόγω της Πρό-

τασης 1.4.2(1), επειδή η h(x2) είναι σταθερά. ΄Αρα από τον ορισµό της

E(X1 | X2), προκύπτει ότι E(X1 | X2) = h(X2) = X1.

2. Για κάθε τιµή x2 της X2 έχουµε Var(X1 | X2 = x2) > 0 ως διασπορά.

΄Αρα από τον ορισµό της Var(X1 | X2), προκύπτει ότι Var(X1 | X2) > 0.

3. Η σχέση Var(X1 | X2) = 0 ισοδύναµα σηµαίνει Var(X1 | X2 =

x2) = 0, για κάθε τιµή x2 της X2. Επειδή η διασπορά της X1 δοθέντος

ότι X2 = x2 είναι 0, συµπεραίνουµε ότι η X1 δοθέντος ότι X2 = x2 είναι

σταθερά, εν γένει εξαρτώµενη από το x2, έστω h(x2). Καταλήγουµε λοιπόν

ότι η X1 δοθέντος ότι X2 = x2 είναι ίση προς h(x2). ΄Αρα, η X1 είναι

συνάρτηση της X2, X1 = h(X2). Αντίστροφα, αν X1 = h(X2), τότε για

κάθε τιµή x2 της X2 έχουµε Var(X1|X2 = x2) = Var(h(X2)|X2 = x2) =

Var(h(x2)|X2 = x2) = 0. Εποµένως, Var(X1 | X2) = 0.

Πρόταση 1.9.2.

1. E
[
E(X1 | X2)

]
= EX1 και γενικότερα E

[
E(g(X1) | X2)

]
= Eg(X1).

2. VarX1 = E
(
Var(X1 | X2)

)
+ Var

(
E(X1 | X2)

)
και γενικότερα

Varg(X1) = E
(
Var(g(X1) | X2)

)
+ Var

(
E(g(X1) | X2)

)
.

Απόδειξη. (Για διακριτές τυχαίες µεταβλητές)
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1. ΄Εχουµε

E
[
E(X1 | X2)

]
= E

(
µ(X2)

)
=
∑

x2

µ(x2)pX2(x2)

=
∑

x2

(∑

x1

x1p(x1 | x2)
)
pX2(x2)

=
∑

x1

∑

x2

x1p(x1 | x2)pX2(x2)

=
∑

x1

x1
∑

x2

p(x1, x2)

=
∑

x1

x1pX1(x1) = EX1.

2. ΄Εχουµε

E
(
Var(X1 | X2)

)
+ Var

(
E(X1 | X2)

)

= E
{
E(X2

1 | X2)−
(
E(X1 | X2)

)2}
+ Var

(
E(X1 | X2)

)

= E
(
E(X2

1 | X2)
)
− E

(
µ(X2)

)2
+ Var

(
E(X1 | X2)

)

= E(X2
1 )− E

(
µ(X2)

)2
+ E

(
µ(X2)

)2 −
(
Eµ(X2)

)2

= E(X2
1 )−

{
E
(
E(X1 | X2)

)}2

= E(X2
1 )−

(
EX1

)2
= VarX1.

1.10 Οριακά Θεωρήµατα

΄Εστω (Ω,A ,P) ένας χώρος πιθανότητας και Xn, n = 1, 2, . . ., µία α-

κολουθία τυχαίων µεταβλητών ορισµένων στο Ω. Ειδικά, η ακολουθία

Xn, n = 1, 2, . . ., είναι µία ακολουθία συναρτήσεων και συνεπώς µπο-

ϱούµε να µελετήσουµε την οριακή συµπεριφορά της από την πλευρά της

Ανάλυσης. Για παράδειγµα, αν υπάρχει συνάρτηση X ορισµένη στο Ω,

τέτοια ώστε lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) για κάθε ω ∈ Ω, τότε λέµε ότι η ακο-

λουθία Xn, n = 1, 2, . . ., συγκλίνει κατά σηµείο στην X. Εάν περαιτέρω

lim
n→∞

sup
ω∈Ω

|Xn(ω)−X(ω)| = 0, τότε λέµε ότι η ακολουθία Xn, n = 1, 2, . . .

συγκλίνει οµοιόµορφα στην X.

Πέραν των παραπάνω, στη Θεωρία Πιθανοτήτων και τη Στατιστική, οι

επόµενες τρεις µορφές σύγκλισης διαδραµατίζουν ϑεµελιακό ϱόλο στην
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απόδειξη πληθώρας αποτελεσµάτων. Ειδικές περιπτώσεις αυτών των µορ-

ϕών σύγκλισης είναι ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών, ο Ισχυρός

Νόµος των Μεγάλων Αριθµών και το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, που α-

ποτελούν ακρογωνιαίους λίθους της Ασυµπτωτικής Στατιστικής ή, όπως

διαφορετικά αναφέρεται, της Θεωρίας Μεγάλων ∆ειγµάτων (Large Sample

Theory), δηλαδή της Στατιστικής Ανάλυσης µεγάλου αριθµού δεδοµένων.

Αυτές οι µορφές σύγκλισης ορίζονται ως ακολούθως.

Ορισµός 1.10.1. Η ακολουθία Xn, n = 1, 2, . . . συγκλίνει κατά πιθανό-

τητα στην τυχαία µεταβλητή X, συµβολικά Xn
P−→ X, εάν

lim
n→∞

P(|Xn −X| > ε) = 0 , ∀ ε > 0. (1.4)

Η ερµηνεία της (1.4) είναι ότι η πιθανότητα να αποκλίνει (να διαφέρει)

η Xn από την X περισσότερο από ε, συγκλίνει, καθώς n → ∞, στο µηδέν

όσο «µικρό» και αν είναι το ε. Η περίπτωση που η X είναι σταθερά, έστω c,

και ισχύει Xn
P−→ c, εµφανίζεται συχνά στην Ασυµπτωτική Στατιστική και

ταυτίζεται µε την ιδιότητα της ασθενούς συνέπειας εκτιµητών που ϑα µε-

λετήσουµε στην Ενότητα 7.2. Στη Θεωρία Πιθανοτήτων, η πλέον διάσηµη

περίπτωση σύγκλισης κατά πιθανότητα σε σταθερά είναι ο Ασθενής Νόµος

των Μεγάλων Αριθµών.

Η πρώτη απόδειξη του έγινε από τον J. Bernoulli (1654 – 1705) στην

ειδική περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές Xn, n = 1, 2, . . . είναι α-

νεξάρτητες µε κοινή δίτιµη κατανοµή και τιµές 1 ή 0 (δηλαδή κατανοµή

Bernoulli!!!). Σε αυτή τη µορφή, ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

δικαιολογεί την ύπαρξη του ορίου στον εµπειρικό ορισµό πιθανότητας του

von Mises, ως όριο της σχετικής συχνότητας. Ο Tchebychev (1821 –

1894) τον γενίκευσε για οποιαδήποτε κατανοµή µε πεπερασµένη διασπο-

ϱά, ενώ ο Khintchine (1894 – 1959) τον απέδειξε µε την υπόθεση, µόνον,

πεπερασµένης µέσης τιµής.

Θεώρηµα 1.10.1. (Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών – ΑΝΜΑ –

Khintchine) ΄Εστω Xn, n = 1, 2, . . . µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών

ανεξάρτητων και ισόνοµων (δηλαδή, µε κοινή κατανοµή) µε πεπερασµένη
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µέση τιµή EX1. Τότε ισχύει

X1 + . . .+Xn

n

P−→ EX1.

Απόδειξη. Αν η κοινή διασπορά των Xn, σ2, είναι πεπερασµένη, η απόδει-

ξη ϐασίζεται στην ανισότητα Tchebychev. Θέτουµε X̄n =
X1 + . . .+Xn

n

και παρατηρούµε ότι EX̄n = E

(
X1 + . . . +Xn

n

)
=

1

n

∑n
i=1 EXi =

1

n

∑n
i=1 EX1 = EX1 καιVar(X̄n) =

1

n2
Var(X1+. . .+Xn) =

1

n2

∑n
i=1 VarXi =

1

n2

∑n
i=1 σ

2 =
σ2

n
. Εποµένως, από την ανισότητα Tchebychev (Πρόταση

1.5.1) παίρνουµε

P(|X̄n − EX1| > ε) 6
Var(X̄n)

ε2
=

σ2

nε2
→ 0 , καθώς n → ∞.

Για τη γενική περίπτωση παραπέµπουµε τον αναγνώστη στον Rohatgi

(1976, σελ. 261).

Στη Στατιστική ορολογία ο αριθµητικός µέσος X̄n = 1
n

∑n
i=1Xi ανα-

ϕέρεται ως δειγµατικός µέσος και ο ΑΝΜΑ λέει ότι ο δειγµατικός µέσος

είναι ασθενώς συνεπής εκτιµητής της µέσης τιµής της κοινής κατανοµής

των Xn (Παράδειγµα 7.2.2).

Ορισµός 1.10.2. Η ακολουθία Xn, n = 1, 2, . . . συγκλίνει µε πιθανότητα

1 προς την τυχαία µεταβλητή X, συµβολικά Xn
µ.π.1−−−→ X, εάν

P(
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
) = 1. (1.5)

Η ερµηνεία της (1.5) είναι ότι, µε πιθανότητα 1, η ακολουθία Xn,

n = 1, 2, . . . συγκλίνει κατά σηµείο στην X (µε την παραπάνω έννοια της

Ανάλυσης). Ενώ η σύγκλιση κατά πιθανότητα έχει να κάνει µε τη σύγκλι-

ση της ακολουθίας των πιθανοτήτων an = P(|Xn−X| > ε), η σύγκλιση µε

πιθανότητα 1 αναφέρεται στην πιθανότητα του ενδεχοµένου η ακολουθία

των αριθµών Xn(ω) να συγκλίνει, απαιτώντας αυτό το ενδεχόµενο να έχει

πιθανότητα 1. Η σύγκλιση µε πιθανότητα 1 είναι πιο ισχυρή από (δηλαδή
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συνεπάγεται) την σύγκλιση κατά πιθανότητα (Πρόταση 1.10.4) και για αυ-

τόν το λόγο αναφέρονται συχνά στη ϐιβλιογραφία ως ισχυρή και ασθενής

σύγκλιση, αντίστοιχα. Η περίπτωση που η X είναι σταθερά, έστω c, και

ισχύει Xn
µ.π.1−−−→ c, εµφανίζεται συχνά στην Ασυµπτωτική Στατιστική και

ταυτίζεται µε την ιδιότητα της ισχυρής συνέπειας εκτιµητών που ϑα µε-

λετήσουµε στην Ενότητα 7.2. Στη Θεωρία Πιθανοτήτων η πλέον διάσηµη

περίπτωση σύγκλισης µε πιθανότητα 1 σε σταθερά είναι ο Ισχυρός Νόµος

των Μεγάλων Αριθµών. Η απόδειξη του οφείλεται στον Kolmogorov.

Θεώρηµα 1.10.2. (Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών – ΙΝΜΑ –

Kolmogorov).

΄Εστω Xn, n = 1, 2, . . . µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ανεξάρτητων

και ισόνοµων µε πεπερασµένη µέση τιµή EX1 (ενδεχοµένως +∞ ή −∞).

Τότε ισχύει
X1 + . . .+Xn

n

µ.π.1−−−→ EX1.

Απόδειξη. Rohatgi (1976, σελ. 274), Chow and Teicher (1978, σελ. 122)

.

Στη Στατιστική ορολογία ο ΙΝΜΑ λέει ότι ο δειγµατικός µέσος είναι

ισχυρά συνεπής εκτιµητής της µέσης τιµής της κοινής κατανοµής των Xn.

Οι παραπάνω συγκλίσεις αφορούν τις τιµές της ακολουθίας των τυχαίων

µεταβλητών, Xn, n = 1, 2, . . .. Η επόµενη σύγκλιση (ασθενέστερη, αλλά

πολύ χρήσιµη στις εφαρµογές) έχει να κάνει µε προσέγγιση πιθανοτήτων

των Xn.

Ορισµός 1.10.3. ΄Εστω Fn, n = 1, 2, . . . η συνάρτηση κατανοµής της

τυχαίας µεταβλητής Xn, n = 1, 2, . . . αντίστοιχα και F η συνάρτηση κατα-

νοµής της τυχαίας µεταβλητής X. Η ακολουθία Xn, n = 1, 2, . . . συγκλίνει

κατά κατανοµή στην τυχαία µεταβλητή X, συµβολικά Xn
L−→ X, εάν

lim
n→∞

Fn(x) = F (x). (1.6)

για κάθε σηµείο x ∈ ℜ που είναι σηµείο συνέχειας της F .
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Η ερµηνεία της (1.6) είναι ότι η πιθανότητα P(Xn 6 x) = Fn(x) συ-

γκλίνει, καθώς, n → ∞, προς την πιθανότητα P(X 6 x) = F (x) . Συνε-

πώς για «µεγάλο» n ισχύει η προσέγγιση P(Xn 6 x) ≈ P(X 6 x) και ως

εκ τούτου πιθανότητες που αφορούν την Xn µπορούν να προσεγγιστούν

από αντίστοιχες πιθανότητες της X, π.χ. P(α < Xn 6 β) = P(Xn 6

β) − P(Xn 6 α) ≈ P(X 6 β) − P(X 6 α) = P(α < X 6 β). Η πλέον

διάσηµη περίπτωση σύγκλισης κατά κατανοµή είναι το Κεντρικό Οριακό

Θεώρηµα, η κορωνίδα των οριακών ϑεωρηµάτων της Θεωρίας Πιθανοτή-

των. Η εξέλιξη του µέχρι να λάβει την πρώτη γενική µορφή του πέρασε

από διάφορα στάδια (De Moivre 1733 για τυχαίες µεταβλητές Bernoulli,

B(1, p) µε p = 1/2, Laplace 1812 για κάθε 0 < p < 1, Tchebychev, Mar-

kov, Liapounov 1900, Lindeberg 1922, Feller 1935). Στην κλασική του

µορφή διατυπώνεται ως ακολούθως.

Θεώρηµα 1.10.3. (Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα – ΚΟΘ – Tchebychev

– Markov – Liapounov).

΄Εστω Xn, n = 1, 2, . . . µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων

µεταβλητών µε EX1 = µ και VarX1 = σ2 < ∞. Θεωρούµε την ακολουθία

(των τυποποιηµένων δειγµατικών µέσων) Zn =

√
n(X̄ − µ)

σ
, όπου X̄n =

1
n

∑n
i=1 Xi, n = 1, 2, . . .. Τότε ισχύει

Zn
L−→ Z,

ή ισοδύναµα ∑n
i=1Xi − nµ√

nσ

L−→ Z,

όπου Z είναι µία τυχαία µεταβλητή µε τυπική κανονική κατανοµή N (0, 1),

δηλαδή

lim
n→∞

P

(√
n(X̄ − µ)

σ
6 x

)
= Φ(x) , ∀ x ∈ ℜ. (1.7)

ή ισοδύναµα

lim
n→∞

P

(∑n
i=1Xi − nµ√

nσ
6 x

)
= Φ(x) , ∀ x ∈ ℜ. (1.8)
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(Φ είναι η συνάρτηση κατανοµής της N (0, 1)). Περαιτέρω, η σύγκλιση στις

(1.7) και (1.8) είναι οµοιόµορφη ως προς x ∈ ℜ.

Απόδειξη. Casella and Berger (2002, σελ. 236) για την περίπτωση που η

ϱοπογεννήτρια είναι πεπερασµένη σε περιοχή του 0. Chow and Teicher

(1978, σελ. 291), Rohatgi (1976, σελ. 282) για τη γενική περίπτωση.

Η ερµηνεία του ΚΟΘ είναι ότι η τυχαία µεταβλητή

√
n(X̄ − µ)

σ
έχει,

για «µεγάλο» n, κατά προσέγγιση κατανοµή N (0, 1),

√
n(X̄ − µ)

σ

L≈ N (0, 1),

ή ισοδύναµα ότι

X̄n
L≈ N (µ, σ2/n), (1.9)

δηλαδή ο δειγµατικός µέσος, X̄n, ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µε-

ταβλητών συµπεριφέρεται, κατά προσέγγιση, όπως µία κανονική τυχαία

µεταβλητή N (µ, σ2/n) ή ισοδύναµα ότι

n∑

i=1

Xi
L≈ N (nµ, nσ2), (1.10)

δηλαδή ότι το άθροισµα
∑n

i=1 Xi ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µε-

ταβλητών συµπεριφέρεται, κατά προσέγγιση, όπως µία κανονική τυχαία

µεταβλητή N (nµ, nσ2). Για παράδειγµα ισχύει η προσέγγιση

P(α 6

n∑

i=1

Xi 6 β) ≈ Φ

(
β − nµ√

nσ

)
− Φ

(
α− nµ√

nσ

)
.

Η ισχύς του ΚΟΘ είναι όντως εκπληκτική, αν λάβουµε υπ΄ όψη ότι καλύ-

πτει τυχαίες µεταβλητές µε αυθαίρετη κατανοµή. Σηµειώνουµε επίσης ότι

το ΚΟΘ παρέχει την ταχύτητα σύγκλισης στον ΑΝΜΑ, X̄n
P−→ µ, που είναι

της τάξης 1/
√
n. Ακόµη, στην περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές Xn,

n = 1, 2, . . . έχουν κανονική κατανοµή N (µ, σ2), τότε οι (1.7), (1.9) και

(1.10) είναι ακριβείς, ως γραµµικοί συνδυασµοί ανεξάρτητων κανονικών

κατανοµών (Πρόταση 1.8.6(4)).
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Η σχέση µεταξύ των τριών συγκλίσεων δίνεται στην επόµενη πρόταση.

Η πιο ισχυρή είναι η σύγκλιση µε πιθανότητα 1 (που ουσιαστικά, όπως

αναφέρθηκε, συµπίπτει µε την κατά σηµείο σύγκλιση της Ανάλυσης).

Πρόταση 1.10.4.

(i) Ισχύουν οι σχέσεις

Xn
µ.π.1−−−→ X ⇒ Xn

P−→ X ⇒ Xn
L−→ X.

(ii) Αν c είναι σταθερά και Xn
µ.π.1−−−→ c, τότε Xn

P−→ c.

(iii) Ο ΙΝΜΑ συνεπάγεται τον ΑΝΜΑ.

(iv) Αν c είναι σταθερά και Xn
L−→ c, τότε Xn

P−→ c.

Απόδειξη. (i) Rohatgi (1976, σελ. 246, 250).

(ii), (iii) προκύπτουν αµέσως από το (i).

(iv) Rohatgi (1976, σελ. 246).

Μερικές ιδιότητες των τριών συγκλίσεων συνοψίζονται στην επόµενη

πρόταση.

Πρόταση 1.10.5.

(i) Αν Xn
P−→ X και g είναι συνεχής συνάρτηση, τότε g(Xn)

P−→ g(X).

(ii) Αν Xn
µ.π.1−−−→ X και g είναι συνεχής συνάρτηση, τότε g(Xn)

µ.π.1−−−→ g(X).

(iii) Αν Xn
P−→ X και Yn

P−→ Y , τότε Xn + Yn
P−→ X + Y , XnYn

P−→ XY ,

Xn/Yn
P−→ X/Y (υπό τη συνθήκη P(Y = 0) = 0).

(iv) Αν Xn
µ.π.1−−−→ X και Yn

µ.π.1−−−→ Y , τότε Xn+Yn
µ.π.1−−−→ X+Y , XnYn

µ.π.1−−−→
XY , Xn/Yn

µ.π.1−−−→ X/Y (υπό τη συνθήκη P(Y = 0) = 0).

Απόδειξη. Rohatgi (1976, σελ. 244–245), Chow and Teicher (1978, σελ.

68, 73).

Το επόµενο σηµαντικό αποτέλεσµα χρησιµοποιείται συχνά στην Στατι-

στική για την εύρεση ασυµπτωτικών κατανοµών.

Θεώρηµα 1.10.6. (Slutsky)

(i) Αν Xn − Yn
P−→ 0 και Yn

L−→ X, τότε Xn
L−→ X.
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(ii) Αν Xn
L−→ X, Yn

P−→ a, Zn
P−→ b, τότε YnXn + Zn

L−→ aX + b.

(iii) Αν Xn
L−→ X, an → a, bn → b, όπου an, bn, n = 1, 2, . . . είναι

ακολουθίες πραγµατικών αριθµών, τότε anXn + bn
L−→ aX + b.

(iv) Αν Xn
L−→ X, Zn

P−→ 0, τότε Xn + Zn
L−→ X.

(v) Αν Xn
L−→ X και Yn

P−→ 0, τότε XnYn
P−→ 0.

Απόδειξη. (i) Chow and Teicher (1978, σελ. 249).

(ii) Chow and Teicher (1978, σελ. 249).

(iii) Θέτουµε Yn = an και Zn = bn. Τότε Yn
P−→ a, Zn

P−→ b και εφαρµόζου-

µε το (ii).

(iv) Προκύπτει αµέσως από τα (ii) και (iii).

(v) Προκύπτει αµέσως από το (ii) και την Πρόταση 1.10.4(iv).

Μία ακολουθία Xn, n = 1, 2, . . . είναι ϕραγµένη κατά πιθανότητα,

συµβολικά γράφουµε Xn = OP(1), αν για κάθε ε > 0 υπάρχουν Mε και

nε τέτοια, ώστε P(|Xn| < Mε) για n > nε.

Από τον ορισµό και τους αντίστοιχους της σύγκλισης κατά πιθανότητα

και της σύγκλισης κατά κατανοµή προκύπτουν εύκολα τα εξής αποτε-

λέσµατα. Ειδικά, το τελευταίο εξ αυτών παραπέµπει στη γνωστή ιδιότητα

ακολουθιών πραγµατικών αριθµών ότι «το γινόµενο µηδενικής ακολουθίας

µε ϕραγµένη ακολουθία είναι µηδενική ακολουθία».

Πρόταση 1.10.7.

(i) Yn
L−→ Y ⇒ Yn = OP(1).

(ii) Yn
P−→ c, όπου c σταθερά ⇒ Yn = OP(1).

(iii) |Zn| 6 Yn και Yn = OP(1) ⇒ Zn = OP(1).

(iv) Xn
P−→ 0 και Zn = OP(1) ⇒ ZnXn

P−→ 0.
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Κεφάλαιο 2

Γενικά περί Στατιστικής

Συµπερασµατολογίας

Σε πάρα πολλούς τοµείς της ανθρώπινης δραστηριότητας δεδοµένα συλ-

λέγονται και αναλύονται µε σκοπό την απόκτηση γνώσης, την εξαγωγή

συµπερασµάτων και σε πολλές περιπτώσεις τη λήψη αποφάσεων. Ενδει-

κτικά παραδείγµατα αποτελούν :

• Η πρόβλεψη εκλογικών αποτελεσµάτων.

• Ο έλεγχος ποιότητας ενός προϊόντος, πριν διατεθεί µαζικά στην α-

γορά.

• Η σύγκριση δύο ανταγωνιστικών «προϊόντων», όπως ϑεραπευτικών

αγωγών, ϕαρµάκων, µεθόδων διδασκαλίας.

• Η αναζήτηση ποιοτικής ή ποσοτικής σχέσης (µαθηµατικού µοντέ-

λου) µεταξύ καθορισµένων επιβαρυντικών παραγόντων και συγκε-

κριµένης ασθένειας.

Σε αδρές γραµµές, Στατιστική είναι η επιστήµη που ασχολείται µε τη

συλλογή δεδοµένων, την ανάλυση τους και την ερµηνεία τους. Στα αρχι-

κά στάδια της ανάπτυξης της η Στατιστική περιοριζόταν στην απλή κα-

ταγραφή στοιχείων και τη συνοπτική παρουσίαση τους µέσω πινάκων,

σχεδιαγραµµάτων και υπολογισµών απλών δεικτών (µέσοι όροι, ποσοστά

κ.λ.π.). Αρχικά λοιπόν η Στατιστική είχε εµπειρικό (περιγραφικό) χαρα-

κτήρα (Περιγραφική Στατιστική). Από τις αρχές του 20ου αιώνα όµως, µε

41
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την ανάπτυξη και τη µαθηµατική ϑεµελίωση της Θεωρίας Πιθανοτήτων, η

Στατιστική – εκτός από την αρχική περιγραφική της µορφή (που εξακο-

λουθεί να διατηρεί) – άρχισε παράλληλα να προσλαµβάνει αυστηρή και

µαθηµατική µορφή (Μαθηµατική Στατιστική) και να αναδεικνύεται ως έ-

νας νέος αυτοδύναµος κλάδος των Θετικών Επιστηµών. Κατά τα τελευταία

είκοσι χρόνια περίπου, σε συνδυασµό µε τη διαθέσιµη και ολοένα αυ-

ξανόµενη ισχύ των υπολογιστών, έχει παρατηρηθεί µεγάλη ανάπτυξη της

Στατιστικής προς την κατεύθυνση της ϑεωρίας και µεθοδολογίας ανάλυσης

µεγάλου έως τεράστιου µεγέθους δεδοµένων (Big Data Statistics).

Σήµερα η Στατιστική (Περιγραφική ή Μαθηµατική) έχει εφαρµογές στις

οικονοµικές επιστήµες (Economic and Business Statistics), στις ϕυσικές

επιστήµες (Physical and Engineering Sciences Statistics), στις κοινωνικές

επιστήµες (Social Statistics), στις επιστήµες υγείας (Medical Statistics,

Biostatistics, Statistical Genetics), στη Βιοµηχανία (Industrial Statisti-

cs), στην Ψυχολογία (Psychometrics), στη Λογοτεχνία (Stylometry, the

statistical analysis of literary style), και αλλού.

Στη Μαθηµατική Στατιστική τα προς ανάλυση δεδοµένα ϑεωρούνται τι-

µές τυχαίων µεταβλητών, έχουν δηλαδή προκύψει από ένα πείραµα τύχης

(random experiment, Ενότητα 1.1) σύµφωνα µε κάποια κατανοµή πιθα-

νότητας. Ανάλογα µε το υπό µελέτη ϕυσικό πρόβληµα, αυτή η κατανοµή

πιθανότητας είναι εντελώς ή εν µέρει άγνωστη. (στο Παράδειγµα 2.1 παρα-

κάτω η κατανοµή είναι εν µέρει άγνωστη.) Ο πυρήνας της Μαθηµατικής

Στατιστικής είναι η Στατιστική Συµπερασµατολογία, που έχει ως αντικεί-

µενο την εξαγωγή συµπερασµάτων από τα δεδοµένα, για µία παράµετρο

(κάποιο χαρακτηριστικό) της προαναφερθείσης κατανοµής πιθανότητας.

Αυτή η παράµετρος έχει άγνωστη τιµή, γι΄ αυτό ϑα αναφέρεται στη συ-

νέχεια ως άγνωστη παράµετρος και συνήθως, στην πράξη, έχει ϕυσική

ερµηνεία, δηλαδή µπορεί να είναι π.χ. η µέση τιµή, η διασπορά, ένα πο-

σοστό της κατανοµής ή ακόµη και η ίδια η συνάρτηση κατανοµής. Στην

τελευταία περίπτωση, τα συµπεράσµατα αφορούν την ίδια την άγνωστη

κατανοµή πιθανότητας. Τέλος τα συµπεράσµατα αυτά µπορούν εν συνε-

χεία να χρησιµοποιηθούν για τη λήψη αποφάσεων στο υπό µελέτη ϕυσικό
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πρόβληµα.

Η Στατιστική Συµπερασµατολογία (Σ.Σ.) περιλαµβάνει κυρίως τρεις

κλάδους.

1. Εκτιµητική ή Σηµειοεκτιµητική (εκτίµηση µε µία τιµή, ένα σηµείο).

Είναι ο κλάδος της Σ.Σ. που ασχολείται µε µεθόδους εκτίµησης της

άγνωστης παραµέτρου. Η εκτίµηση γίνεται µε τον προσδιορισµό

µιας κατάλληλης συνάρτησης, του εκτιµητή, οι τιµές του οποίου α-

ναµένουµε να είναι «κοντά» στην τιµή της άγνωστης παραµέτρου.

2. ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης. Είναι ο κλάδος της Σ.Σ. που ασχολείται

µε τον προσδιορισµό διαστήµατος (περιοχής γενικότερα) που περιέ-

χει µε «µεγάλη» πιθανότητα την άγνωστη παράµετρο. Αντί λοιπόν

µιας τιµής που παρέχει ένας εκτιµητής, δίνεται ένα διάστηµα τιµών

για την άγνωστη παράµετρο. Σε πολλές περιπτώσεις, ένα διάστηµα

εµπιστοσύνης παρέχει, επί πλέον, πληροφορίες για το σφάλµα της

εκτίµησης της άγνωστης παραµέτρου από ένα συγκεκριµένο εκτι-

µητή.

3. ΄Ελεγχος Στατιστικών Υποθέσεων. Είναι ο κλάδος της Σ.Σ. που α-

σχολείται µε τον έλεγχο ισχυρισµών (υποθέσεων) για την τιµή της

άγνωστης παραµέτρου, η οποία, όπως ήδη αναφέρθηκε, µπορεί να

είναι ακόµη και η συνάρτηση κατανοµής. Σε αυτήν την περίπτω-

ση, ο ισχυρισµός µπορεί να είναι ότι τα δεδοµένα έχουν προκύψει

από («υπακούουν» σε) µια κατανοµή πιθανότητας, συγκεκριµένης

παραµετρικής µορφής.

Για να εξηγήσουµε καλύτερα τα παραπάνω, ας εξετάσουµε ένα παρά-

δειγµα.

Παράδειγµα 2.1. ΄Εστω ότι µια ϐιοµηχανία, προκειµένου να αποφασί-

σει, εάν ϑα ϑέσει σε µαζική παραγωγή ένα νέο τύπο ηλεκτρικών λαµπτή-

ϱων, ενδιαφέρεται να µελετήσει προκαταβολικά τον µέσο χρόνο Ϲωής τους,

θ. Καθώς το νέο αυτό προϊόν δεν έχει ακόµα παραχθεί και δοκιµαστεί,

ο µέσος χρόνος Ϲωής θ είναι άγνωστος. Από προηγούµενη εµπειρία η
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Βιοµηχανία ϑεωρεί ότι ο χρόνος Ϲωής X ενός τέτοιου λαµπτήρα µπορεί

να περιγραφεί ικανοποιητικά από µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί

την εκθετική κατανοµή. (Μία συζήτηση για την υιοθέτηση της εκθετι-

κής κατανοµής γίνεται στο τέλος του κεφαλαίου.) Επειδή από τον ορισµό

του θ έχουµε EX = θ, η πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής X είναι

f(x; θ) = (1/θ)e−x/θ, x > 0, θ > 0. Το θ είναι στην προκειµένη περίπτω-

ση η άγνωστη παράµετρος. Συµπεράσµατα για το θ µπορούν να εξαχθούν,

εκτελώντας ένα απλό πείραµα τύχης : δείγµα n λαµπτήρων τίθεται σε λει-

τουργία και για καθέναν καταγράφεται (παρατηρείται) ο χρόνος Ϲωής του,

έστω, xi, i = 1, 2, . . . , n. Οι αριθµητικές τιµές x1, x2, . . . , xn αποτελούν

τα προς ανάλυση δεδοµένα. ΄Εστω ακόµη Xi, i = 1, 2, . . . , n, η τυχαία

µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο Ϲωής του i-οστού λαµπτήρα, πριν την

εκτέλεση του πειράµατος. Τα x1, x2, . . . , xn είναι λοιπόν, αντίστοιχα, οι

παρατηρηθείσες τιµές των τυχαίων µεταβλητών X1,X2, . . . ,Xn, η κατανο-

µή των οποίων, δηλαδή η παραπάνω εκθετική κατανοµή, είναι εν µέρει

άγνωστη, γιατί έχει µεν δεδοµένο µαθηµατικό τύπο, εξαρτάται όµως από

την άγνωστη παράµετρο θ.

Ας δούµε τώρα τι µπορεί να σηµαίνει καθένας από τους τρεις αυτούς κλά-

δους στο συγκεκριµένο παράδειγµα.

1. Λόγω της ϕυσικής ερµηνείας του θ ως µέσου χρόνου Ϲωής όλων των

λαµπτήρων, η συνάρτηση T (X1, . . . ,Xn) = (X1 + · · · + Xn)/n,

δηλαδή ο µέσος χρόνος Ϲωής των λαµπτήρων του δείγµατος, εί-

ναι λογικό να ληφθεί ως εκτιµητής του θ. Η τιµή του εκτιµητή,

T (x1, . . . , xn) = (x1 + · · · + xn)/n, για τις παρατηρηθείσες τιµές

x1, . . . , xn των X1, . . . ,Xn, ανακοινώνεται ως εκτίµηση (της τιµής)

του θ. Αυστηρά, η χρησιµοποίηση του T (X
˜
) µπορεί να δικαιολο-

γηθεί ως εξής. Επειδή από τον Ισχυρό Νόµο των Μεγάλων Αριθµών,

Θεώρηµα 1.10.2,

X1 + · · ·+Xn

n

µ.π.1−−−→ EθX1 = θ, καθώς n → ∞,

αναµένουµε η εκτίµηση (x1 + · · · + xn)/n να είναι «κοντά» στην

άγνωστη τιµή του θ, τουλάχιστον για «µεγάλο» n.
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2. ΄Ενα διάστηµα εµπιστοσύνης για το θ είναι το διάστηµα της µορφής

(T − c1, T + c2), όπου c1, c2 ϑετικές, γνωστές, σταθερές και T ο

παραπάνω εκτιµητής. Σηµειώνουµε ότι το διάστηµα ορίστηκε µε το

σκεπτικό να περιέχει τον εκτιµητή. Εάν π.χ. (x1+· · ·+xn)/n = 720

ώρες και c1 = c2 = 40, τότε η εκτίµηση του θ είναι 720 ώρες µε διά-

στηµα εµπιστοσύνης (όρια κύµανσης του θ) (680, 760). Οι σταθερές

c1 και c2 εδώ ελήφθησαν αυθαίρετα, για χάρη απλότητας, γενικά

όµως, ο προσδιορισµός τους αποτελεί µέρος της κατασκευής του

διαστήµατος εµπιστοσύνης. Εναλλακτικά το διάστηµα αυτό µπορεί

να δοθεί στη µορφή 720±40, δηλώνοντας έτσι ότι το (µέγιστο) σφάλ-

µα της εκτίµησης είναι (κατ΄ εκτίµηση) 40 ώρες. ΄Ενα άλλο διάστηµα

εµπιστοσύνης για το θ είναι το διάστηµα της µορφής (c3T, c4T ), ό-

που 0 < c3 < 1 < c4 είναι γνωστές (προσδιορίσιµες) σταθερές. Η

συνθήκη, την οποία ικανοποιούν οι σταθερές, εξασφαλίζει ξανά τη

λογική απαίτηση, ώστε το διάστηµα να περιέχει τον εκτιµητή Τ.

3. Η Βιοµηχανία ισχυρίζεται ότι ο µέσος χρόνος Ϲωής των λαµπτήρων

είναι τουλάχιστον θ0, δηλαδή θ ≥ θ0, όπου θ0 είναι κάποια γνω-

στή σταθερά. Ο έλεγχος αυτού του ισχυρισµού µπορεί να γίνει

χρησιµοποιώντας την εκτίµηση του θ, T (x1, . . . , xn) = (x1 + · · · +
xn)/n. Ο ισχυρισµός µπορεί να απορριφθεί, εάν π.χ. η εκτίµηση

T (x1, . . . , xn) είναι «αρκετά» µικρότερη του θ0.

Σηµειώνουµε ότι, αν, αντί για εκθετική, η κατανοµή του χρόνου Ϲωής

των λαµπτήρων ϑεωρηθεί εντελώς άγνωστη, η συνάρτηση T (X1, . . . ,Xn) =

(X1 + · · ·+Xn)/n µπορεί πάλι να ϑεωρηθεί ως εκτιµητής του θ, λόγω της

ϕυσικής ερµηνείας του θ και του ΙΝΜΑ. ΄Οµως τότε απολαµβάνει µόνον ό-

σες ιδιότητες δεν συνδέονται µε την εκθετική κατανοµή, π.χ. την ιδιότητα

της αµεροληψίας (Πρόταση 4.2.3) και την ιδιότητα της συνέπειας (Ενό-

τητα 7.2). Υιοθετώντας την εκθετική κατανοµή ο T (X
˜
) είναι, επί πλέον,

αποδοτικός εκτιµητής (Παράδειγµα 5.2.8).

Από το Παράδειγµα 2.1 γίνεται ϕανερό ότι η Σ.Σ. έχει επαγωγικό χα-

ϱακτήρα (Επαγωγική Στατιστική), αφού χρησιµοποιεί το δείγµα, δηλαδή
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Πληθυσµός

Θεωρία Πιθανοτήτων

Στατιστική

∆είγµα

Σχήµα 2.1: Στατιστική και Θεωρία Πιθανοτήτων

ένα µέρος του υπό µελέτη «πληθυσµού», για να εξάγει συµπεράσµατα για

(ολόκληρο) τον «πληθυσµό». Στο Παράδειγµα 2.1, ο «πληθυσµός» είναι

το σύνολο των υπό παραγωγή λαµπτήρων. Συµπεράσµατα για το άγνω-

στο πιθανοθεωρητικό µοντέλο (πυκνότητα) του «πληθυσµού», f(x; θ) =

(1/θ)e−x/θ, x > 0, µπορούν να εξαχθούν εκτιµώντας το µε το µοντέλο

f(x; θ̂) = (1/θ̂)e−x/θ̂, x > 0, όπου θ̂ = T (x1, . . . , xn) = (x1+ · · ·+xn)/n.

Αντίθετα, στη Θεωρία Πιθανοτήτων το πιθανοθεωρητικό µοντέλο του πλη-

ϑυσµού ϑεωρείται πλήρως γνωστό ή δεδοµένο και εποµένως συµπερά-

σµατα µποϱούν να εξαχθούν (από τον πληθυσµό) για οποιοδήποτε µέρος

(δείγµα) αυτού. Αν, για παράδειγµα, γνωρίζαµε ότι θ = 700(ώρες), το

πιθανοθεωρητικό µοντέλο (η πυκνότητα) του χρόνου Ϲωής των λαµπτήρων

ϑα ήταν f(x; 700) = 1
700e

−x/700, x > 0, οπότε, π.χ., η πιθανότητα ένας

λαµπτήρας να έχει διάρκεια Ϲωής µεγαλύτερη από 1000 ώρες ϑα υπολο-

γιζόταν ως P(X > 1000) =
∫∞
1000

1
700e

−x/700dx = e−10/7 ≃ 0.24. ΄Ετσι, η

Θεωρία Πιθανοτήτων έχει απαγωγικό χαρακτήρα (ϐλ. Σχήµα 2.1).

Στο Παράδειγµα 2.1, η συναρτησιακή µορφή του πιθανοθεωρητικού

µοντέλου (της πυκνότητας), f(x; θ) είναι δεδοµένη, και άγνωστη είναι µό-

νον η τιµή της παραµέτρου θ. Σε αυτές τις περιπτώσεις η Στατιστική

Συµπερασµατολογία αναφέρεται ως Παραµετρική Στατιστική Συµπερασµα-

τολογία. Εύλογα όµως µπορεί να τεθεί το ερώτηµα: πάνω σε ποια ϐάση,

υποθέτουµε ότι η πυκνότητα ενός πληθυσµού έχει συγκεκριµένη παραµε-

τρική µορφή ; Ας µη λησµονούµε ότι πολλά παραµετρικά µοντέλα κατανο-

µών πιθανότητας είναι προϊόντα ϐασικής έρευνας µε κίνητρο την ερµηνεία

και την πρόβλεψη της συµπεριφοράς αντίστοιχων τυχαίων ϕαινοµένων. Η

αναζήτηση τέτοιων µοντέλων είναι σε ένα µεγάλο ϐαθµό το αντικείµενο

της Στοχαστικής Μοντελοποίησης, ως κλάδου της Θεωρίας Πιθανοτήτων.
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Για παράδειγµα, δεδοµένα ορισµένων τροχαίων ατυχηµάτων ή εκποµπών

ϱαδιενεργών σωµατιδίων από ϱαδιενεργό υλικό (είναι γνωστό ότι) µπορούν

να µοντελοποιηθούν µέσω της κατανοµής Poisson P(θ), θ > 0. Επίσης,

δεδοµένα που αφορούν διάρκεια Ϲωής, π.χ. ηλεκτρονικών εξαρτηµάτων,

περιγράφονται σε ορισµένες περιπτώσεις ικανοποιητικά από την εκθετική

E(θ), θ > 0 ή την Γάµµα G(α, β), θ = (α, β) ή την Weibull κατανοµή,

W (α, β) , θ = (α, β). ∆εδοµένα, όπως ύψους ή ϐάρους πληθυσµού,

που προκύπτουν ως αθροιστικό (συσσωρευτικό) αποτέλεσµα πολλών πα-

ϱαγόντων, γενετικών, περιβαλλοντικών κλπ, µπορούν να προσεγγιστούν

από την κανονική κατανοµή N (µ, σ2) , θ = (µ, σ2), λόγω του Κεντρι-

κού Οριακού Θεωρήµατος. Περαιτέρω, σε δηµοσκόπηση πρόθεσης ψή-

ϕου, χρησιµοποιώντας ένα µεγάλο και αντιπροσωπευτικό (τυχαίο) δείγµα

n ψηφοφόρων, δεν ϑα υπήρχε, µάλλον, καµία αντίρρηση ο αριθµός X

των ψήφων συγκεκριµένου κόµµατος σε επικείµενες ϐουλευτικές εκλογές

να προσεγγιστεί από τη διωνυµική κατανοµή, B(n, θ), όπου θ είναι το πο-

σοστό των ψήφων του κόµµατος στο σύνολο του εκλογικού σώµατος. Σε

τελική ανάλυση, η υπόθεση πυκνότητας δοθείσης παραµετρικής µορφής

µπορεί να ελεγχθεί µε µεθοδολογίες του Ελέγχου Στατιστικών Υποθέσεων.

Υπάρχουν (επίσης) περιπτώσεις κατά τις οποίες, µε ϐάση προηγούµενη ή

άλλη γνώση, µπορεί να τεκµηριωθεί η υιοθέτηση ενός γνωστού πιθανοθε-

ωρητικού µοντέλου που περιέχει όµως κάποια άγνωστη παράµετρο.

Εάν όµως η συναρτησιακή µορφή του πιθανοθεωρητικού µοντέλου του

πληθυσµού είναι εντελώς άγνωστη, τότε η Στατιστική Συµπερασµατολογία

αναφέρεται ως Απαραµετρική ή Μη Παραµετρική Στατιστική Συµπερασµατο-

λογία. Ενδεικτικά, οι Προτάσεις 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5 και 4.2.6, καθώς και

η Ενότητα 4.3 αφορούν σε αυτόν τον κλάδο της Στατιστικής Συµπερασµα-

τολογίας. Το ηλεκτρονικό αυτό ϐοήθηµα πραγµατεύεται κυρίως ϑέµατα

Παραµετρικής Στατιστικής Συµπερασµατολογίας.

Τα ϑέµατα αυτά είναι το αντικείµενο µελέτης πολλών ελληνικών και ξένων

συγγραµµάτων. Στη ϐιβλιογραφία που ακολουθεί παρατίθενται ορισµένα

από αυτά στα οποία ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει.
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Κεφάλαιο 3

Γενικά περί Εκτιµητικής

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε το πρόβληµα της Εκτιµητικής εισάγο-

ντας συγχρόνως τη σχετική ορολογία. Επιπλέον, σκιαγραφούµε ορισµένα

σηµαντικά κριτήρια σύγκρισης και αξιολόγησης εκτιµητών και µελετάµε

εν συντοµία µερικές απλές µεθόδους εκτίµησης.

3.1 Περιγραφή του προβλήµατος

΄Εχοντας ως οδηγό το Παράδειγµα 2.1, µπορούµε να περιγράψουµε ένα

πρόβληµα Εκτιµητικής ως εξής.

1. Σε έναν πληθυσµό (σύνολο µονάδων), υπάρχει κάποιο χαρακτηρι-

στικό, θ, µε µοναδική, αλλά άγνωστη τιµή, η οποία ανήκει σε ένα

γνωστό σύνολο Θ. Το θ λέγεται άγνωστη παράµετρος και το Θ πα-

ϱαµετρικός χώρος . Μας ενδιαφέρει να εκτιµήσουµε την άγνωστη

τιµή του θ ή γενικότερα την (άγνωστη) τιµή g(θ), όπου g : Θ → Rm

είναι δεδοµένη συνάρτηση. (στο Παράδειγµα 2.1 Θ = {θ : θ > 0}
και g(θ) = θ.) Για το Θ υποθέτουµε ότι αυτό έχει τουλάχιστον δύο

στοιχεία, διαφορετικά το θ είναι γνωστό, ενώ για την g, υποθέτουµε

ότι δεν είναι η σταθερή συνάρτηση, διαφορετικά, αν π.χ. g(θ) = 5,

∀θ ∈ Θ, δεν υπάρχει άγνωστη τιµή g(θ) προς εκτίµηση. Επίσης,

για την g συµβατικά ϑα ϑεωρούµε ότι είναι πραγµατική συνάρτηση

(m = 1). Στις περιπτώσεις όµως που δεν είναι (m > 2), ϑα ϕαίνεται

αυτό από τον ορισµό της.

51
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2. ΄Εχουµε στη διάθεση µας δεδοµένα x
˜

= (x1, . . . , xn) τα οποία είναι

παρατηρηθείσες τιµές τυχαίων µεταβλητών (ή τυχαίων διανυσµάτων)

X1, . . . ,Xn µε από κοινού πυκνότητα στο σηµείο x
˜

= (x1, . . . , xn)

f(x
˜
; θ) που εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ. Από µαθη-

µατικής σκοπιάς, λοιπόν, η αλληλοεξάρτηση δεδοµένων και άγνω-

στης παραµέτρου δηλώνεται µέσω της πυκνότητας f(x
˜
; θ) που είναι

συνάρτηση του θ (πέραν του x
˜

). Καταχρηστικά, και οι τυχαίες µε-

ταβλητές X1, . . . ,Xn και το τυχαίο διάνυσµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn)

αναφέρονται ως δεδοµένα ή παρατηρήσεις ή δείγµα. Εάν οι παρατη-

ϱήσεις X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε την ίδια

κατανοµή πιθανότητας, τότε λέµε ότι αποτελούν ένα τυχαίο δείγ-

µα από αυτήν την κατανοµή. Ο αριθµός των δεδοµένων, n, λέγε-

ται µέγεθος του δείγµατος. (Στο Παράδειγµα 2.1, η πυκνότητα του

X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι f(x
˜
; θ) =

∏n
i=1(1/θ)e

−xi/θ = 1
θn e

−∑

xi/θ,

xi > 0, i = 1, . . . , n.)

3. Η εκτίµηση της τιµής g(θ) ϐασίζεται σε συναρτήσεις των δεδοµένων

X
˜

. Κάθε συνάρτηση του X
˜

= (X1, . . . ,Xn), που δεν εξαρτάται α-

πό την άγνωστη παράµετρο θ, λέγεται στατιστική συνάρτηση . Εξ

ορισµού, λοιπόν, ο (µαθηµατικός) τύπος µιας στατιστικής συνάρτη-

σης δεν περιέχει την άγνωστη παράµετρο θ. Ειδικά, µία στατιστική

συνάρτηση, που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της τιµής g(θ),

λέγεται εκτιµητής της τιµής g(θ) ή πιο απλά εκτιµητής του g(θ). Το

πρόβληµα είναι ο προσδιορισµός ενός «κατάλληλου» εκτιµητή του

g(θ), δηλαδή µιας στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) µε την επιθυµητή

ιδιότητα οι τιµές του T (X
˜
) να είναι «κοντά» στην άγνωστη τιµή g(θ).

Η τιµή του εκτιµητή για τη παρατηρηθείσα τιµή x
˜

του X
˜

, δηλαδή

T (x
˜
), λέγεται εκτίµηση της τιµής g(θ) ή πιο απλά εκτίµηση του g(θ).

Συχνά, για λόγους απλότητας στο συµβολισµό, ϑα γράφουµε T αντί

T (X
˜
).
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3.2 Κριτήρια επιλογής εκτιµητών

Πώς ϑα µπορούσαµε να αποφανθούµε για την καταλληλότητα µιας στατι-

στικής συνάρτησης T (X
˜
) ως εκτιµητή του g(θ); Φαινοµενικά, το απόλυτο

σφάλµα εκτίµησης, |T (X
˜
) − g(θ)|, δίνει απάντηση σε αυτό το ερώτηµα:

΄Οσο πιο «µικρό», τόσο πιο «κοντά» είναι ο T (X
˜
) στο g(θ). ΄Οµως, οφεί-

λουµε να αναγνωρίσουµε ότι η παράσταση |T (X
˜
) − g(θ)| έχει άγνωστη

και τυχαία τιµή· άγνωστη, επειδή περιέχει την άγνωστη τιµή g(θ), και

τυχαία επειδή, είναι τυχαία µεταβλητή ως συνάρτηση του X
˜

. Αν λοιπόν

X είναι το σύνολο τιµών του X
˜

, οποιαδήποτε από τις τιµές |T (y
˜
)− g(θ)|,

y
˜

∈ X , θ ∈ Θ ϑα µπορούσε να είναι η τιµή του απολύτου σφάλµατος.

∆εν γνωρίζουµε όµως ποια είναι. Εποµένως, το απόλυτο σφάλµα, ως µη

«µετρήσιµο», δεν εξυπηρετεί ως κριτήριο επιλογής ή σύγκρισης εκτιµητών.

Προφανώς, στο ίδιο συµπέρασµα ϑα καταλήξουµε, αν αποπειραθούµε να

αξιολογήσουµε τον εκτιµητή T (X
˜
), χρησιµοποιώντας παρόµοιες ποσότη-

τες, όπως το τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης (T (X
˜
)− g(θ))2 ή ακόµη µια

δύναµη του απολύτου σφάλµατος |T (X
˜
)− g(θ)|κ, κ > 0.

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται αντιληπτό ότι, για να καταλήξουµε

σε ένα χρήσιµο κριτήριο, ϑα πρέπει, κατά κάποιο τρόπο, να διαχειριστούµε

την τυχαιότητα του σφάλµατος εκτίµησης, αλλά και το άγνωστο (του) θ.

Προς αυτήν την κατεύθυνση µερικά σηµαντικά κριτήρια είναι τα εξής.

1. Μέσο απόλυτο σφάλµα - Μέσο τετραγωνικό σφάλµα - Μέση Ϲηµία

(∆ιαχείριση της τυχαιότητας του σφάλµατος)

Αντί της τυχαίας τιµής (τυχαίας µεταβλητής) |T (X
˜
)− g(θ)|, ϑεωρούµε την

κατά µέσο όρο τιµή της ως προς την κατανοµή του X
˜

, δηλαδή λαµβάνουµε

ως κριτήριο το µέσο απόλυτο σφάλµα Eθ|T (X
˜
)−g(θ)|, το οποίο εξαρτάται

µόνον από το θ. Τώρα, ναι µεν το θ έχει µία και µοναδική τιµή στο Θ,

όµως αυτή µπορεί να είναι οποιοδήποτε στοιχείο του Θ. Εποµένως, για

να µελετήσουµε το µέσο απόλυτο σφάλµα, επιβάλλεται να το ϑεωρήσουµε

ως συνάρτηση του θ, αφήνοντας το θ να διατρέχει το Θ (δηλαδή το πεδίο

ορισµού της συνάρτησης είναι το Θ). Μάλιστα, ο δείκτης στην παραπάνω

µέση τιµή τονίζει την εξάρτησή της από το θ. Στη συνέχεια, λοιπόν, χωρίς
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να υπάρχει κίνδυνος παρερµηνείας, ϑα συµβολίζουµε µε θ, όχι µόνον την

άγνωστη παράµετρο (που έχει µία και µοναδική τιµή), αλλά και οποιοδή-

ποτε στοιχείο του Θ.

Με το ίδιο σκεπτικό, ως κριτήριο µπορεί να ληφθεί το µέσο τετραγωνικό

σφάλµα Eθ(T (X
˜
)− g(θ))2 ή ακόµη Eθ|T (X

˜
)− g(θ)|κ, κ > 0, καθένα µά-

λιστα ϑεωρούµενο ως συνάρτηση του θ ∈ Θ. Ακόµη γενικότερα µπορούµε

να ϑεωρήσουµε µία συνάρτηση L(t, θ), που την ονοµάζουµε συνάρτηση

Ϲηµίας και η οποία παριστάνει, ποσοτικά, τη «Ϲηµία µας» (ή την ποινή ή το

σφάλµα), εάν εκτιµήσουµε το g(θ) µε την τιµή t. Συνήθως η συνάρτηση

L(t, θ) λαµβάνεται τέτοια ώστε

L(t, θ) ≥ 0, ∀ θ, t

L(g(θ), θ) = 0, ∀ θ ∈ Θ.

Οι ποιοτικές αυτές ιδιότητες δηλώνουν ότι η «Ϲηµία µας» είναι µηδέν ή

ϑετική και ειδικά, στην περίπτωση που η εκτίµηση t συµπέσει µε την τιµή

g(θ), µηδενίζεται. Εάν T (X
˜
) είναι εκτιµητής του g(θ), η συνάρτηση (του

θ)

R(T, θ) = Eθ(L(T (X
˜
), θ))

λέγεται συνάρτηση κινδύνου του εκτιµητή T (X
˜
) και παριστάνει τη «µέ-

ση Ϲηµία µας» από τη χρησιµοποίηση του T (X
˜
) ως εκτιµητή του g(θ).

Προφανώς, «µικρές» τιµές R(T, θ), θ ∈ Θ συνηγορούν υπέρ της καταλ-

ληλότητας του εκτιµητή T . Σηµειώνουµε ότι για L(t, θ) = |t − g(θ)|r µε

r = 1, 2, κ προκύπτουν τα παραπάνω αναφερθέντα κριτήρια επιλογής. Ι-

δανικά, ϑα ϑέλαµε να ϐρούµε έναν εκτιµητή T (X
˜
) που ελαχιστοποιεί το

R(T, θ) οποιαδήποτε και εάν είναι η τιµή του θ, δηλαδή για κάθε θ ∈ Θ.

΄Οµως, όπως ϑα δούµε στο Κεφάλαιο 4 (µετά το Παράδειγµα 4.1.6), αυτό

είναι αδύνατο.

Για λόγους απλότητας και ευκολίας στον υπολογισµό του, ϑα ασχο-

ληθούµε, σε επόµενα κεφάλαια, κυρίως µε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα

Eθ(T (X
˜
) − g(θ))2, το οποίο είναι ίσως το πιο ευρέως χρησιµοποιούµενο

στην πράξη κριτήριο σύγκρισης εκτιµητών.
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2. Bayes εκτιµητής και minimax εκτιµητής (∆ιαχείριση της τυχαιό-

τητας του σφάλµατος και του άγνωστου θ)

α. Μπορούµε να έχουµε µια συνοπτική εικόνα της µέσης Ϲηµίας του εκτι-

µητή T (X
˜
), ϑεωρώντας κάποιο «µέσο όρο» των τιµών της συνάρτησης

R(T ; θ), θ ∈ Θ. Πιο συγκεκριµένα σε κάθε στοιχείο θ ∈ Θ µπορούµε

να αντιστοιχίσουµε ένα συντελεστή ϐαρύτητας π(θ), που υποδεικνύει

τη σηµαντικότητα αυτού του στοιχείου, και να ϑεωρήσουµε ως κριτήριο

τη σταθµισµένη µέση τιµή

BR(T ) =
∑

θ∈Θ
R(T, θ)π(θ) ή BR(T ) =

∫

Θ
R(T, θ)π(θ)dθ

για Θ αριθµήσιµο - πεπερασµένο σύνολο ή Θ µη αριθµήσιµο σύνολο,

π.χ. διάστηµα της πραγµατικής ευθείας, αντίστοιχα, που ονοµάζεται

κίνδυνος Bayes του Τ. Συχνά η συνάρτηση ϐαρύτητας επιλέγεται, έτσι

ώστε να έχει τις χαρακτηριστικές ιδιότητες της πυκνότητας µιας τυχαί-

ας µεταβλητής µε σύνολο τιµών Θ, δηλαδή π(θ) > 0, για κάθε θ ∈ Θ

(κανείς δεν ϑα αµφισβητούσε αυτή την ιδιότητα) και
∑

θ∈Θ
π(θ) = 1 (Θ

αριθµήσιµο ή πεπερασµένο) ή

∫

Θ
π(θ)dθ = 1 (Θ µη αριθµήσιµο). Η

δεύτερη ιδιότητα έχει την ερµηνεία ότι συνολική ϐαρύτητα µιας µονά-

δας κατανέµεται µέσω της συνάρτησης π(θ) στα στοιχεία του Θ, καθένα

εκ των οποίων µπορεί να είναι η άγνωστη τιµή του θ. Σε αυτή την πε-

ϱίπτωση, BR(T ) είναι και τυπικά η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής

R(T,θ), όπου θ είναι τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα π(θ), θ ∈ Θ.

΄Ετσι λοιπόν για τον εκτιµητή T (X
˜
), η κατά µέσο όρο ως προς X

˜
∈ X

και ως προς θ ∈ Θ «Ϲηµία µας» απεικονίζεται στον γνωστό (υπολογίσιµο)

πραγµατικό αριθµό (ή ∞, αν είµαστε τόσο άτυχοι στην επιλογή µας)

BR(T ), µικρές τιµές του οποίου είναι επιθυµητές. ΄Ενας εκτιµητής T ∗

(αν υπάρχει) που ελαχιστοποιεί τον κίνδυνο Bayes, δηλαδή ικανοποιεί

τη σχέση BR(T ∗) 6 BR(T ) για κάθε άλλο εκτιµητή Τ, ονοµάζεται

Bayes εκτιµητής του g(θ). Τέλος, δύο τυχόντες εκτιµητές T1 και T2

είναι συγκρίσιµοι µε το κριτήριο Bayes, αφού BR(T1) < BR(T2) ή
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BR(T1) = BR(T2) ή BR(T1) > BR(T2). Η ονοµασία εκτιµητής Ba-

yes οφείλεται στο γεγονός ότι στην εύρεση του T0 µπορεί να χρησιµο-

ποιηθεί ο τύπος του Bayes (ϐλέπε Πρόταση 1.2.1). Οι εκτιµητές Bayes

µελετώνται στο Κεφάλαιο 8.

β. (Απαισιόδοξα σκεπτόµενοι) ϑεωρούµε ως κριτήριο επιλογής ενός εκτι-

µητή τη µέγιστη ως προς θ ∈ Θ µέση Ϲηµία του εκτιµητή T (X
˜
), δηλαδή

sup
θ∈Θ

R(T, θ) = sup
θ∈Θ

EθL(T (X
˜
), θ).

΄Ενας εκτιµητής T∗ (αν υπάρχει) που ικανοποιεί τη σχέση sup
θ∈Θ

R(T∗, θ) 6

sup
θ∈Θ

R(T, θ) για κάθε άλλο εκτιµητή T (X
˜
) ονοµάζεται minimax εκτιµη-

τής του g(θ). Η ονοµασία δικαιολογείται από το γεγονός ότι ο T∗ ελαχι-

στοποιεί (mini) τη µέγιστη (max) µέση Ϲηµία. Είναι επίσης προφανές ότι

δύο τυχόντες εκτιµητές T1 και T2 είναι συγκρίσιµοι µε το κριτήριο mini-

max, αφού sup
θ∈Θ

R(T1, θ) < sup
θ∈Θ

R(T2, θ) ή sup
θ∈Θ

R(T1, θ) = sup
θ∈Θ

R(T2, θ)

ή sup
θ∈Θ

R(T1, θ) > sup
θ∈Θ

R(T2, θ). Οι εκτιµητές minimax µελετώνται επί-

σης στο Κεφάλαιο 8.

Ανακεφαλαιώνοντας, το κριτήριο της µέσης Ϲηµίας είναι ισχυρότερο α-

πό τα άλλα δύο, γιατί αποτυπώνει την καταλληλότητα του εκτιµητή µέσω

µιας συνάρτησης, της συνάρτησης κινδύνου R(T, θ), θ ∈ Θ, και όχι µέσω

µίας σταθεράς. ΄Οµως, έχει τη δυσκολία ότι δεν είναι πάντοτε καταληκτικό,

αφού ανάγει τη σύγκριση δύο εκτιµητών στη σύγκριση δύο συναρτήσεων.

Τα άλλα δύο κριτήρια «συµπιέζουν» ή «συνοψίζουν» τη συνάρτηση R(T, θ)

σε µία σταθερά, στον κίνδυνο Bayes BR(T ) και και στη µέγιστη ως προς

θ ∈ Θ µέση Ϲηµία R(T, θ), αντίστοιχα, είναι καταληκτικά, αλλά σαφώς

ασθενέστερα (ειδικά το κριτήριο minimax), αφού λογικό είναι να αποκρυ-

ϐεί σηµαντική πληροφορία για την καταλληλότητα του εκτιµητή κατά τη

«συµπίεση». Για αυτό τον λόγο, συχνά τα δύο αυτά κριτήρια συνδυάζο-

νται µεταξύ τους ή µε άλλα κριτήρια, π.χ. αναζητούµε εκτιµητή που είναι

συγχρόνως Bayes και minimax, ή Bayes και αποδεκτός, ή minimax και

αποδεκτός. Η ιδιότητα της αποδεκτικότητας ορίζεται στην Ενότητα 4.1.
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3.3 Απλές µέθοδοι εκτίµησης

Τα κριτήρια εκτίµησης που σκιαγραφήσαµε στην προηγούµενη ενότητα

(α) εξυπηρετούν στη σύγκριση δύο δοθέντων εκτιµητών και (β) ϑεσπίζουν

απαιτήσεις για την ανάδειξη ϐέλτιστου εκτιµητή. Η κατασκευή ϐέλτιστου

εκτιµητή είναι µία διαδικασία που ακολουθεί ειδική τεχνική ανάλογα µε

το κριτήριο. Αυτές τις τεχνικές ϑα τις µελετήσουµε διεξοδικά σε επόµενα

κεφάλαια. Σε πολλές όµως περιπτώσεις µπορούµε να κατασκευάσουµε

εκτιµητές ϐασιζόµενοι σε απλές, λογικοφανείς, κατανοητές και εύκολα ε-

ϕαρµόσιµες ιδέες. Μάλιστα, κάποιες από αυτές παράγουν εκτιµητές που

τελικά αποδεικνύεται ότι έχουν πολύ καλές ιδιότητες. Θα περιγράψουµε,

εν συντοµία, µερικές µεθόδους που υλοποιούν αυτές τις ιδέες. Για λόγους

απλότητας, ϑεωρούµε ότι οι παρατηρήσεις X1,X2, . . . ,Xn αποτελούν τυ-

χαίο δείγµα από κάποιο πληθυσµό.

1. ∆ειγµατικά ανάλογα παραµέτρων. Σε πολλές περιπτώσεις πρακτι-

κού ενδιαφέροντος, το άγνωστο g(θ) έχει ϕυσική ερµηνεία. Τότε, αβίαστα,

µπορούµε να ϑεωρήσουµε ως εκτιµητή του το δειγµατικό ανάλογό του, δη-

λαδή την αντίστοιχη «ποσότητα» του δείγµατος X1,X2, . . . ,Xn. Ας δούµε

µερικές ειδικές περιπτώσεις.

α. Εκτίµηση της µέσης τιµής, g(θ) = EθX1.

Αφού το g(θ) παριστάνει τη µέση τιµή του πληθυσµού, είναι διαισθητικά

λογικό να την εκτιµήσουµε µε τη µέση τιµή του δείγµατος X1,X2, . . . ,Xn,

δηλαδή µε τη στατιστική συνάρτηση X̄ = X1+...+Xn
n . Μάλιστα, από τον

(Ασθενή) Νόµο των Μεγάλων Αριθµών (ΑΝΜΑ) γνωρίζουµε ότι X̄
P−→ EθX1,

για κάθε θ ∈ Θ, άρα, τουλάχιστον για «µεγάλο» µέγεθος δείγµατος n,

αναµένουµε X̄ ≈ g(θ). Η στατιστική συνάρτηση X̄ ονοµάζεται δειγµατικός

µέσος και είναι το δειγµατικό ανάλογο του g(θ) = EθX1.

β. Εκτίµηση της µέσης τιµής τετραγώνου, g(θ) = Eθ(X
2

1
).

Επειδή το g(θ) είναι η µέση τιµή της κοινής κατανοµής τωνX2
1 ,X

2
2 , . . . ,X

2
n,

κατ΄ αναλογία µε το (α) µπορούµε να ϑεωρήσουµε ως εκτιµητή του τη στα-

τιστική συνάρτηση
1

n

∑
i=1

n

X2
i .

γ. Εκτίµηση της διασποράς µε γνωστή µέση τιµή µ, g(θ) = Eθ(X1−
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µ)2.

Επειδή το g(θ) είναι η µέση τιµή της κοινής κατανοµής των (X1−µ)2, (X2−
µ)2, . . . , (Xn − µ)2, κατ΄ αναλογία µε το (α) µπορούµε να εκτιµήσουµε το

g(θ) µε τον εκτιµητή 1
n

∑
i=1

n

(Xi − µ)2.

δ. Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής, g(θ) = F (x;θ) = Pθ(X1 666

x), x ∈ R.

Η συνάρτηση κατανοµής στο σηµείο x, F (x; θ), ερµηνεύεται διαισθητικά

ως το ποσοστό των τιµών της κατανοµής (του πληθυσµού) που δεν υπερβαί-

νουν το x. Συνεπώς, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ως εκτιµητή το αντίστοιχο

ποσοστό των παρατηρήσεων X1,X2, . . . ,Xn, δηλαδή, τη στατιστική συ-

νάρτηση F̂ (x) = 1
n ×{ αριθµός των Xi που ικανοποιούν τη σχέση Xi 6 x,

i = 1, . . . , n} = 1
n

∑
i=1

n

I(−∞,x](Xi), όπου IA, A ⊂ R, είναι η δείκτρια συ-

νάρτηση µε τύπο IA(y) = 1 ή 0 αν y ∈ A ή y /∈ A, αντίστοιχα. Ο εκτιµητής

F̂ (x) ονοµάζεται εµπειρική συνάρτηση κατανοµής και είναι το δειγµατικό

ανάλογο της συνάρτησης κατανοµής F (x; θ).

ǫ. Εκτίµηση ενός ποσοστού, g(θ) = Pθ(X1 ∈ B), B δοθέν υποσύ-

νολο του συνόλου τιµών της X1.

΄Οπως στο (δ), το δειγµατικό ανάλογο του g(θ) είναι η στατιστική συνάρτη-

ση 1
n ×{ αριθµός των Xi που ικανοποιούν τη σχέση Xi ∈ B, i = 1, . . . , n}

= 1
n

∑
i=1

n

IB(Xi).

2. Αρχή της αντικατάστασης. Ας ϑεωρήσουµε προς στιγµή g(θ) =

(EθX1)
2. Λόγω του (α) είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ως εκτιµητή του g(θ)

τη στατιστική συνάρτηση X̄2. (αφού εκτιµούµε τη EθX1 µε X̄ γιατί να

µην εκτιµήσουµε το τετράγωνό της µε X̄2;) Ας γενικεύσουµε τώρα αυτήν

την ιδέα. ΄Εστω ότι το g(θ) µπορεί να παρασταθεί ως συνάρτηση άγνωστων

«ποσοτήτων» v1, v2, . . . , vκ, δηλαδή, g(θ) = h(v1, v2, . . . , vκ), όπου η h

είναι «οµαλή» (συνεχής) συνάρτηση. ΄Εστω ακόµη ότι διαθέτουµε εκτιµητές

v̂1, v̂2, . . . , v̂κ αυτών των «ποσοτήτων», αντίστοιχα. Τότε αντικαθιστώντας

στον τύπο της h τα vi µε τα v̂i, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ως εκτιµητή του

g(θ) τη στατιστική συνάρτηση ĝ(θ) = h(v̂1, v̂2, . . . , v̂κ). Ως εφαρµογή ας

δούµε δύο παραδείγµατα.

α. Εκτίµηση της διασποράς, g(θ) = VarθX1.



Απλές µέθοδοι εκτίµησης 59

΄Εχουµε g(θ) = Eθ(X
2
1 )−(EθX1)

2 = v2−v21 = h(v1, v2), όπου v1 = EθX1

και v2 = Eθ(X
2
1 ). Από τα (1α) και (1β) προκύπτουν οι εκτιµητές v̂1 = X̄

και v̂2 = 1
n

∑
i=1

n

X2
i και εποµένως ο εκτιµητής της διασποράς ϐάσει της

αρχής της αντικατάστασης είναι

ĝ(θ) = v̂2 − v̂21 =
1

n

n∑

i=1

X2
i − X̄2 =

1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)2.

β. Εκτίµηση της τυπικής απόκλισης, g(θ) =
√
VarθX1.

΄Εχουµε g(θ) =
√

v2 − v21, οπότε ο εκτιµητής του g(θ) ϐάσει της αρχής

της αντικατάστασης είναι

ĝ(θ) =
√

v̂2 − v̂21 =

√
1

n

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2.

3. Μέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας. Θα περιγράψουµε αυτή τη

µέθοδο, πρώτα, µέσω ενός παραδείγµατος.΄Εστω ότι σε κάθε εκτέλεση ενός

πειράµατος τύχης προκύπτει (παρατηρείται) µία τιµή τυχαίας µεταβλητής

X, της οποίας η κατανοµή πιθανότητας συνοψίζεται στον πίνακα:

X = 0 X = 1 X = 2

θ = θ1 0.02 0.95 0.03

θ = θ2 0.90 0.05 0.05

θ = θ3 0.23 0.06 0.71

∆ηλαδή, η X είναι διακριτή µε σύνολο τιµών {0, 1, 2}, η άγνωστη παράµε-

τρος θ έχει τιµή που ανήκει στο σύνολο Θ = {θ1, θ2, θ3} και κάθε στοιχείο

του πίνακα είναι η πιθανότητα της τιµής της X για την αντίστοιχη τιµή

του θ, f(x; θ) = Pθ(X = x), π.χ. f(0; θ2) = 0.90. ΄Εστω ακόµη ότι σε

µία εκτέλεση του πειράµατος παρατηρήθηκε η τιµή x = 1 και µας Ϲητεί-

ται µε µόνο δεδοµένο αυτήν την τιµή να εκτιµήσουµε το θ. Σκεφτόµαστε

ως εξής : τι πιθανότητα είχε η παρατηρηθείσα τιµή x = 1 να προκύψει

στη συγκεκριµένη εκτέλεση του πειράµατος ; Η απάντηση εξαρτάται α-

πό την άγνωστη τιµή του θ και είναι Pθ(X = 1) = 0.95 αν θ = θ1, ή

Pθ(X = 1) = 0.05 αν θ = θ2 ή Pθ(X = 1) = 0.06 αν θ = θ3. Βλέπουµε

λοιπόν ότι η παρατηρηθείσα τιµή x = 1 είχε τη µεγαλύτερη πιθανότητα να
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προκύψει, αν θ = θ1 (και όχι αν θ = θ2 ή θ = θ3). ΄Αρα είναι λογικά ορθό

να εκτιµήσουµε το θ µε την τιµή θ1 (και όχι µε κάποια εκ των θ2, θ3). Με

το ίδιο σκεπτικό, αν είχε παρατηρηθεί η τιµή x = 0, η εκτίµηση του θ ϑα

ήταν θ2, ενώ για x = 2 η εκτίµηση ϑα ήταν θ3.

Γενικά λοιπόν αν σε µια εκτέλεση του πειράµατος τύχης παρατηρη-

ϑεί η τιµή x ∈ {0, 1, 2}, ως εκτίµηση του θ λαµβάνουµε την τιµή θ̂(x) ∈
Θ = {θ1, θ2, θ3} που µεγιστοποιεί ως προς θ ∈ Θ την πιθανότητα να προ-

κύψει η παρατηρηθείσα τιµή x, Pθ(X = x), η οποία εδώ συµπίπτει µε

την πυκνότητα f(x; θ), λόγω διακριτής κατανοµής. Σηµειώνουµε ότι η

µεγιστοποίηση της πυκνότητας τεκµηριώνεται ακόµη και στην περίπτωση

συνεχούς κατανοµής, αφού η τιµή της πυκνότητας στο σηµείο x, f(x; θ),

υποδηλώνει πόσο µεγάλη είναι η πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή να πάρει

τιµή σε µια «µικρή» περιοχή του x : για «µικρό» ǫ > 0, έχουµε

P(x− ǫ < X < x+ ǫ) =

∫ x+ǫ

x−ǫ
f(t; θ)dt ≈ 2ǫf(x; θ).

Αυτή η ιδέα της µεγιστοποίησης της πυκνότητας ως προς την άγνωστη

παράµετρο αναφέρεται ως αρχή της µέγιστης πιθανοφάνειας .

Γενικότερα, σε ένα πρόβληµα εκτίµησης παραµέτρου θ ∈ Θ και σύµ-

ϕωνα µε το παράδειγµα αυτό, έστω x
˜

= (x1, . . . , xn) η παρατηρηθείσα

τιµή του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) και θ̂(x
˜
) ∈ Θ η µεγιστοποιούσα την πυκνό-

τητα του X
˜

, f(x
˜
; θ), τιµή του θ ∈ Θ (αν υπάρχει), δηλαδή εξ΄ ορισµού,

f(x
˜
; θ̂(x
˜
)) = max{f(x

˜
; θ) : θ ∈ Θ}. Τότε η τιµή θ̂(x

˜
) αναφέρεται ως η

εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας και η στατιστική συνάρτηση θ̂(X
˜
) ως ο

εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας του θ.

Σηµειώνουµε ότι, πέραν της διαισθητικής ερµηνείας του θ̂(x
˜
), και η

διαδικασία εύρεσης της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας είναι σχετικά

απλή, αφού απαιτεί µόνον τεχνικές µεγιστοποίησης, αναλυτικές ή αριθ-

µητικές, που υπάρχουν διαθέσιµες στη ϐιβλιογραφία. Τους εκτιµητές

µέγιστης πιθανοφάνειας ϑα µελετήσουµε λεπτοµερώς στο Κεφάλαιο 7 και

όπως ϑα δούµε έχουν, εν γένει, πολύ καλές ιδιότητες.

4. Μέθοδος των ϱοπών. Η ϱοπή k τάξης της (κοινής) κατανοµής

των παρατηρήσεων X1, . . . ,Xn ορίζεται από τη σχέση µk(θ) = Eθ(X
k
1 ),
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k = 1, 2, . . ., ενώ η δειγµατική ϱοπή k τάξης (το δειγµατικό ανάλογο του

µk(θ)) είναι η στατιστική συνάρτηση mk = 1
n

∑
i=1

n

Xk
i . Από τον ΑΝΜΑ γνω-

ϱίζουµε ότι mk
P−→ µk(θ) καθώς n → ∞, άρα τουλάχιστον για «µεγάλο»

n αναµένουµε mk ≈ µk(θ). ΄Ετσι δικαιολογούµαστε, εν µέρει, να εξισώ-

σουµε τα δύο µέλη αυτής της προσεγγιστικής σχέσης, δηλαδή να ϑέσουµε

mk = µk(θ). Η λύση της εξίσωσης ως προς θ δίνει µια στατιστική συ-

νάρτηση
ˆ̂
θ που ονοµάζεται εκτιµητής µεθόδου ϱοπών του θ. Αν τώρα η

παράµετρος είναι διάνυσµα θ
˜
= (θ1, . . . , θr), η λύση του συστήµατος των

εξισώσεων m1 = µ1(θ1, . . . , θr), ..., mr = µr(θ1, . . . , θr) ως προς θ1, . . . , θr

δίνει στατιστικές συναρτήσεις
ˆ̂
θ1, . . . ,

ˆ̂
θr, οπότε η στατιστική συνάρτηση

ˆ̂
θ
˜
= (

ˆ̂
θ1, . . . ,

ˆ̂
θr) είναι ο εκτιµητής µεθόδου ϱοπών του θ

˜
. Τη µέθοδο των

ϱοπών ϑα τη µελετήσουµε λεπτοµερώς στο Κεφάλαιο 7.

5. Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (ή µέθοδος Gauss). Ας ϑε-

ωρήσουµε πρώτα την εξής ειδική περίπτωση. ΄Εστω ότι η άγνωστη παρά-

µετρος θ παριστάνει µια αριθµητική ποσότητα, η τιµή της οποίας µπορεί

να µετρηθεί µόνον πειραµατικά µε κάποιο όργανο (π.χ. αρτηριακή πίεση

- πιεσόµετρο). Η µέτρηση όµως υπόκειται σε τυχαίο σφάλµα, δηλαδή κά-

ϑε ϕορά που χρησιµοποιείται το όργανο, η ένδειξή του, x, είναι µία τιµή

τυχαίας µεταβλητής X, ενώ το σφάλµα της µέτρησης ǫ = x−θ είναι άγνω-

στο. Για λόγους λοιπόν αξιοπιστίας, η µέτρηση του θ επαναλαµβάνεται

n ϕορές και καταγράφονται οι ενδείξεις του οργάνου x1, . . . , xn που εί-

ναι οι παρατηρηθείσες τιµές αντίστοιχων τυχαίων µεταβλητών X1, . . . ,Xn.

Για αυτές τις ενδείξεις, τα σφάλµατα είναι ǫi = xi − θ, i = 1, . . . , n και

ως εκτίµηση του θ λαµβάνεται η τιµή που ελαχιστοποιεί το άθροισµα των

τετραγώνων των σφαλµάτων
∑
i=1

n

ǫ2i =
∑
i=1

n

(xi − θ)2 ως προς θ. Πολύ εύκο-

λα (π.χ. µε παραγώγιση) µπορεί να δειχθεί ότι η εκτίµηση του θ είναι

θ̂ǫ = x̄ = (x1 + . . . + xn)/n, δηλαδή ο µέσος όρος των ενδείξεων (διόλου

παράξενο). Γενικότερα, αν η τυχαία µεταβλητή Xi παριστάνει την (πει-

ϱαµατική) µέτρηση µιας αριθµητικής ποσότητας τi(θ), όπου το θ είναι

άγνωστη παράµετρος, τi είναι γνωστή συνάρτηση και xi είναι η παρατη-

ϱηθείσα τιµή της Xi, i = 1, . . . , n, η εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων του

θ είναι η τιµή που ελαχιστοποιεί την παράσταση
∑
i=1

n

ǫ2i =
∑
i=1

n

(xi − τi(θ))
2
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ως προς θ.

Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων ϑεµελιώθηκε από τον (µεγάλο

Γερµανό µαθηµατικό) Gauss σε αστρονοµικές µελέτες του και χρησιµο-

ποιείται ευρέως σε περιοχές της Στατιστικής, όπως η Ανάλυση Παλινδρό-

µησης και Ανάλυση ∆ιασποράς (που είναι πέραν του σκοπού αυτών των

σηµειώσεων). Σηµειώνουµε τέλος ότι στον αντίποδα της µεθόδου Gauss

ϐρίσκεται η εκτίµηση του θ, που ελαχιστοποιεί το άθροισµα των απολύτων

σφαλµάτων
∑
i=1

n

|ǫi| =
∑
i=1

n

|xi − θ| ως προς θ. Μπορεί να δειχθεί ότι η ελα-

χιστοποιούσα τιµή του θ είναι οποιαδήποτε διάµεσος των xi, i = 1, . . . , n

(αλλά η απόδειξη κάθε άλλο παρά εύκολη είναι).



Κεφάλαιο 4

Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα και

Αµεροληψία

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα, το πιο γνωστό

και συνάµα ευρέως χρησιµοποιούµενο, στη ϑεωρία και στις εφαρµογές

της Στατιστικής, κριτήριο σύγκρισης και αξιολόγησης εκτιµητών. Επι-

προσθέτως, µέσω αυτού του κριτηρίου, παρουσιάζουµε µια ιδιότητα των

εκτιµητών, την αµεροληψία. Εκτιµητές που έχουν αυτήν την ιδιότητα ανα-

ϕέρονται ως αµερόληπτοι εκτιµητές. Ακολούθως δίνουµε αµερόληπτους

εκτιµητές σηµαντικών παραµέτρων µιας κατανοµής, όπως η µέση τιµή και

η διασπορά της.

4.1 Μέσο τετραγωνικό σφάλµα

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (ΜΤΣ) εκτιµητή T (X
˜
) της τιµής g(θ) ορίστη-

κε στην Ενότητα 3.2 και δίνεται από τη σχέση

ΜΤΣ(T (X
˜
), θ) = Eθ

(
T (X
˜
)− g(θ)

)2
. (4.1)

Επίσης, το τυπικό σφάλµα (ΤΣ) του T (X
˜
) ορίζεται από τη σχέση

ΤΣ(T (X
˜
), θ) =

√
ΜΤΣ(T (X

˜
), θ).

Σε αριθµητικούς υπολογισµούς, ϑεωρείται προτιµότερο να ανακοινώνεται

η τιµή του τυπικού σφάλµατος αντί της τιµής του µέσου τετραγωνικού

63
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σφάλµατος. Αυτό δικαιολογείται επειδή το ΜΤΣ αξιολογεί τις τετραγωνι-

κές αποκλίσεις των τιµών του T (X
˜
) από το g(θ), ενώ υπολογίζοντας την

τετραγωνική ϱίζα του ΜΤΣ, το ΤΣ είναι άµεσα συγκρίσιµο µε την εκτίµηση

του g(θ) και επιπλέον έχει τις ίδιες µονάδες µέτρησης µε το g(θ). Σηµειώ-

νουµε επίσης ότι το ΤΣ ή ένας εκτιµητής του ΤΣ καθορίζει σε ορισµένες

περιπτώσεις το εύρος του διαστήµατος εµπιστοσύνης για το g(θ).

Ο συµβολισµός ΜΤΣ(T (X
˜
), θ) ή πιο απλά ΜΤΣ(T, θ) δηλώνει ότι το

ΜΤΣ εξαρτάται, εκτός ϕυσικά από τον συγκεκριµένο εκτιµητή T (X
˜
), εν

γένει, και από την άγνωστη παράµετρο θ∈Θ, είναι δηλαδή συνάρτηση του

θ ∈ Θ. Η ϕυσική του ερµηνεία είναι έκδηλη στον ορισµό του: παριστάνει

την «κατά µέσο όρο» τετραγωνική απόκλιση του εκτιµητή από την τιµή

g(θ), που έχει κληθεί να εκτιµήσει. Η καθιέρωση του ΜΤΣ ως κριτηρίου

οφείλεται σε ένα µεγάλο ϐαθµό στο γεγονός ότι µπορεί να υπολογιστεί

σχετικά εύκολα µέσω ενός απλού και χρήσιµου τύπου ο οποίος ισχύει για

οποιονδήποτε εκτιµητή. Πιο συγκεκριµένα, στην επόµενη πρόταση παρα-

τηρούµε ότι ο υπολογισµός του ΜΤΣ (ως συνάρτησης του θ) απαιτεί µόνον

την εύρεση δύο ϐασικών παραµέτρων, της µέσης τιµής και της διασποράς

του εκτιµητή και όχι κατ΄ ανάγκη τη γνώση της κατανοµής του. Ας προσθέ-

σουµε ακόµη ότι η άµεση σύνδεση του ΜΤΣ µε τις δύο αυτές παραµέτρους,

γνωστές σε κάθε χρήστη Στατιστικής, συνεισφέρει από µόνη της στη δη-

µοφιλία και στην κατανόηση του ΜΤΣ. Μάλιστα, για εκτιµητές που έχουν

την ιδιότητα της αµεροληψίας, το ΜΤΣ συµπίπτει µε τη διασπορά τους,

όπως ϑα δούµε στην Ενότητα 4.2. Τονίζουµε εδώ ότι το πλεονέκτηµα του

γενικού απλού τύπου υπολογισµού δεν το έχουν άλλα επίσης ορθολογικά

κριτήρια, όπως, π.χ. το µέσο απόλυτο σφάλµα Eθ|T (X
˜
)− g(θ)| (ϐλέπε το

Παράδειγµα 4.1.1). Τέλος, όσον αφορά τον συµβολισµό, ας µην ξεχνάµε

ότι T (X
˜
) ή T παριστάνουν τον ίδιο εκτιµητή.

Πρόταση 4.1.1. Ισχύει ότι

ΜΤΣ(T, θ) = VarθT (X
˜
) +

(
EθT (X

˜
)− g(θ)

)2
, θ ∈ Θ. (4.2)

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τη σχέση VarY = EY 2 − (EY )2 προκύπτει
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ότι EY 2 = VarY + (EY )2. Θέτοντας Y = T (X
˜
)− g(θ), έχουµε

ΜΤΣ(T, θ) = Eθ

(
T (X
˜
)− g(θ)

)2

= Varθ

(
T (X
˜
)− g(θ)

)
+
(
Eθ

(
T (X
˜
)− g(θ)

))2

= VarθT (X
˜
) +

(
EθT (X

˜
)− g(θ)

)2
,

επειδή Var(T +α) = Var T και E(T+α) = ET+α, όπου α σταθερά.

Η σχέση (4.2) µας δίνει αφορµή να ορίσουµε την έννοια της µεροληψίας

ενός εκτιµητή.

Ορισµός 4.1.1. Η διαφορά

b(T, θ) = EθT (X
˜
)− g(θ), θ ∈ Θ

ονοµάζεται µεροληψία του T (X
˜
) ως εκτιµητή του g(θ).

Γράφοντας EθT (X
˜
) − g(θ) = Eθ

(
T (X
˜
)− g(θ)

)
, ϐλέπουµε ότι η µε-

ϱοληψία παριστάνει την «κατά µέσο όρο» απόκλιση του εκτιµητή από την

εκτιµώµενη τιµή g(θ). Από την Πρόταση 4.1.1 και τον Ορισµό 4.1.1,

προκύπτει αµέσως η σχέση

ΜΤΣ(T, θ) = VarθT + b2(T, θ), θ ∈ Θ. (4.3)

Παραθέτουµε δύο παραδείγµατα υπολογισµού του ΜΤΣ.

Παράδειγµα 4.1.1. (κανονική κατανοµή µε γνωστή διασπορά - ε-

κτίµηση της µέσης τιµής) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα

από την κανονική κατανοµή N (θ, σ2), όπου θ είναι άγνωστη παράµετρος,

θ ∈ Θ = R και σ2 γνωστή ϑετική σταθερά. Για την εκτίµηση της µέσης

τιµής θ (δηλαδή, εδώ, g(θ) = θ) ϑεωρούµε ως εκτιµητή τον δειγµατικό

µέσο X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi (ϐλέπε Ενότητα 3.3.1α). Θα υπολογίσουµε το ΜΤΣ και

το µέσο απόλυτο σφάλµα του X̄. Χρησιµοποιώντας (µόνον) ιδιότητες της

µέσης τιµής και της διασποράς, προκύπτει ότι

VarθX̄ = Varθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

VarθXi =
1

n2

n∑

i=1

σ2 =
σ2

n
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και

b(X̄, θ) = EθX̄ − θ = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
− θ =

1

n

n∑

i=1

EθXi − θ

=
1

n

n∑

i=1

θ − θ = θ − θ = 0.

΄Αρα, από τη σχέση (4.3), έχουµε

ΜΤΣ(X̄, θ) = VarθX̄ + b2(X̄, θ) =
σ2

n
, θ ∈ R.

(Ας παρατηρήσουµε ότι το ΜΤΣ(X̄, θ) είναι στην προκειµένη περίπτωση

σταθερά συνάρτηση ως προς θ.) Ο υπολογισµός του µέσου απόλυτου

σφάλµατος απαιτεί γνώση της κατανοµής του X̄. Από τις ιδιότητες της

κανονικής κατανοµής (ϐλέπε Πρόταση 1.8.6) γνωρίζουµε ότι ο X̄ έχει

κανονική κατανοµή N (θ, σ2/n), µε πυκνότητα f(x) =
√
n

σ
√
2π
e−

n
2σ2 (x−θ)2

.

Εποµένως,

Eθ|X̄ − θ| =
∫ ∞

−∞
|x− θ|

√
n

σ
√
2π

e−
n

2σ2 (x−θ)2dx =

√
n

σ
√
2π

∫ ∞

−∞
|y|e−

n
2σ2 y

2

dy

=
2
√
n

σ
√
2π

∫ ∞

0
ye−

n
2σ2 y

2

dy,

επειδή η συνάρτηση |y|e−
n

2σ2 y
2

είναι άρτια. ΄Οµως,
∫ ∞

0
ye−

n
2σ2 y

2

dy = −σ2

n

∫ ∞

0

(
e−

n
2σ2 y

2
)′
dy = −σ2

n

[
e−

n
2σ2 y

2
]∞
0

=
σ2

n

και συνεπώς έχουµε Eθ|X̄ − θ| =
√
2√
πn

σ

(
=

√
2√
π

ΤΣ(X̄, θ)

)
, θ ∈ R.

Βλέπουµε λοιπόν πόσο πιο απλός και πιο εύκολος είναι ο υπολογισµός

του ΜΤΣ σε σχέση µε τον υπολογισµό του µέσου απόλυτου σφάλµατος.

Παράδειγµα 4.1.2. (κατανοµή Bernoulli - εκτίµηση της πιθανότη-

τας «επιτυχίας») ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την

κατανοµή Bernoulli µε πυκνότητα

f1(x; θ) = θx(1− θ)1−x, x = 0, 1, θ ∈ Θ = (0, 1).
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Γνωρίζουµε ότι αυτή η κατανοµή µοντελοποιεί ένα πείραµα τύχης, το απο-

τέλεσµα του οποίου καταλήγει σε «επιτυχία» µε πιθανότητα θ ή σε «αποτυ-

χία» µε πιθανότητα 1− θ, ενώ οι τιµές 1 και 0 παριστάνουν την «επιτυχία»

και την «αποτυχία», αντίστοιχα. Με αυτήν την ερµηνεία, το άθροισµα∑
i=1

n

Xi εκφράζει τον αριθµό των «επιτυχιών» σε n ανεξάρτητες επαναλήψεις

του πειράµατος τύχης, ενώ X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι το ποσοστό των «επιτυχιών»

στο δείγµα αυτών των n επαναλήψεων. Θεωρούµε εκτίµηση του θ (δηλα-

δή, εδώ, το g(θ) = θ). Από τα παραπάνω, δικαιολογείται η εκτίµηση της

πιθανότητας «επιτυχίας» θ µε το ποσοστό των «επιτυχιών» του δείγµατος

των n επαναλήψεων, X̄. ΄Εχουµε,

VarθX̄ = Varθ

( 1
n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

VarθXi =
1

n2

n∑

i=1

θ(1− θ)

=
θ(1− θ)

n

και

b(X̄, θ) = EθX̄ − θ = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
− θ =

1

n

n∑

i=1

EθXi − θ

=
1

n

n∑

i=1

θ − θ = θ − θ = 0.

Συνεπώς, από τη σχέση (4.3) προκύπτει ότι

ΜΤΣ(X̄, θ) = VarθX̄ + b2(X̄, θ) =
θ(1− θ)

n
, 0 < θ < 1.

Επιπλέον, επειδή θ(1− θ) 6 1
4 , για κάθε θ ∈ (0, 1), παρατηρούµε ότι

ΜΤΣ(X̄, θ) 6
1

4n
, 0 < θ < 1.

Το παραπάνω άνω ϕράγµα του ΜΤΣ(X̄, θ) έχει την εξής ενδιαφέρουσα ερ-

µηνεία. Αν θ είναι το ποσοστό των ψήφων ενός κόµµατος στις επόµενες

ϐουλευτικές εκλογές, οπότε «επιτυχία» σηµαίνει ϑετική ψήφος, και εκτι-

µηθεί το θ µε X̄, το ποσοστό δηλαδή των ψήφων του κόµµατος σε τυχαίο
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δείγµα, έστω, n = 1000 ψηφοφόρων, τότε το ΜΤΣ του X̄ ικανοποιεί τη

σχέση
ΜΤΣ(X̄, θ) 6

1

4000
= 0.00025

ενώ για το τυπικό σφάλµα του X̄ έχουµε

ΤΣ(X̄, θ) =
√

ΜΤΣ(X̄, θ) 6

√
1

4000
= 0.0158(≃ 1.6%),

για κάθε θ ∈ (0, 1), δηλαδή όποια και αν είναι η (άγνωστη) τιµή του θ.

∆ιαπιστώνουµε λοιπόν ότι η µέγιστη τιµή του τυπικού σφάλµατος, της τά-

ξης του 1.6%, είναι αξιοσηµείωτα µικρή για µέτριες ή µεγάλες τιµές του

ποσοστού θ (π.χ. 25% ή µεγαλύτερες). Επίσης, αυτή η µέγιστη τιµή του

τυπικού σφάλµατος καθορίζει το µέγιστο εύρος του διαστήµατος εµπιστο-

σύνης για το θ, όπως ϑα δούµε στο Κεφάλαιο 8. Για σύγκριση, µε δείγµα

n = 10000 ψηφοφόρων (συνήθης τιµή σε exit polls) η µέγιστη τιµή του

ΤΣ(X̄, θ) είναι

√
1
4n =

√
1

40000 = 0.005(0.5%)!!!

Ας ϑεωρήσουµε τώρα τον εκτιµητή T (X
˜
) = 0.25, ο οποίος ουσιαστικά α-

γνοεί το δείγµα X
˜

, αφού εκτιµά το θ µε την τιµή 0.25, πάντα, όποια και

αν είναι η παρατηρηθείσα τιµή του X
˜

. Προφανώς, ϑα ήταν παράδοξο να

χρησιµοποιηθεί ο T (X
˜
), εκτός αν είχαµε λόγους να πιστεύουµε ότι το θ

είναι περίπου 0.25. Παραβλέποντας αυτό το παράδοξο του T (X
˜
), ϑα τον

συγκρίνουµε µε τον X̄. Το ΜΤΣ του κατ΄ ευθείαν από τον ορισµό του,

σχέση (4.1), είναι

ΜΤΣ(T (X
˜
), θ) = Eθ(0.25 − θ)2 = (θ − 0.25)2.

Καταλαβαίνουµε ότι, αν, όντως, η τιµή του θ είναι 0.25 , που δεν το ξέρου-

µε, έχουµε επιτύχει την ιδανική εκτίµηση µε την επιλογή του εκτιµητή

T (X
˜
) = 0.25. Μάλιστα αυτή η επιλογή έχει ΜΤΣ µηδέν, γιατί

ΜΤΣ(T (X
˜
), 0.25) = (0.25 − 0.25)2 = 0.

Αν όµως η (άγνωστη) τιµή του θ είναι, π.χ., 0.35, και επιλέξουµε τον

εκτιµητή T (X
˜
) = 0.25, τότε

ΜΤΣ(T (X
˜
), 0.35) = (0.35 − 0.25)2 = 0.01,

µε τυπικό σφάλµα ίσο προς
√
0.01 = 0.1 (10%), ενώ επιλέγοντας τον

εκτιµητή X̄ έχουµε

ΜΤΣ(X̄, θ) =
0.35 × (1− 0.35)

1000
⋍ 0.0002275
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µε τυπικό σφάλµα ίσο προς
√
0.0002275 ⋍ 0.015 (1.51%), δηλαδή περί-

που επτά ϕορές µικρότερο από το τυπικό σφάλµα του T (X
˜
). Για n =

10000, η αντίστοιχη τιµή του τυπικού σφάλµατος του X̄ είναι 0.0047,

περίπου είκοσι ϕορές µικρότερη. Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ό-

τι ο T (X
˜
) = 0.25 δεν µπορεί να «αποκλειστεί» ως εκτιµητής του θ, µε

κριτήριο το ΜΤΣ, παρότι όπως αναµενόταν έχει «µεγάλο» ΜΤΣ αν η (ά-

γνωστη) τιµή του θ απέχει «αρκετά» από 0.25. Αυτός ο «µη αποκλεισµός»

του T (X
˜
) = 0.25, όπως ϑα δούµε στο Παράδειγµα 4.1.6, υποδηλώνει σε

αυστηρή ορολογία, την αποδεκτικότητά του.

Οι σχέσεις (4.2) και (4.3) αποκαλύπτουν ότι η διασπορά και η µεροληψία

του εκτιµητή είναι οι δύο παράγοντες που διαµορφώνουν το ΜΤΣ. Με

κριτήριο το ΜΤΣ ένας καλός εκτιµητής επιβάλλεται να έχει µικρή διασπορά

και συγχρόνως µικρή µεροληψία σε απόλυτη τιµή. Σε µια πιο χαλαρή

διατύπωση, ο εκτιµητής απαιτείται να είναι ακριβής (µικρή διασπορά),

αλλά και ορθός ως προς το στόχο του, το g(θ) (ϐλέπε Σχήµατα 4.1 και

4.2). Πάντως πρέπει να οµολογήσουµε ότι αυτή η απαίτηση είναι, εξ

αρχής, πολύ λογική : λόγω µικρής διασποράς, περιµένουµε οι τιµές του

εκτιµητή να µη διαφέρουν πολύ από τη µέση τιµή EθT , ενώ η µικρή (σε

απόλυτη τιµή) µεροληψία εξασφαλίζει ότι η µέση τιµή EθT δε διαφέρει

πολύ από το g(θ). Τελικά, λοιπόν, περιµένουµε οι τιµές ενός τέτοιου

εκτιµητή να είναι «κοντά» στην άγνωστη τιµή g(θ), το οποίο είναι ευθύς εξ

αρχής το Ϲητούµενο.

g(θ)
Σχήµα 4.1: Ακριβής εκτιµητής, αλλά µη ορθός

g(θ)
Σχήµα 4.2: Ακριβής και ορθός εκτιµητής

Ας εξετάσουµε τώρα καθέναν από τους δύο αυτούς παράγοντες χωρι-

στά, µε στόχο να διαπιστώσουµε τελικά πως αλληλοεπιδρούν. Ξεκινώντας
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µε τον πρώτο, η διασπορά VarθT στη σχέση (4.3) µπορεί να ελαχιστοποιη-

ϑεί αν µηδενιστεί, δηλαδή αν επιλεγεί µια σταθερά ως εκτιµητής του g(θ).

΄Οµως, µια τέτοια επιλογή ϑα ήταν εντελώς ανόητη και παράλογη, γιατί

ϑα αγνοούσε τα δεδοµένα X
˜

και, εκτός αυτού, ϑα έκανε ανεξέλεγκτη τη

µεροληψία, άρα και το ΜΤΣ : π.χ., αν T (X
˜
) = 5 και g(θ) = θ ∈ Θ = R,

έχουµε ΜΤΣ(T, θ) = (θ − 5)2 µε σύνολο τιµών στο [0,∞). Συνεχίζοντας

µε τον δεύτερο παράγοντα, η µεροληψία b(T, θ) στη σχέση (4.3) µπορεί

να ελαχιστοποιηθεί, κατά απόλυτη τιµή, αν και αυτή µηδενιστεί, οπότε

b(T, θ) = 0, για κάθε θ ∈ Θ συνεπάγεται EθT (X
˜
) = g(θ), για κάθε

θ ∈ Θ. Επιλογή εκτιµητή που ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη (αµερολη-

ψίας, όπως ϑα την ονοµάσουµε και µελετήσουµε στην επόµενη ενότητα)

είναι, κατ΄ αρχάς τουλάχιστον, αναντίρρητα λογική : επιβάλλει στον εκτι-

µητή T (X
˜
) να παίρνει «κατά µέσο όρο» τιµή ίση µε την υπό εκτίµηση

«ποσότητα» g(θ). ΄Οµως, η επιβολή της συνθήκης µηδενικής µεροληψίας

δηµιουργεί, ενδεχοµένως, αυξηµένη διασπορά VarθT . ∆εν αποκλείεται

δηλαδή ένας άλλος εκτιµητής µε µη µηδενική (αλλά σχετικά µικρή) µε-

ϱοληψία να έχει µικρότερη διασπορά και τελικά µικρότερο ΜΤΣ. Γενικά

διασπορά και µεροληψία αλληλοεπιδρούν ανταγωνιστικά· και προς επα-

λήθευση αυτού του ϕαινοµένου ας δούµε το επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 4.1.3. (κανονική κατανοµή µε γνωστό συντελεστή µε-

ταβλητότητας - εκτίµηση της µέσης τιµής) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα

τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (θ, κθ2), όπου κ > 0 γνωστή

σταθερά και θ 6= 0 άγνωστη παράµετρος, θ ∈ Θ = Rr{0}. Ο συντελεστής

µεταβλητότητας (δείκτης του µεγέθους της τυπικής απόκλισης σε σχέση

µε τη µέση τιµή) είναι ο ελεύθερος µονάδων αριθµός
√
VarθX1/|EθX1|,

που εδώ συµπίπτει µε το κ. Θεωρούµε εκτίµηση του θ (δηλαδή g(θ) = θ

στην προκειµένη περίπτωση) µε κριτήριο το ΜΤΣ. Επειδή το θ παριστά-

νει τη µέση τιµή της κατανοµής, EθX1 = θ, όπως ήδη ξέρουµε (Ενότητα

3.3.1α), ένας εκτιµητής του είναι το δειγµατικό του ανάλογο, ο δειγµατι-

κός µέσος X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi. Θα υπολογίσουµε, αρχικά, το ΜΤΣ του X̄ µέσω
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της σχέσης (4.3). ΄Εχουµε,

VarθX̄ = Varθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

VarθXi =
1

n2

n∑

i=1

κθ2 =
κθ2

n
,

ενώ

b(X̄, θ) = EθX̄ − θ = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
− θ =

1

n

n∑

i=1

EθXi − θ

=
1

n

n∑

i=1

θ − θ = θ − θ = 0 (µηδενική µεροληψία).

΄Αρα από τη σχέση (4.3), προκύπτει ότι

ΜΤΣ(X̄, θ) = VarθX̄ + b2(X̄, θ) = VarθX̄ =
κθ2

n
.

Σύµφωνα µε τη συζήτηση, που προηγήθηκε αυτού του παραδείγµατος, ο

δειγµατικός µέσος X̄ εκπροσωπεί την επιλογή εκτιµητή µηδενικής µερο-

ληψίας.

Ας εξετάσουµε τώρα κατά πόσον τροποποιώντας τον X̄ µπορούµε να

µειώσουµε τη διασπορά του µε την ελπίδα να µην αυξηθεί σηµαντικά

η µεροληψία, ώστε το τελικό «προϊόν» να είναι εκτιµητής µε µικρότερο

ΜΤΣ από αυτό του X̄. ∆εν είναι καθόλου προφανές, όµως δεν ϑα είχε

κανείς αντίρρηση να «δοκιµάσουµε» εκτιµητές της µορφής Tc = cX̄, όπου

c σταθερά µε c 6= 0 και |c| < 1, γιατί, τότε

Varθ(cX̄) = c2VarθX̄ < VarθX̄.

΄Οντως λοιπόν οι εκτιµητές της µορφής Tc επιτυγχάνουν µείωση της δια-

σποράς. Από την άλλη πλευρά, εισάγουν µεροληψία, αφού

b(Tc, θ) = EθTc − θ = Eθ(cX̄)− θ = cEθX̄ − θ = cθ − θ = (c− 1)θ 6= 0

µε απόλυτη τιµή (1 − c)|θ|. Επιπροσθέτως, κατανοούµε ότι για να µην

αυξηθεί σηµαντικά η µεροληψία, το c πρέπει να επιλεγεί «κοντά» στο 1,

για αυτό το λόγο ας ϑεωρήσουµε προς στιγµή ότι 0 < c < 1 (ας µη

ξεχνάµε ότι |c| < 1). Τότε η διασπορά VarθTc = c2VarθX̄ είναι αύξουσα

συνάρτηση του c, µεταβαλλόµενη από 0 για c → 0+ έως VarθX̄ για

c → 1−, ενώ η απόλυτη τιµή της µεροληψίας, |b(Tc, θ)| = (1 − c)|θ|,
είναι ϕθίνουσα ως προς c, µεταβαλλόµενη από 0 για c → 1− έως |θ|
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για c → 0+. Επιβεβαιώνεται δηλαδή το ϕαινόµενο η διασπορά και η

µεροληψία να µεταβάλλονται προς αντίθετες κατευθύνσεις. Είµαστε τώρα

σε ϑέση να µελετήσουµε το ΜΤΣ των εκτιµητών της µορφής Tc και να

εξετάσουµε κατά πόσον κάποιος εξ αυτών έχει µικρότερο ΜΤΣ από τον X̄.

Για κάθε c, έχουµε

ΜΤΣ(Tc, θ) = VarθTc + b2(Tc, θ) = c2κ
θ2

n
+ (c− 1)2θ2,

οπότε
ΜΤΣ(Tc, θ) < ΜΤΣ(X̄, θ), ∀ θ 6= 0

εάν και µόνον εάν

c2κ
θ2

n
+ (c− 1)2θ2 < κ

θ2

n
, ∀ θ 6= 0.

Αυτή η δευτεροβάθµια ως προς c ανίσωση ισοδύναµα γράφεται
(
1 +

κ

n

)
c2 − 2c+ 1− κ

n
< 0.

Προκύπτει εύκολα ότι παραπάνω ανισότητα αληθεύει για n−κ
n+κ < c < 1 και

αυτές οι τιµές του c ικανοποιούν επίσης και την αρχική συνθήκη |c| < 1.

Συµπερασµατικά, για κάθε σταθερά c (που δεν εξαρτάται από το θ, για-

τί διαφορετικά, εξ΄ ορισµού, ο Tc δεν ϑα ήταν στατιστική συνάρτηση) µε

c 6= 0 και n−κ
n+κ < c < 1, ο εκτιµητής Tc = cX̄ έχει µεν µη µηδενική µερο-

ληψία, αλλά µικρότερη διασπορά και µικρότερο ΜΤΣ από τον µηδενικής

µεροληψίας κλασικό εκτιµητή της µέσης τιµής θ, τον δειγµατικό µέσο X̄.

΄Ενα σχόλιο πριν κλείσουµε αυτό το παράδειγµα. ΄Ολοι οι εκτιµητές της

µορφής Tc = cX̄ µε c 6= 0 και n−κ
n+κ < c < 1 έχουν µικρότερο ΜΤΣ από

τον X̄. Ποιος όµως από αυτούς έχει το µικρότερο; Η απάντηση µπορεί

εύκολα να δοθεί ελαχιστοποιώντας ως προς c το

ΜΤΣ(Tc, θ) = c2κ
θ2

n
+ (c− 1)2θ2.

Η ελαχιστοποιούσα τιµή του c είναι c0 = n
n+κ και, επειδή n−κ

n+κ < c0 < 1,

ο εκτιµητής Tc0 = n
n+κX̄ έχει το ελάχιστο ΜΤΣ ίσο προς κ

n+κθ
2. �

Το προηγούµενο παράδειγµα µπορεί εύκολα να γενικευθεί ως εξής.

Παράδειγµα 4.1.4. (εκτιµητές ειδικής µορφής) ΄Εστω T εκτιµητής της

παραµέτρου θ µε EθT = θ και Varθ T = aθ2, όπου a > 0 γνωστή σταθερά
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και θ άγνωστη παράµετρος, θ ∈ Θ ⊂ R− {0}. Τότε, ϑεωρώντας εκτιµητές

της µορφής Tc = cT , όπου c σταθερά, το ΜΤΣ του Tc, λόγω της (4.3), είναι

ΜΤΣ(Tc, θ) = VarθTc + b2(Tc, θ) = c2aθ2 + (c− 1)2θ2,

που ελαχιστοποιείται ως προς c για την τιµή c0 = 1
1+a . Από τον ορισµό

του c0, έχουµε, ειδικά, ότι

ΜΤΣ(Tc0 , θ) < ΜΤΣ(T1, θ) = ΜΤΣ(T, θ), ∀ θ 6= 0.

Το Παράδειγµα 4.1.3 αντιστοιχεί στην περίπτωση T = X̄ και a = κ
n . Μία

άλλη ειδική περίπτωση είναι η ακόλουθη: ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα

τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή E(θ), όπου θ ∈ Θ = (0,∞)

άγνωστη παράµετρος. Επειδή EθX1 = θ, ϑεωρούµε ως εκτιµητή του θ τον

δειγµατικό µέσο T = X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi (Ενότητα 3.3.1α) και παρατηρούµε ότι

EθT = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n

n∑

i=1

EθXi =
1

n

n∑

i=1

θ = θ,

ενώ

VarθT = Varθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

VarθXi =
1

n2

n∑

i=1

θ2 =
θ2

n
.

Εποµένως, το παραπάνω γενικό αποτέλεσµα ισχύει µε a = 1
n και c0 =

1
1+1/n = n

n+1 , δηλαδή ο εκτιµητής Tc0 = n
n+1X̄ = 1

n+1

∑
i=1

n

Xi έχει µικρό-

τερο ΜΤΣ από τον X̄. �

΄Οπως είπαµε παραπάνω και όπως διαπιστώνεται από τα Παραδείγµατα

4.1.2 - 4.1.4, το ΜΤΣ είναι εν γένει συνάρτηση του θ ∈ Θ. ΄Ετσι, για

να «ανακηρύξουµε» έναν εκτιµητή καλύτερο ενός άλλου, και επειδή δεν

γνωρίζουµε την τιµή του θ, «αναγκαζόµαστε» να τους συγκρίνουµε για

κάθε δυνατή τιµή του θ στον παραµετρικό χώρο Θ. ∆ίνεται λοιπόν ο εξής

ορισµός.

Ορισµός 4.1.2. Για την εκτίµηση του g(θ), ένας εκτιµητής T1(X
˜
) λέγεται

καλύτερος από τον εκτιµητή T2(X
˜
) µε κριτήριο το ΜΤΣ, αν

(α) ΜΤΣ(T1, θ) ≤ ΜΤΣ(T2, θ), ∀ θ ∈ Θ

(ϐ) ΜΤΣ(T1, θ0) < ΜΤΣ(T2, θ0), για κάποιο θ0 ∈ Θ.
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Σε αυτήν την περίπτωση ο T2(X
˜
) λέγεται µη αποδεκτός εκτιµητής. ΄Ενας

εκτιµητής T (X
˜
) λέγεται αποδεκτός, εάν δεν υπάρχει καλύτερος του εκτιµη-

τής.

Είναι κατανοητό ότι δύο εκτιµητές T1(X
˜
) και T2(X

˜
) µπορεί να µην

είναι συγκρίσιµοι µε ϐάση τον Ορισµό 4.1.2. Αυτό ϑα συµβεί, αν το ΜΤΣ

του T1(X
˜
) είναι µικρότερο από το ΜΤΣ του T2(X

˜
) για κάποιες τιµές θ ∈ Θ

και το ΜΤΣ του T2 µικρότερο από το ΜΤΣ του T1(X
˜
) για κάποιες άλλες.

Σχήµα 4.3: ΜΤΣ των T (X
˜
) = 0.25 και Tn(X

˜
) = X̄, n = 1, 4, 7

Παράδειγµα 4.1.5. (Συνέχεια του Παραδείγµατος 4.1.2 - µη συγκρί-

σιµοι εκτιµητές) Στο Παράδειγµα 4.1.2, ϑέτοντας T1(X
˜
) = X̄ και T2(X

˜
) =

0.25, για θ = 0.25, έχουµε

ΜΤΣ(X̄, 0.25) =
1

4n
και ΜΤΣ(T (X

˜
), 0.25) = 0,

ενώ για θ = 0.95,

ΜΤΣ(X̄, 0.95) =
0.0475

n
και

ΜΤΣ(T (X
˜
), 0.95) = (0.25 − 0.95)2 = 0.49 >

0.475

n
, ∀ n = 1, 2, . . . ,
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δηλαδή ο X̄ και T (X
˜
) = 0.25 είναι µη συγκρίσιµοι (ϐλέπε Σχήµα 4.3). �

Αναφερόµενοι στο Παράδειγµα 4.1.1, ο X̄ είναι αποδεκτός εκτιµητής

του θ, όµως η απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος είναι πολύ πέραν του

σκοπού αυτών των σηµειώσεων (ϐλέπε Lehmann and Casella, 1998, σελ.

335). Επίσης, στο Παράδειγµα 4.1.3 ο X̄ δεν είναι αποδεκτός εκτιµη-

τής του θ, αφού ο Tc = cX̄, c 6= 0 και n−κ
n+κ < c < 1 έχει µικρότερο

ΜΤΣ. Παρόµοια, στο Παράδειγµα 4.1.4, ο 1
α+1T είναι καλύτερος από τον

Τ µε κριτήριο το ΜΤΣ. Η αποδεκτικότητα ενός εκτιµητή είναι µια ελάχι-

στη ιδιότητα-απαίτηση που ϑα Ϲητούσαµε από έναν υποψήφιο εκτιµητή µε

κριτήριο το ΜΤΣ. Πρακτικά, η αποδεκτικότητα σηµαίνει απλά και µόνον

ότι ο εκτιµητής δεν µπορεί να «αποκλειστεί» ή να «εξαιρεθεί» από το σύ-

νολο των εκτιµητών του g(θ). Για αυτό τον λόγο η αποδεκτικότητα συχνά

συνδυάζεται και µε την αναζήτηση άλλων ιδιοτήτων, όπως να είναι ο εκτι-

µητής Bayes ή minimax (ϐλέπε σχετικό σχόλιο στην Ενότητα 3.2). Από

την άλλη πλευρά, ένας µη αποδεκτός εκτιµητής απορρίπτεται µε κριτήριο

το ΜΤΣ, αφού υπάρχει καλύτερός του. Ας επιστρέψουµε τώρα στο Παρά-

δειγµα 4.1.2, για να συζητήσουµε την αποδεκτικότητα των εκτιµητών X̄

και T (X
˜
) = 0.25.

Παράδειγµα 4.1.6. (συνέχεια του Παραδείγµατος 4.1.2- αποδεκτι-

κότητα σταθεράς) Θα δείξουµε ότι ο T (X
˜
) = 0.25, παρότι παράδοξος

εκτιµητής, είναι αποδεκτός εκτιµητής του θ, χρησιµοποιώντας άτοπο απα-

γωγή. ΄Εστω ότι ο T (X
˜
) = 0.25 δεν είναι αποδεκτός. Τότε από τον Ορισµό

4.1.2 υπάρχει εκτιµητής T1(X
˜
), που δεν συµπίπτει µε τον T (X

˜
) = 0.25,

τέτοιος ώστε

ΜΤΣ(T1(X
˜
), θ) 6 ΜΤΣ(T (X

˜
), θ), ∀ θ ∈ (0, 1).

Επειδή ΜΤΣ(T (X
˜
), θ) = (θ − 0.25)2, για θ = 0.25 η ανισότητα γίνεται

ΜΤΣ(T1(X
˜
), 0.25) 6 (0.25−0.25)2=0 δηλαδή Eθ=0.25(T1(X

˜
)−0.25)2 6 0,

το οποίο σηµαίνει ότι

E0.25(T1(X
˜
)− 0.25)2 = 0 και εποµένως Pθ=0.25(T1(X

˜
) = 0.25) = 1.
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Η τελευταία ισότητα προκύπτει επειδή η σχέση EY 2 = 0 συνεπάγεται ότι

P(Y = 0) = 1. Καταλήξαµε λοιπόν ότι, για θ = 0.25, ο εκτιµητής T1(X
˜
)

συµπίπτει µε τη σταθερά 0.25, δηλαδή µε τον εκτιµητή T (X
˜
), όπερ άτοπο.

Με το ίδιο ακριβώς σκεπτικό, οποιαδήποτε άλλη σταθερά θ0 ∈ (0, 1) είναι

επίσης αποδεκτός εκτιµητής του θ. Για τον X̄ αναφέρουµε ότι είναι απο-

δεκτός, όµως η απόδειξη, όπως και στην περίπτωση του Παραδείγµατος

4.1.1, ξεπερνά κατά πολύ τα όρια αυτών των σηµειώσεων (ϐλέπε Lehmann

and Casella, 1998).

Ιδανικά, ϑα ϑέλαµε να ϐρούµε ένα ϐέλτιστο εκτιµητή, δηλαδή έναν

εκτιµητή που είναι καλύτερος από κάθε άλλον µε το κριτήριο του Ορισµού

4.1.2. ΄Οµως, ένας τέτοιος εκτιµητής, έστω T ∗(X
˜
) αν υπήρχε, ϑα έπρεπε

να ικανοποιεί τη σχέση

Pθ

(
T ∗(X

˜
) = g(θ)

)
= 1 , ∀ θ ∈ Θ, (4.4)

δηλαδή να εκτιµά το g(θ) χωρίς σφάλµα, το οποίο είναι αδύνατο να συµβεί,

εκτός από κάποιες τετριµµένες περιπτώσεις, όπως αυτή του Παραδείγµα-

τος 4.1.7 που δίνεται παρακάτω. Ας δούµε γιατί πρέπει να ισχύει η (4.4).

Θεωρούµε αυθαίρετο θ0 ∈ Θ και τον εκτιµητή T (X
˜
) = g(θ0), ο οποίος

αγνοώντας τα δεδοµένα X
˜

εκτιµά το g(θ) µε την τιµή g(θ0). Συγκρίνοντας

το ϐέλτιστο εκτιµητή T ∗(X
˜
) µε τον T (X

˜
) έχουµε ότι

ΜΤΣ(T ∗(X
˜
), θ) 6 ΜΤΣ(T (X

˜
), θ) ∀ θ ∈ Θ

ή, ισοδύναµα

Eθ

(
T ∗(X

˜
)− g(θ)

)2
6 Eθ(g(θ0)− g(θ))2 = (g(θ0)− g(θ))2 , ∀ θ ∈ Θ.

Για θ = θ0, η τελευταία ανισότητα γίνεται

Eθ0(T
∗(X
˜
)− g(θ0))

2 6 0, άρα, κατ΄ ανάγκη, Eθ0(T
∗(X
˜
)− g(θ0))

2 = 0,

οπότε, όπως στο Παράδειγµα 4.1.6, έχουµε

Pθ0

(
T ∗(X

˜
) = g(θ0)

)
= 1

που είναι η (4.4), αφού το θ0 είναι οποιοδήποτε σηµείο του Θ.
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Παράδειγµα 4.1.7. (ύπαρξη ϐέλτιστου εκτιµητή) ΄Εστω ότι θ ∈ Θ =

{0, 1}, g(θ) = θ και ότι τα δεδοµένα είναι µία µόνον παρατήρηση, X, µε

κατανοµή Pθ(X = θ) = 1, θ ∈ Θ. Τότε, ο εκτιµητής T ∗(X) = X είναι

ϐέλτιστος εκτιµητής του θ, αφού Pθ(T
∗(X) = θ) = 1, θ ∈ Θ.

Το Παράδειγµα 4.1.7 είναι µία ακραία και µη ϱεαλιστική κατάστα-

ση, αφού τα δεδοµένα X παίρνουν µία και µόνον τιµή που συµπίπτει µε

την υπό εκτίµηση παράµετρο θ και αποτελεί µη ενδιαφέρουσα εξαίρεση

του κανόνα µη ύπαρξης ϐέλτιστου εκτιµητή. ΄Ηταν ευθύς εξ αρχής, πολύ

ϕιλόδοξη η ιδέα αναζήτησης ϐέλτιστου εκτιµητή µεταξύ όλων των εκτιµη-

τών : το ΜΤΣ είναι συνάρτηση του θ ∈ Θ, άρα η γραφική παράσταση του

ΜΤΣ του ϐέλτιστου εκτιµητή ϑα έπρεπε να είναι κάτω από την αντίστοι-

χη οποιουδήποτε άλλου εκτιµητή, πράγµα αδύνατο λόγω της πληθώρας

των διαθέσιµων εκτιµητών. ∆ιατηρώντας το κριτήριο του Ορισµού 4.1.1,

ένας τρόπος να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα της µη ύπαρξης ϐέλτιστου

εκτιµητή είναι να περιορίσουµε την κλάση των εκτιµητών, απαιτώντας ο

εκτιµητής T (X
˜
) του g(θ) να έχει ειδική µορφή, όπως π.χ. οι εκτιµητές Tc

στα Παραδείγµατα 4.1.3 και 4.1.4 ή να ικανοποιεί κάποια «λογική» συν-

ϑήκη και µέσα στην µικρότερη αυτή κλάση εκτιµητών να αναζητήσουµε

τον καλύτερο µε κριτήριο το ΜΤΣ. Μία τέτοια συνθήκη που πρωτοείδαµε

ως συνθήκη µηδενικής µεροληψίας είναι η

EθT (X
˜
) = g(θ), ∀ θ ∈ Θ.

Η συνθήκη απαιτεί από τον εκτιµητή T (X
˜
) να παίρνει «κατά µέσο όρο»

τιµή ίση προς το g(θ), δηλαδή ίση προς την τιµή που έχει κληθεί να

εκτιµήσει, και αυτό να συµβαίνει όποια και αν είναι η άγνωστη τιµή θ. Η

συνθήκη της αµεροληψίας αποκλείει, π.χ., τις σταθερές ως εκτιµητές του

g(θ) (όπως αυτήν των Παραδειγµάτων 4.1.2 και 4.1.6) τις οποίες ούτως

ή άλλως δεν ϑα ϑέλαµε να χρησιµοποιήσουµε. Αυτήν τη συνθήκη τη

µελετάµε στην αµέσως επόµενη ενότητα. Ακολούθως στα Κεφάλαια 4 και

5, η αµεροληψία συνδυάζεται µε το κριτήριο του ΜΤΣ µε σκοπό την εύρεση

του καλύτερου εκτιµητή, µεταξύ όλων των αµερόληπτων εκτιµητών.
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4.2 Αµεροληψία

Η µεροληψία b(T, θ) = EθT (X
˜
)−g(θ) ενός εκτιµητή T (X

˜
) της τιµής g(θ)

µπορεί να είναι για δοθέν θ ∈ Θ, αρνητική, ϑετική ή µηδέν. Αρνητική

µεροληψία, EθT (X
˜
) < g(θ), ερµηνεύεται ως «τάση» του εκτιµητή T (X

˜
)

να υποεκτιµά το g(θ), ενώ αντίθετα ϑετική µεροληψία, EθT (X
˜
) > g(θ),

υποδηλώνει την «τάση» του εκτιµητή T (X
˜
) να υπερεκτιµά το g(θ). ΄Ο-

πως αναφέρεται στην Ενότητα 4.1, η µηδενική µεροληψία ή αµεροληψία

, δηλαδή EθT (X
˜
) = g(θ), έχει την ερµηνεία ότι «κατά µέσο όρο» ο ε-

κτιµητής T (X
˜
) παίρνει τιµή που συµπίπτει µε την προς εκτίµηση τιµή

g(θ). Η µεροληψία, αρνητική ή ϑετική, σε ορισµένες περιπτώσεις πρέπει

να αποφεύγεται (π.χ. η υπερεκτίµηση της πιθανότητας επιτυχίας µιας

χειρουργικής επέµβασης µπορεί να αποβεί ολέθρια για τον ασθενή), ενώ

σε άλλες περιπτώσεις µπορεί να είναι χρήσιµη, όπως αν ο επιδιωκόµενος

σκοπός είναι η µείωση του ΜΤΣ (ϐλέπε τα Παραδείγµατα 4.1.3, 4.1.4,

αλλά και την Πρόταση 4.3.1). Από την άλλη πλευρά, η αµεροληψία ϕα-

ντάζει ως µια λογική και ουδέτερη συµπεριφορά του εκτιµητή, η οποία σε

κάποιες περιπτώσεις είναι επιθυµητή είτε λόγω του υποκείµενου ϕυσικού

προβλήµατος είτε υπό τον «ϕόβο» ενδεχόµενων αρνητικών συνεπειών από

τη χρήση µεροληπτικού εκτιµητή. Αυτήν την οµολογουµένως ελκυστική

σε ονοµασία ιδιότητα της ουδετερότητας ορίζουµε και µελετάµε σε αυτήν

την ενότητα. Η τελική αποτίµησή της, όµως, γίνεται στο τέλος του Κεφα-

λαίου 6 µετά την ολοκλήρωση της µελέτης των αµερόληπτων εκτιµητών

ελάχιστης διασποράς.

Ορισµός 4.2.1. ΄Ενας εκτιµητής T (X
˜
) ονοµάζεται αµερόληπτος εκτιµητής

του g(θ), εάν

EθT (X
˜
) = g(θ), ∀ θ ∈ Θ.

Από τον ορισµό προκύπτει αµέσως ότι κάθε στατιστική συνάρτηση είναι

αµερόληπτος εκτιµητής της µέσης τιµής της (εφόσον αυτή εξαρτάται από

το θ). Για παράδειγµα, αν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από

την κανονική κατανοµή N (θ, 1), θ ∈ Θ = R, επειδή

EθXi = θ ∀ θ ∈ Θ,
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συµπεραίνουµε ότι οι στατιστικές συναρτήσεις

T1(X
˜
) = X1, T2(X

˜
) = X2, . . . , Tn(X

˜
) = Xn,

είναι αµερόληπτοι εκτιµητές του θ. Οµοίως, αν X είναι µια παρατήρηση

από την κανονική κατανοµή N (0, θ2), θ ∈ Θ = (0,∞), επειδή

EθX
2 = VarθX + (EθX)2 = θ2 ∀ θ ∈ Θ,

συµπεραίνουµε ότι η στατιστική συνάρτηση X2 εκτιµά αµερόληπτα τη

διασπορά θ2. Επιπλέον, για να απαντήσουµε στο ερώτηµα ποια τιµή εκτι-

µά αµερόληπτα η στατιστική συνάρτηση
√
X2 = |X| (µήπως την τυπική

απόκλιση
√
θ2 = θ;) δεν έχουµε παρά να ϐρούµε τη µέση τιµή Eθ|X|.

΄Εχουµε λοιπόν

Eθ|X| =
∫ ∞

−∞
|x| 1

θ
√
2π

e−
x2

2θ2 dx = 2

∫ ∞

0
x

1

θ
√
2π

e−
x2

2θ2 dx =

√
2√
π
θ, ∀ θ ∈ Θ

(ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος έχει γίνει στο Παράδειγµα 4.1.1), δη-

λαδή η στατιστική συνάρτηση |X| εκτιµά αµερόληπτα την τιµή
√
2√
π
θ (και

όχι την τυπική απόκλιση θ). Αντίστροφα, δοθείσης συνάρτησης g, µεγαλύ-

τερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το ερώτηµα κατά πόσον υπάρχει αµερόλη-

πτος εκτιµητής της τιµής g(θ) και αν υπάρχει, πόσοι άλλοι αµερόληπτοι

εκτιµητές υπάρχουν. Η απάντηση δίνεται στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 4.2.1. (α) Εάν υπάρχουν δύο αµερόληπτοι εκτιµητές του g(θ),

τότε υπάρχει ένα µη αριθµήσιµο πλήθος αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ).

(ϐ) Το σύνολο των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) είναι ή κενό ή µονοσύ-

νολο ή µη αριθµήσιµο.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω T1 6= T0 δύο αµερόληπτοι εκτιµητές του g(θ). Για

κάθε σταθερά α ∈ [0, 1], ορίζουµε Tα = αT1+(1−α)T0 και παρατηρούµε

ότι

EθTα = Eθ (αT1 + (1− α)T0) = αEθT1 + (1− α)EθT0

= αg(θ) + (1− α)g(θ) = g(θ) ∀ θ ∈ Θ,
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δηλαδή ο Tα είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ). Επιπροσθέτως, για

α, β ∈ [0, 1] µε α 6= β, έχουµε ότι Tα 6= Tβ. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι, αν

υπάρχουν δύο αµερόληπτοι εκτιµητές, τότε υπάρχει ένα µη αριθµήσιµο

σύνολο αµερόληπτων εκτιµητών, το

{Tα = αT1 + (1− α)T0 : α ∈ [0, 1]} .

(ϐ) Αν δεν υπάρχουν δύο αµερόληπτοι εκτιµητές του g(θ), τότε ή δεν υ-

πάρχει κανένας ή υπάρχει µόνον ένας αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ)

και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης.

Σηµειώνουµε ότι η πλέον ενδιαφέρουσα περίπτωση από τις τρεις της

Πρότασης 4.2.1 είναι η τρίτη, γιατί ϑέτει αµέσως το ϑέµα επιλογής του

καλύτερου µεταξύ όλων των, µη αριθµήσιµα πολλών, αµερόληπτων εκτι-

µητών. Τα επόµενα δύο κεφάλαια ασχολούνται ακριβώς µε αυτό το ϑέµα.

Οι άλλες δύο περιπτώσεις καλύπτονται στα Παραδείγµατα 4.2.3 και 4.2.5.

Είδαµε παραπάνω ότι, αν X ∼ N (0, θ2), X2 είναι αµερόληπτος ε-

κτιµητής του θ2, ενώ
√
X2 = |X| δεν είναι αµερόληπτος εκτιµητής του√

θ2 = θ (αλλά του
√
2√
π
θ). Γενικά, λοιπόν, πρέπει να γνωρίζουµε ότι η

αµεροληψία δεν µεταβιβάζεται σε µετασχηµατισµούς του εκτιµητή ή του

g(θ). Ο T (X
˜
) µπορεί να είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), αλλά ο

h
(
T (X
˜
)
)

µεροληπτικός για το h (g(θ)). Τέτοιοι µεροληπτικοί µετασχη-

µατισµοί αµερόληπτων εκτιµητών δίνονται παρακάτω στην Παρατήρηση

4.2.1. Μια, όµως, σηµαντική περίπτωση µετασχηµατισµών, όπου µεταβι-

ϐάζεται η αµεροληψία, είναι αυτή των γραµµικών µετασχηµατισµών και

αυτό αποδεικνύεται στην ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.2.2. (α) ΄Εστω T (X
˜
) αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) και α, β

σταθερές (µη εξαρτώµενες από το θ). Τότε αT (X
˜
) + β είναι αµερόληπτος

εκτιµητής του αg(θ) + β.

(ϐ) ΄Εστω Ti(X
˜
) αµερόληπτος εκτιµητής του gi(θ), i = 1, . . . , κ και αi, i =

1, . . . , κ σταθερές (µη εξαρτώµενες από το θ). Τότε α1T1(X
˜
)+· · ·+ακTκ(X

˜
)

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του α1g1(θ) + · · · + ακgκ(θ).
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Απόδειξη. (α) Λόγω της γραµµικής ιδιότητας της µέσης τιµής έχουµε

Eθ(αT (X
˜
) + β) = αEθT (X

˜
) + β = αg(θ) + β, ∀ θ ∈ Θ.

(ϐ) Λόγω της προσθετικής και της γραµµικής ιδιότητας της µέσης τιµής

έχουµε

Eθ(α1T1(X
˜
) + · · ·+ ακTκ(X

˜
)) = α1EθT1(X

˜
) + · · · + ακEθTκ(X

˜
)

= α1g1(θ) + · · ·+ ακgκ(θ), ∀ θ ∈ Θ.

Η αξία της Πρότασης 4.2.2 έγκειται στο γεγονός ότι παρέχει, κατ΄ ευ-

ϑείαν, αµερόληπτο εκτιµητή οποιουδήποτε γραµµικού µετασχηµατισµού

του g(θ), έχοντας διαθέσιµο έναν αµερόληπτο εκτιµητή του g(θ). Επίσης,

στην περίπτωση που το g(θ) είναι άθροισµα τιµών, g(θ) =
∑
i=1

κ

αigi(θ), η

Πρόταση 4.2.2 ανάγει την εύρεση αµερόληπτου εκτιµητή του g(θ) στην εύ-

ϱεση αµερόληπτων εκτιµητών των προσθετέων gi(θ), που µπορεί να είναι

πιο εύκολο να εκτιµηθούν αµερόληπτα. Σηµειώνουµε ότι είναι απαραί-

τητο οι σταθερές να µην εξαρτώνται από την άγνωστη παράµετρο θ. ΄Ετσι,

αν T (X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), τότε 2T (X

˜
) + 1 είναι α-

µερόληπτος εκτιµητής του 2g(θ) + 1. ΄Οµως, ο θT (X
˜
) + 1 δεν είναι καν

εκτιµητής του θg(θ) + 1 επειδή δεν είναι στατιστική συνάρτηση, παρότι η

τυχαία µεταβλητή θT (X
˜
) + 1 ικανοποιεί τη σχέση

Eθ(θT (X
˜
) + 1) = θg(θ) + 1, ∀ θ ∈ Θ.

Παρατήρηση 4.2.1. ΄Εστω T (X
˜
) αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), οπότε

ο T (X
˜
) δεν είναι σταθερά (αν ήταν, π.χ. T (X

˜
) = 5, τότε g(θ) = EθT (X

˜
) =

5 και δεν ϑα είχε νόηµα το πρόβληµα εκτίµησης του g(θ)). Θεωρώντας τον

T 2(X
˜
) ως εκτιµητής του g2(θ) παρατηρούµε ότι η µεροληψία του είναι

b(T 2, θ) = EθT
2(X
˜
)− g2(θ) = EθT

2(X
˜
)−

(
EθT (X

˜
)
)2

= VarθT (X
˜
) > 0, ∀ θ ∈ Θ.

Ενώ δηλαδή ο T (X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), ο T 2(X

˜
) είναι

ϑετικά µεροληπτικός εκτιµητής του g2(θ), για κάθε θ ∈ Θ. Γενικότερα,
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αν h είναι µια αυστηρά κυρτή συνάρτηση, από την ανισότητα Jensen

(Πρόταση 1.5.2) έχουµε

Eθh
(
T (X
˜
)
)
> h

(
EθT (X

˜
)
)
= h (g(θ)) ,

δηλαδή ο h
(
T (X
˜
)
)

είναι ϑετικά µεροληπτικός εκτιµητής του h (g(θ)). Ο-

µοίως, αν h είναι µια αυστηρά κοίλη συνάρτηση, ο h
(
T (X
˜
)
)

είναι αρνη-

τικά µεροληπτικός εκτιµητής του h (g(θ)). Η Πρόταση 4.2.2 είναι λοιπόν

µια εξαίρεση του κανόνα ότι η αµεροληψία δεν µεταβιβάζεται σε µετασχη-

µατισµούς. �

Στις επόµενες προτάσεις παραθέτουµε αµερόληπτους εκτιµητές σηµα-

ντικών παραµέτρων µιας κατανοµής, όπως η µέση τιµή και η διασπορά,

αλλά και της συνάρτησης κατανοµής καθώς και της πιθανότητας δοθέντος

ενδεχοµένου. Οι προτάσεις αυτές είναι µη παραµετρικού χαρακτήρα,

ανήκουν δηλαδή στην περιοχή της Μη Παραµετρικής Στατιστικής Συµπε-

ϱασµατολογίας, αφού δεν γίνεται καµµία υπόθεση για τον (µαθηµατικό)

τύπο της πυκνότητας της κατανοµής.

Πρόταση 4.2.3. (αµερόληπτος εκτιµητής της µέσης τιµής µιας κα-

τανοµής) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από µία αυθαίρετη

κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ και g(θ) = EθX1 = µ η µέση τιµή

της κατανοµής.

(α) Για κάθε n ≥ 1 ο δειγµατικός µέσος X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι αµερόληπτος

εκτιµητής του µ, δηλαδή EθX̄ = µ για κάθε θ ∈ Θ.

(ϐ) VarθX̄ = σ2

n , όπου σ2 = VarθX1 είναι η διασπορά της κατανοµής.

Απόδειξη. Από τις ιδιότητες της µέσης τιµής έχουµε

EθX̄ = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n
Eθ

(
n∑

i=1

Xi

)

=
1

n

n∑

i=1

EθXi =
1

n

n∑

i=1

µ =
1

n
nµ = µ, ∀ θ ∈ Θ.
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Ανάλογα,

VarθX̄ = Varθ

(
1

n

n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2
Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑

i=1

VarθXi

=
1

n2

n∑

i=1

σ2 =
1

n2
nσ2 =

σ2

n
.

Παρατήρηση 4.2.2. Για την απόδειξη της αµεροληψίας του X̄ χρησιµο-

ποιήσαµε µόνο το γεγονός ότι EθXi = µ, i = 1, . . . , n, ενώ δεν χρειάστηκε

η ανεξαρτησία ή η κοινή κατανοµή των X1, . . . ,Xn. Εποµένως, ο δειγ-

µατικός µέσος X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι αµερόληπτος εκτιµητής του µ, ακόµη

και αν οι παρατηρήσεις X1, . . . ,Xn είναι εξαρτηµένες µε διαφορετικές

κατανοµές αλλά µε κοινή µέση τιµή µ.

Πρόταση 4.2.4. (αµερόληπτος εκτιµητής της διασποράς µιας κατα-

νοµής) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) , ένα τυχαίο δείγµα από µία αυθαίρετη

κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ και g(θ) = Eθ (X1 − EθX1)
2 = σ2

η διασπορά της κατανοµής.

(α) Για κάθε n ≥ 1, εάν η µέση τιµή EθX1 = µ είναι γνωστή σταθερά,

τότε S2
µ = 1

n

∑
i=1

n

(Xi − µ)2 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του σ2, δηλαδή

EθS
2
µ = σ2 για κάθε θ ∈ Θ.

(ϐ) Για κάθε n ≥ 2, η δειγµατική διασπορά που ορίζεται από τη σχέ-

ση S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
είναι αµερόληπτος εκτιµητής του σ2, δηλαδή

EθS
2 = σ2 για κάθε θ ∈ Θ.

(γ) VarθS
2 =

Eθ[(X1−EθX1)
4]

n − (n−3)σ4

n(n−1) (n ≥ 2).

Απόδειξη. (α) Επειδή το µ είναι γνωστή σταθερά (άρα µη εξαρτώµενη από

την άγνωστη παράµετρο θ), η τυχαία µεταβλητή S2
µ = 1

n

∑
i=1

n

(Xi − µ)2 είναι

στατιστική συνάρτηση, συνεπώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εκτιµητής

του σ2 και µάλιστα είναι το δειγµατικό ανάλογο του σ2 (ϐλέπε Ενότητα
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3.3.1γ). ΄Εχουµε ότι

EθS
2
µ = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

(Xi − µ)2

)
=

1

n

n∑

i=1

Eθ (Xi − µ)2

=
1

n

n∑

i=1

σ2 =
1

n
nσ2 = σ2,∀ θ ∈ Θ.

(ϐ) Ισχύει

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =

n∑

i=1

(X2
i + X̄2 − 2X̄Xi) =

n∑

i=1

X2
i + nX̄2 − 2X̄

n∑

i=1

Xi

=

n∑

i=1

X2
i + nX̄2 − 2X̄nX̄ =

n∑

i=1

X2
i − nX̄2.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση

EY 2 = VarY + (EY )2,

ϐρίσκουµε, από την Πρόταση 4.2.3, ότι

EX2
i = VarXi+(EXi)

2 = σ2+µ2 και EX̄2 = VarX̄+(EX̄)2 =
σ2

n
+µ2.

Εποµένως, έχουµε

EθS
2 =

1

n− 1
Eθ

(
n∑

i=1

(Xi − X̄)2

)
=

1

n− 1
Eθ

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

EθX
2
i − nEθX̄

2

}

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

(σ2 + µ2)− n

(
σ2

n
+ µ2

)}

=
1

n− 1

{
n(σ2 + µ2)− n

(
σ2

n
+ µ2

)}

=
1

n− 1
(n− 1)σ2 = σ2, ∀ θ ∈ Θ.

(γ) Η απόδειξη παραλείπεται επειδή υπερβαίνει το επίπεδο αυτών των

σηµειώσεων. Ως άσκηση, µε υποδείξεις, δίνεται στο ϐιβλίο Γ. Ηλιόπουλος

(2013, σελ. 51).
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Παρατήρηση 4.2.3. Στην περίπτωση που η µέση τιµή EθXi = µ εξαρτά-

ται από την άγνωστη παράµετρο θ, η τυχαία µεταβλητή 1
n

∑
i=1

n

(Xi −µ)2 δεν

είναι στατιστική συνάρτηση, άρα πολύ περισσότερο δεν είναι εκτιµητής

του σ2. Πάντως, το γεγονός αυτό δεν αναιρεί τη σχέση

Eθ

(
1

n

n∑

i=1

(Xi − µ)2

)
= σ2, ∀ θ ∈ Θ,

που εξακολουθεί να ισχύει ως µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής 1
n

∑
i=1

n

(Xi−
µ)2. Η δειγµατική διασπορά, S2, µπορεί να ϑεωρηθεί ότι προκύπτει από

την τυχαία µεταβλητή 1
n

∑
i=1

n

(Xi−µ)2, αντικαθιστώντας το άγνωστο µ µε τον

εκτιµητή του, X̄. Αυτή η αντικατάσταση, όµως, µεταβάλλει τη µέση τιµή

σε

Eθ

(
n∑

i=1

(Xi − X̄)2

)
= (n− 1)σ2 από Eθ

(
n∑

i=1

(Xi − µ)2

)
= nσ2,

οπότε η συνθήκη της αµεροληψίας επιβάλλει τον διαιρέτη n − 1 αντί για

n. ΄Ετσι τελικά προκύπτει η δειγµατική διασπορά S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2

ως αµερόληπτος εκτιµητής του σ2, ενώ, αν χρησιµοποιήσουµε τον S2
∗ =

1
n

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2, τότε

EθS
2
∗ = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)2

)
=

1

n
(n− 1)σ2 < σ2,

δηλαδή ο S2
∗ = 1

n

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 έχει αρνητική µεροληψία ,

b(S2
∗ , θ) = EθS

2
∗ − σ2 =

n− 1

n
σ2 − σ2 = −σ2

n
,

και συνεπώς την «τάση» να υποεκτιµά το σ2. Προκειµένου λοιπόν να

διορθωθεί αυτή η «τάση» υποεκτίµησης του σ2, αυξάνουµε τον εκτιµητή

S2
∗ διαιρώντας το

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 µε σταθερά µικρότερη του n και η «σωστή»

σταθερά, ώστε να επιτευγχθεί η αµεροληψία είναι n− 1.

Παραθέτουµε τώρα µερικά παραδείγµατα εφαρµογής των Προτάσεων

4.2.3 και 4.2.4.
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Παράδειγµα 4.2.1. (οµοιόµορφη κατανοµή, συµµετρική γύρω από

το µηδέν) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιό-

µορφη κατανοµή στο διάστηµα (−θ, θ), U(−θ, θ), όπου θ ∈ Θ = (0,∞)

είναι άγνωστη παράµετρος. ΄Εχουµε ότι EθX1 = 0 και VarθX1 = θ2

3 . Η

Πρόταση 4.2.4 ισχύει για αυθαίρετη κατανοµή, άρα και για την U(−θ, θ).

Εποµένως οι εκτιµητές S2
0 = 1

n

∑
i=1

n

X2
i και S2 = 1

n−1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 είναι α-

µερόληπτοι εκτιµητές του θ2

3 και λόγω της Πρότασης 4.2.2 οι 3S2
0 και 3S2

είναι αµερόληπτοι εκτιµητές του θ2. Εναλλακτικά, µπορούµε να πούµε

ότι λόγω αµεροληψίας

EθS
2
0 =

θ2

3
ή 3EθS

2
0 = θ2 ή Eθ(3S

2
0) = θ2, ∀ θ ∈ Θ,

που σηµαίνει ότι 3S2
0 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2. Ανάλογα κατα-

λήγουµε ότι 3S2 είναι επίσης αµερόληπτος εκτιµητής του θ2. Σηµειώνου-

µε ότι υπάρχουν καλύτεροι αµερόληπτοι και µη αµερόληπτοι εκτιµητές

από τους S2
0 και S2, µε κριτήριο το ΜΤΣ, δηλαδή οι S2

0 και S2 είναι µη

αποδεκτοί (ϐλέπε ΄Ασκηση 6.18).

Παράδειγµα 4.2.2. (κανονικές κατανοµές µε κοινή µέση τιµή)

(α) Θεωρούµε παρατηρήσειςX1, . . . ,Xn µε κανονικές κατανοµέςN (θ, σ2
1),

. . . ,N (θ, σ2
n), αντίστοιχα, και όχι κατ΄ ανάγκη ανεξάρτητες, όπου θ ∈ Θ =

R είναι άγνωστη παράµετρος και σ2
i , i = 1 . . . , n είναι γνωστές σταθερές.

Επειδή, EθXi = θ, i = 1 . . . , n, από την Παρατήρηση 4.2.2 προκύπτει

ότι ο δειγµατικός µέσος X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

(ϐ) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) , n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα, από την κανονι-

κή κατανοµή N (θ, κθ2), όπου θ ∈ Θ = Rr{0} είναι άγνωστη παράµετρος

και κ > 0, γνωστή σταθερά (ϐλέπε επίσης το Παράδειγµα 4.1.3). Επειδή

το θ είναι η µέση τιµή της κατανοµής, EθX1 = θ, από την Πρόταση 4.2.3

συµπεραίνουµε ότι ο δειγµατικός µέσος X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι αµερόληπτος

εκτιµητής του θ. Επίσης, επειδή VarθX1 = κθ2, από την Πρόταση 4.2.4,

προκύπτει ότι η δειγµατική διασπορά S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi−X̄)2 είναι αµερό-

ληπτος εκτιµητής του κθ2 και συνεπώς από την Πρόταση 4.2.1, S2

κ είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του θ2.
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(γ) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατα-

νοµή N (2θ + 1, 1), όπου θ ∈ Θ = R είναι άγνωστη παράµετρος. Επειδή

η µέση τιµή της κατανοµής είναι 2θ + 1, EθX1 = 2θ + 1, από την Πρότα-

ση 4.2.3, ο δειγµατικός µέσος X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι αµερόληπτος εκτιµητής

του 2θ + 1. Θα ϐρούµε τώρα αµερόληπτο εκτιµητή του θ ως ακολούθως.

Θέτουµε g(θ) = 2θ + 1 και λύνουµε ως προς θ, θ = 1
2g(θ)− 1

2 , οπότε από

την Πρόταση 4.2.2, µε α = 1
2 , β = −1

2 , προκύπτει ο 1
2X̄ − 1

2 ως αµε-

ϱόληπτος εκτιµητής του θ. Εναλλακτικά, από τον ορισµό αµεροληψίας,

έχουµε EθX̄ = 2θ + 1 και λύνουµε πάλι ως προς θ,

θ =
1

2
EθX̄− 1

2
= Eθ

(
1

2
X̄ − 1

2

)
, δηλαδή Eθ

(
1

2
X̄ − 1

2

)
= θ, ∀ θ ∈ Θ,

που εξ ορισµού σηµαίνει ότι 1
2X̄ − 1

2 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

�

Οι επόµενες δύο προτάσεις παρέχουν αµερόληπτους εκτιµητές της συ-

νάρτησης κατανοµής και της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου (σε πιο αδρές

γραµµές, ενός ποσοστού που αναφέρεται σε αυτήν την κατανοµή). Υ-

πενθυµίζουµε ότι στην Ενότητα 3.3.1.δ ορίστηκε η εµπειρική συνάρτηση

κατανοµής και δικαιολογήθηκε ότι έχει έννοια να χρησιµοποιείται για την

εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής, ως το δειγµατικό ανάλογό της. Η

επόµενη πρόταση αποδεικνύει την αµεροληψία της. Η δείκτρια συνάρ-

τηση, που εµφανίζεται στην πρόταση έχει οριστεί στην Ενότητα 3.3.1.δ

.

Πρόταση 4.2.5. (αµερόληπτος εκτιµητής της συνάρτησης κατανοµής

σε δοθέν σηµείο) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από µία αυ-

ϑαίρετη κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ, και συνάρτηση κατανοµής

F (x; θ) = Pθ(X1 ≤ x), x ∈ R.

(α) Για κάθε n ≥ 1, η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής F̂ (x) = 1
n

∑
i=1

n

I(−∞,x](Xi)

είναι αµερόληπτος εκτιµητής της συνάρτησης κατανοµής F (x; θ), δηλαδή

EθF̂ (x) = F (x; θ), ∀ θ ∈ Θ, ∀ x ∈ R.

(ϐ) VarθF̂ (x) =
F (x; θ) (1− F (x; θ))

n
, ∀ θ ∈ Θ, ∀ x ∈ R.
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Απόδειξη. (α) Θέτουµε Yi = I(−∞,x](Xi), i = 1 . . . , n, και παρατηρούµε

ότι οι τυχαίες µεταβλητές Y1, . . . , Yn είναι ανεξάρτητες, επειδή κάθε µία εί-

ναι συνάρτηση µιας και µόνον εκ των X1, . . . ,Xn, έχουν κοινή κατανοµή,

αφού οι X1, . . . ,Xn έχουν κοινή κατανοµή, ενώ οι τιµές τους είναι 1 ή 0

εξ ορισµού της δείκτριας συνάρτησης. Εποµένως, οι Y1, . . . , Yn αποτελούν

ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο

p = Pθ(Y1 = 1) = Pθ (X1 ∈ (−∞, x]) = Pθ(X1 ≤ x) = F (x; θ).

Η µέση τιµή της κατανοµής Bernoulli είναι ίση µε την παράµετρό της,

δηλαδή στην προκειµένη περίπτωση έχουµε ότι EθY1 = p = F (x; θ).

Συνεπώς, η προς εκτίµηση παράµετρος F (x; θ) συµπίπτει µε τη µέση τιµή

της κοινής κατανοµής του τυχαίου δείγµατος Y1, . . . , Yn και εποµένως,

από την Πρόταση 4.2.3, ο δειγµατικός µέσος των Y1, . . . , Yn, Ȳ = 1
n

∑
i=1

n

Yi

είναι αµερόληπτος εκτιµητής της. ΄Αρα έχουµε

EθȲ = F (x; θ), ∀ θ ∈ Θ, ∀ x ∈ R,

και αντικαθιστώντας τα Yi στην τελευταία σχέση,

Eθ

(
1
n

∑n
i=1 I(−∞,x](Xi)

)
= F (x; θ), δηλαδή EθF̂ (x) = F (x; θ), ∀ θ ∈ Θ,

∀ x ∈ R. Εναλλακτικά, το τελευταίο µέρος της απόδειξης µπορεί να

παραχθεί και ως ακολούθως. Επειδή EθYi = F (x; θ), i = 1 . . . , n, έχουµε

EθF̂ (x) = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

I(−∞,x](Xi)

)
= Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Yi

)
=

1

n

n∑

i=1

EθYi

=
1

n

n∑

i=1

F (x; θ) =
1

n
nF (x; θ) = F (x; θ), ∀ θ ∈ Θ, ∀ x ∈ R.

(ϐ) Η κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p έχει διασπορά σ2 = p(1− p),

άρα στην περίπτωση των Y1, . . . , Yn έχουµε

VarθYi = σ2 = p(1− p) = F (x; θ) (1− F (x; θ)) .

Συνεπώς, από την Πρόταση 4.2.3, ϐλέποντας τα Yi ως Xi, προκύπτει

VarθF̂ (x) = Varθ(Ȳ ) =
σ2

n
=

F (x; θ) (1− F (x; θ))

n
, ∀ θ ∈ Θ, ∀ x ∈ R.
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Για την επόµενη πρόταση ϑεωρούµε ένα τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn)

από µία κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ, και έστω B δοθέν υπο-

σύνολο του συνόλου τιµών της. ΄Εστω προς εκτίµηση η πιθανότητα του

ενδεχοµένου B, δηλαδή g(θ) = Pθ(X1 ∈ B). Αν ϑεωρήσουµε ως «επιτυ-

χία» το ενδεχόµενο X1 ∈ B, τότε το g(θ) είναι η πιθανότητα «επιτυχίας»

δηλαδή η παράµετρος µιας κατανοµής Bernoulli. ∆ιαφορετικά, το g(θ)

µπορεί να ερµηνευθεί ως το ποσοστό των τιµών της κατανοµής που ανή-

κουν στο σύνολο B. Στην Ενότητα 3.3.1.ε, δόθηκε ως εκτιµητής του g(θ)

το δειγµατικό ανάλογό του, 1
n

∑
i=1

n

IB(Xi). Η επόµενη πρόταση αποδεικνύει

την αµεροληψία αυτού του εκτιµητή. Επιπροσθέτως, αποτελεί γενίκευση

της Πρότασης 4.2.5, αφού για B = (−∞, x] προκύπτει ακριβώς αυτή η

πρόταση.

Πρόταση 4.2.6. (αµερόληπτος εκτιµητής της πιθανότητας ενός εν-

δεχοµένου) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από αυθαίρετη

κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ και B υποσύνολο του συνόλου των

τιµών της.

(α). Για κάθε n ≥ 1, η στατιστική συνάρτηση 1
n

∑
i=1

n

IB(Xi) είναι αµερόλη-

πτος εκτιµητής της πιθανότητας Pθ(X1 ∈ B), δηλαδή

Eθ

(
1

n

n∑

i=1

IB(Xi)

)
= Pθ(X1 ∈ B), ∀ θ ∈ Θ.

(ϐ). Varθ

(
1
n

∑
i=1

n

IB(Xi)
)
=

Pθ(X1 ∈ B) (1− Pθ(X1 ∈ B))

n
.

Απόδειξη. Είναι εντελώς παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης 4.2.5,

αρκεί να ϑέσουµε Zi = IB(Xi), i = 1, . . . , n, και να παρατηρήσουµε ότι

οι Z1, . . . , Zn αποτελούν τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli µε

παράµετρο p = Pθ(X1 ∈ B).

Παραθέτουµε µερικά ακόµη παραδείγµατα εµπέδωσης της έννοιας της

αµεροληψίας.

Παράδειγµα 4.2.3. (κατανοµή Bernoulli-ικανή και αναγκαία συν-

ϑήκη για την ύπαρξη αµερόληπτου εκτιµητή του g(ϑ)) ΄Εστω X
˜

=
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(X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ), ό-

που θ ∈ Θ = (0, 1). Για την εκτίµηση του θ, παρατηρούµε ότι θ =

Pθ(X1 = 1), άρα εφαρµόζοντας την Πρόταση 4.2.6 µε B = {1}, προκύ-

πτει ο αµερόληπτος εκτιµητής του θ,

1

n

n∑

i=1

I{1}(Xi) =
1

n

n∑

i=1

Xi = X̄,

µε την προτελευταία ισότητα να ισχύει επειδή Xi = 1 ή 0, i = 1 . . . , n.

Στον ίδιο εκτιµητή ϑα καταλήξουµε, αν λάβουµε υπ΄ όψη ότι η παράµε-

τρος θ είναι η µέση τιµή της κατανοµής, EθX1 = θ, και εφαρµόσουµε την

Πρόταση 4.2.3.

Θα αναζητήσουµε τώρα αµερόληπτο εκτιµητή του θ2. Εφαρµόζοντας την

αρχή της αντικατάστασης (ϐλέπε Ενότητα 3.3.2), ϑεωρούµε ως εκτιµητή

του θ2 τον X̄2. Επειδή µας ενδιαφέρει η αµεροληψία του X̄2, υπολογί-

Ϲουµε την EθX̄
2 από τη σχέση

EθX̄
2 = VarθX̄ +

(
EθX̄

)2
.

Λόγω αµεροληψίας του X̄, έχουµε EθX̄ = θ, ενώ από την Πρόταση 4.2.3

(ϐ), επειδή VarθX1 = θ(1− θ), έχουµε

VarθX̄ =
θ(1− θ)

n
.

Συνεπώς,

EθX̄
2 =

θ(1− θ)

n
+ θ2 =

n− 1

n
θ2 +

θ

n
,

το οποίο σηµαίνει ότι ο X̄2 δεν είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2 (πα-

ϱότι ο X̄ είναι για το θ - ϐλέπε, ξανά, την Παρατήρηση 4.2.1). Αν στο

δεύτερο µέλος της τελευταίας ισότητας δεν υπήρχε ο όρος θ
n ή υπήρχε στη

ϑέση του κάποια σταθερά µη εξαρτώµενη από το θ, ϑα ήταν πιο εύκολο να

καταλήξουµε σε έναν αµερόληπτο εκτιµητή του θ2, λύνοντας την αντίστοι-

χη ισότητα ως προς θ2. Αυτό ϑα κάνουµε και τώρα, αφού προηγηθεί ένα

σηµαντικό ενδιάµεσο ϐήµα, το ακόλουθο. Επειδή EθX̄ = θ, προκύπτει

ότι
EθX̄

2 =
n− 1

n
θ2 +

EθX̄

n
.

Λύνοντας ως προς θ2, για n ≥ 2, καταλήγουµε ότι

θ2 = n

(
EθX̄

2 − 1

n
EθX̄

)
/ (n− 1) = Eθ

[
n− 1

n

(
X̄2 − 1

n
X̄

)]
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ή

Eθ

[
n

n− 1
X̄

(
X̄ − 1

n

)]
= θ2, ∀ 0 < θ < 1 (n ≥ 2),

δηλαδή ο εκτιµητής n
n−1X̄

(
X̄ − 1

n

)
είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2.

Συνεχίζοντας, ϑα ϑέσουµε και ϑα απαντήσουµε το ερώτηµα: Για ποιες

συναρτήσεις g υπάρχει αµερόληπτος εκτιµητής της τιµής g(θ); ΄Εστω T (X
˜
)

αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), οπότε

EθT (X
˜
) = g(θ), ∀ θ ∈ (0, 1).

Η πυκνότητας της παρατήρησης Xi είναι

f1(xi; θ) = θxi(1− θ)1−xi , xi = 1 ή 0, i = 1, . . . , n

και εποµένως, λόγω ανεξαρτησίας, η πυκνότητα του X
˜

= (X1, . . . ,Xn)

είναι

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n−
∑n

i=1 xi ,

x
˜
= (x1, . . . , xn) µε xi = 1 ή 0. Τότε, από τον ορισµό της µέσης τιµής, η

συνθήκη της αµεροληψίας γράφεται
∑

x
˜
T (x
˜
)f(x

˜
; θ) = g(θ) ή

∑

x
˜

T (x
˜
)θ

∑n
i=1 xi(1− θ)n−

∑n
i=1 xi = g(θ), ∀ θ ∈ (0, 1).

Παρατηρούµε τώρα ότι το άθροισµα
∑
i=1

n

xi παίρνει τιµές 0, 1, . . . , n και ε-

ποµένως το πρώτο µέλος της τελευταίας σχέσης είναι πολυώνυµο ως προς

θ ϐαθµού το πολύ n, αφού για κάθε x
˜

το T (x
˜
), ως τιµή του εκτιµητή,

είναι σταθερά µη εξαρτώµενη από το θ. ΄Αρα και το δεύτερο µέλος αυτής

της σχέσης, δηλαδή η συνάρτηση g(θ), είναι ένα πολυώνυµο ως προς θ,

ϐαθµού το πολύ n. Αντίστροφα, έστω

g(θ) = α0 + α1θ + · · ·+ αnθ
n

µε αi, i = 0, . . . , n, σταθερές όχι όµως όλες µηδέν. Εφαρµόζοντας την

Πρόταση 4.2.2, για να κατασκευάσουµε αµερόληπτο εκτιµητή του g(θ)

αρκεί να ϐρούµε αµερόληπτους εκτιµητές των (δυνάµεων) gi(θ) = θi,

i = 1, . . . , n. Παρατηρούµε (αν και διόλου προφανές !!!) ότι, λόγω της

ανεξαρτησίας και της κοινής κατανοµής των παρατηρήσεων,

Pθ(X1 = 1,X2 = 1, . . . ,Xi = 1) = θi = gi(θ), ∀ i = 1, . . . , n.



92 Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα και Αµεροληψία

΄Εχοντας εκφράσει το gi(θ) ως πιθανότητα ενδεχοµένου, η δείκτρια συ-

νάρτηση αυτού του ενδεχοµένου είναι αµερόληπτος εκτιµητής του gi(θ).

Πράγµατι, ορίζουµε τη στατιστική συνάρτηση Ti(X
˜
) µε τιµές

Ti(X
˜
) =

{
1, αν X1 = X2 = · · · = Xi = 1,

0, αν κάποια από τις X1,X2, . . . ,Xi είναι 0.

Εξ ορισµού, η Ti(X
˜
) έχει κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο

p = Pθ(Ti(X
˜
) = 1) = Pθ(X1 = X2 = · · · = Xi = 1) = gi(θ)

και εποµένως η µέση τιµή της είναι η παράµετρός της, δηλαδή

EθTi(X
˜
) = p = gi(θ), ∀ θ ∈ (0, 1), i = 1, . . . , n,

που σηµαίνει ότι η στατιστική συνάρτηση Ti(X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτι-

µητής του gi(θ) = θi. Εναλλακτικά, παρατηρούµε ότι Ti(X
˜
) = X1X2 · · ·Xi,

οπότε λόγω ανεξαρτησίας των παρατηρήσεων,

EθTi(X
˜
) = EθX1EθX2 · · ·EθXi = θi.

Συνεπώς, λόγω της Πρότασης 4.2.2, η στατιστική συνάρτηση

α0 + α1T1(X
˜
) + · · ·+ αnTn(X

˜
)

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του

α0 + α1g1(θ) + · · ·+ αngn(θ) = α0 + α1θ + · · · + αnθ
n = g(θ).

Καταλήξαµε λοιπόν στο συµπέρασµα: ∆οθέντος τυχαίου δείγµατος µεγέ-

ϑους n από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ), θ ∈ (0, 1), η τιµή g(θ) µπορεί

να εκτιµηθεί αµερόληπτα αν και µόνον αν η συνάρτηση g είναι πολυώ-

νυµο ϐαθµού το πολύ n ως προς θ. Εποµένως δεν υπάρχει αµερόληπτος

εκτιµητής του g(θ) = θn+1 ή του g(θ) = θ
1−θ .Ο λόγος της πιθανότητας «ε-

πιτυχίας» προς την πιθανότητα «αποτυχίας», θ
1−θ , ονοµάζεται «odds ratio»,

και έχει ενδιαφέρον, για παράδειγµα, σε στοιχηµατικά παιχνίδια, αν π.χ.

θ = 1/5, το odds ratio είναι 1 : 4, δηλαδή η πιθανότητα να χάσει ο παίκτης

το στοίχηµα είναι τετραπλάσια από την πιθανότητα να το κερδίσει.
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Παράδειγµα 4.2.4. (κατανοµή Poisson-εκτίµηση της µέσης τιµής

και µιας πιθανότητας) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) , n ≥ 2, ένα τυχαίο

δείγµα από την κατανοµή Poisson, P(θ), µε πυκνότητα

f1(x; θ) = Pθ(X1 = x) = e−θ θ
x

x!
, x = 0, 1, . . . , θ ∈ Θ = (0,∞).

Η κατανοµή Poisson, P(θ), µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µοντέλο του

αριθµού (τροχαίων ή άλλων) ατυχηµάτων, που συµβαίνουν σε καθορι-

σµένο χρονικό διάστηµα. Με αυτήν την ερµηνεία, η µέση τιµή της θ

παριστάνει τον µέσο αριθµό ατυχηµάτων. Για την εκτίµηση του θ, επειδή

EθX1 = VarθX1 = θ από τις Προτάσεις 4.2.3 και 4.2.4 αντίστοιχα προκύ-

πτουν οι αµερόληπτοι εκτιµητές X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi και S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
.

Στο Κεφάλαιο 6 ϑα διαπιστώσουµε ότι µε κριτήριο το ΜΤΣ ο δειγµατι-

κός µέσος X̄ είναι καλύτερος εκτιµητής από τη δειγµατική διασπορά S2.

Ας ϑεωρήσουµε, επιπλέον, εκτίµηση του g(θ) = e−θ. Παρατηρούµε ότι

Pθ(X1 = 0) = e−θ. ΄Αρα µε την παραπάνω ερµηνεία του µοντέλου ατυχη-

µάτων, e−θ είναι το ποσοστό αυτών των χρονικών διαστηµάτων µε µηδέν

ατυχήµατα. Από την Πρόταση 4.2.6 ένας αµερόληπτος εκτιµητής του e−θ

είναι ο S1(X
˜
) =

1

n

n∑

i=1

I{0}(Xi), δηλαδή το ποσοστό των µηδενικών τιµών

του δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) . Στο Κεφάλαιο 6 ϑα ϐρούµε έναν άλλο

αµερόληπτο εκτιµητή µε µικρότερο ΜΤΣ.

Παράδειγµα 4.2.5. (κατανοµή Poisson-µοναδικός αµερόληπτος ε-

κτιµητής) ΄Εστω X µια παρατήρηση από την κατανοµή Poisson, P(θ),

θ ∈ Θ = (0,∞). Επειδή EθX = θ, για κάθε θ ∈ Θ, η X είναι αµερόλη-

πτος εκτιµητής του θ. Θα δείξουµε ότι είναι και µοναδικός. ΄Εστω T (X)

ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ, εποµένως έχουµε

EθT (X) = θ, ∀ θ ∈ Θ ή

∞∑

x=0

T (x)e−θ θ
x

x!
= θ, ∀ θ ∈ Θ

ή

∞∑

x=0

T (x)
θx

x!
= θeθ = θ

∞∑

x=0

θx

x!
=

∞∑

x=0

θx+1

x!
, ∀ θ ∈ Θ,

δηλαδή

∞∑

x=0

T (x)
θx

x!
=

∞∑

x=1

θx

(x− 1)!
, ∀ θ ∈ Θ.
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Επειδή οι δύο αυτές δυναµοσειρές συµπίπτουν για κάθε θ > 0, οι συντε-

λεστές των ιδίων δυνάµεων του θ είναι ίσοι και εποµένως

T (0) = 0,
T (x)

x!
=

1

(x− 1)!
, x = 1, 2, . . . ,

οπότε
T (x) = x, x = 0, 1, 2, . . . .

Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι T (X) = X (αφού η X, ως τυχαία µετα-

ϐλητή Poisson, έχει σύνολο τιµών {0, 1, 2, . . .}).

Παράδειγµα 4.2.6. (ϐέλτιστος αµερόληπτος εκτιµητής ειδικής µορ-

ϕής) Θεωρούµε ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn) και

Y
˜

= (Y1, Y2, . . . , Yn) µε την ίδια άγνωστη µέση τιµή θ ∈ Θ και γνωστές

διασπορές σ2
1, σ2

2, αντίστοιχα. Στην πράξη τα X
˜

και Y
˜

µπορεί να πα-

ϱιστάνουν πειραµατικές µετρήσεις µιας άγνωστης «ποσότητας» θ µε δύο

µεθόδους γνωστής, αλλά διαφορετικής ακρίβειας. Θα δείξουµε ότι η στα-

τιστική συνάρτηση Tc = Tc(X
˜
, Y
˜
) = cX̄ + (1− c)Ȳ , όπου c ∈ R σταθερά

µη εξαρτώµενη από το θ, είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ. Πράγµατι,

έχουµε

EθTc = Eθ(cX̄+(1−c)Ȳ ) = cEθX̄+(1−c)EθȲ = cθ+(1−c)θ = θ, ∀ θ ∈ Θ.

Συνεπώς, ο Tc είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ, για κάθε c ∈ R. Στη

συνέχεια ϑα ϐρούµε τον καλύτερο εκτιµητή της µορφής Tc, ως προς το

ΜΤΣ. Επειδή οι εκτιµητές Tc, c ∈ R ορίζουν µία κλάση εκτιµητών του θ,

αναζητούµε εκείνη την τιµή του c η οποία ελαχιστοποιεί το ΜΤΣ(Tc, θ).

Λόγω όµως της αµεροληψίας του Tc, από τη σχέση (4.2) ή (4.3) έχουµε

ΜΤΣ(Tc, θ) = VarθTc = Varθ(cX̄ + (1− c)Ȳ ) = c2VarθX̄ + (1− c)2VarθȲ

= c2
σ2
1

n
+ (1− c)2

σ2
2

n
=

σ2
1 + σ2

2

n
c2 − 2

σ2
2

n
c+

σ2
2

n
.

Η τρίτη ισότητα ισχύει λόγω της ανεξαρτησίας των δειγµάτων X
˜

και Y
˜

.

Παρατηρούµε ότι το ΜΤΣ(Tc, θ) είναι ένα τριώνυµο ως προς c (της µορφής

ac2 + bc+ d, µε a > 0), το οποίο ελαχιστοποιείται για

c0 = − b

2a
= − −2

σ2
2
n

2
σ2
1+σ2

2
n

=
σ2
2

σ2
1 + σ2

2

.
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Συνεπώς, ο καλύτερος εκτιµητής στην κλάση των εκτιµητών του θ, {Tc :

c ∈ R}, είναι ο σταθµισµένος µέσος των X̄ και Ȳ ,

Tc0 =
σ2
2

σ2
1 + σ2

2

X̄ +
σ2
1

σ2
1 + σ2

2

Ȳ .

Στην ειδική περίπτωση σ1 = σ2, ο Tc0 συµπίπτει µε τον µέσο όρο των

δειγµατικών µέσων.

4.3 Η µη αποδεκτικότητα της δειγµατικής διασπο-

ϱάς µε κριτήριο το ΜΤΣ

Η ενότητα αυτή αναφέρεται σε µια απρόσµενη συµπεριφορά του ΜΤΣ της

δειγµατικής διασποράς S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
ως εκτιµητή της διασπο-

ϱάς, σ2, µιας κατανοµής. Το περιεχόµενό της είναι αρκετά εξειδικευµένο

και ϑα µπορούσε και να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση.

΄Εστω X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από µία αυθαίρετη

κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ. Υποθέτουµε ότι η X1 δεν παίρνει

µόνο µία τιµή, οπότε η διασπορά της, σ2, είναι γνησίως ϑετική και (για

τεχνικούς λόγους) υποθέτουµε ότι η X1 έχει πεπερασµένη τέταρτη ϱοπή,

EθX
4
1 < ∞. Οι δύο πλέον γνωστοί και χρησιµοποιούµενοι στις εφαρµο-

γές εκτιµητές του σ2 είναι η δειγµατική διασπορά S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2

και η στατιστική συνάρτηση S2
∗ = 1

n

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
, που, όπως είδαµε στην

Ενότητα 3.3.2, προκύπτει από την αρχή της αντικατάστασης και επιπρο-

σθέτως είναι ο εκτιµητής µεθόδου ϱοπών του σ2, όπως ϑα δούµε στο Κε-

ϕάλαιο 7. Από την Πρόταση 4.2.4 γνωρίζουµε ότι S2 είναι αµερόληπτος

εκτιµητής του σ2, ενώ στην Παρατήρηση 4.2.3 διαπιστώσαµε ότι S2
∗ δεν

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του σ2.

Σχετικά πρόσφατα, ο Yatracos (2005) κατασκεύασε τον εκτιµητή του σ2,

S2
2 = c2S

2, όπου c2 =
(n+ 2)(n − 1)

n(n+ 1)
,

και απέδειξε ότι ο S2
2 έχει µικρότερο ΜΤΣ από τη δειγµατική διασπορά

S2, οποιαδήποτε και αν είναι η κατανοµή των παρατηρήσεων X1, . . . ,Xn,
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για οποιαδήποτε µέγεθος δείγµατος n ≥ 2, αρκεί µόνον να ισχύει ότι

EθX
4
1 < ∞. ΄Ετσι λοιπόν για τυχούσα κατανοµή ο S2 είναι µη αποδεκτός

εκτιµητής του σ2 µε κριτήριο το ΜΤΣ και καλύτερος είναι ο S2
2 .

Η µη αποδεκτικότητα του S2 ήταν γνωστή πριν το 2005 σε ορισµένες

ειδικές περιπτώσεις, όπως, π.χ., στην περίπτωση της κανονικής κατανο-

µής µε (επίσης) άγνωστη µέση τιµή. Σε αυτήν την περίπτωση, όπως ϑα

δούµε στο Παράδειγµα 6.4.2, ο εκτιµητής S2
3 = 1

n+1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
έχει

µικρότερο ΜΤΣ από τον S2, ενώ εκτιµητές µε µικρότερο ΜΤΣ από αυτό

του S2
3 έχουν κατασκευάσει οι Stein (1964), Brown (1968), Brewster and

Zidek (1974), Strawderman (1974), Maruyama (1998) και Maruyama

and Strawderman (2006). ΄Οµως, η καθολικότητα του αποτελέσµατος του

Yatracos (2005) για οποιαδήποτε κατανοµή ήταν απρόσµενη και εντυπω-

σιακή. Με κίνητρο αυτήν την εργασία, ο Kourouklis (2012) κατασκεύασε

τον εκτιµητή

S2
1 = c1S

2, όπου c1 =
n(n− 1)

n(n− 1) + 2

και απέδειξε ότι, για οποιαδήποτε κατανοµή και κάθε n ≥ 2, ο S2
1 έχει

µικρότερο ΜΤΣ από τη δειγµατική διασπορά S2, αλλά και από τον S2
2 ,

οπότε και ο S2
2 είναι µη αποδεκτός. Η µέθοδος κατασκευής του S2

2 ϐα-

σίστηκε σε µια πρωτοποριακή για την εποχή της, αλλά και κλασική πια

ιδέα του Stein (1964). Ας δούµε τώρα ϐήµα προς ϐήµα την κατασκευή

του S2
1 = c1S

2. Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι οι εκτιµητές του σ2, S2,

S2
o και S2

2 είναι και οι τρεις ειδικές περιπτώσεις της γενικής µορφής cS2,

c > 0, µε c = 1, c = n−1
n και c = c2 αντίστοιχα. Θεωρούµε λοιπόν όλους

τους εκτιµητές της µορφής cS2, c > 0, µε στόχο να επιλέξουµε τη σταθερά

c, µη εξαρτώµενη από το θ, ώστε να ελαχιστοποιηθεί το ΜΤΣ του cS2 ως

εκτιµητή του σ2. Θα υπολογίσουµε το ΜΤΣ του cS2 και ακολούθως ϑα το

µελετήσουµε ως συνάρτηση του c. Από τη σχέση (4.2) και την Πρόταση
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4.2.4, ϑέτοντας µ4 = Eθ (X1 − EθX1)
4

και α4 =
µ4

σ4 έχουµε

ΜΤΣ(cS2, θ) = Varθ
(
cS2
)
+ b2(cS2, θ) = c2VarθS

2 +
(
Eθ(cS

2)− σ2
)2

= c2
{
µ4

n
− (n− 3)σ4

n(n− 1)

}
+ (cσ2 − σ2)

= c2
{
µ4

n
− (n− 3)σ4

n(n− 1)

}
+ (c− 1)2σ4

= c2
{
µ4

n
− (n− 3)σ4

n(n− 1)
+ σ4

}
− 2cσ4 + σ4

= c2
{
α4σ

4

n
− (n− 3)σ4

n(n− 1)
+ σ4

}
− 2cσ4 + σ4.

Σηµειώνουµε ότι η συνθήκη EθX
4
1 < ∞ διασφαλίζει ότι το ΜΤΣ(cS2, θ)

δεν απειρίζεται, οπότε ως συνάρτηση του c είναι ένα τριώνυµο της µορφής

αc2 + βc+ γ µε

α =

{
α4

n
− (n− 3)

n(n− 1)
+ 1

}
σ4 =

n(n− 1) + 2 + (n− 1)(α4 − 1)

n(n− 1)
σ4.

Θα δείξουµε τώρα ότι α4 ≥ 1, το οποίο ϑα µας εξασφαλίσει ότι α > 0.

Αρκεί να δείξουµε ότι µ4 > σ4. Πράγµατι, ϑέτουµε W = (X1 − EθX1)
2

και συνεπώς έχουµε ότι EW = σ2 και E(W 2) = µ4. Τέλος, επειδή

Var(W ) ≥ 0 συνάγουµε ότι E(W 2)− (EW )2 ≥ 0 ή µ4 − σ4 ≥ 0, δηλαδή

α4 ≥ 1.

Επειδή α > 0 από τις ιδιότητες του τριωνύµου, το ΜΤΣ(cS2, θ) παρουσιά-

Ϲει ελάχιστο ως προς c στο σηµείο

c0 =
n(n− 1)

n(n− 1) + 2 + (n− 1)(α4 − 1)
.

΄Οµως, εν γένει, η σταθερά α4 άρα και η c0 εξαρτώνται από την άγνωστη

παράµετρο θ και σε αυτήν την περίπτωση η c0S
2 δεν µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί ως εκτιµητής του σ2. Ο αρχικός λοιπόν στόχος ελαχιστοποίη-

σης του ΜΤΣ από εκτιµητή της µορφής cS2 δεν είναι δυνατόν να επιτευ-

χθεί. Σε αυτό το σηµείο χρησιµοποιείται η ιδέα του Stein (1964): επειδή
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ΜΤΣ(cS2, θ) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του c για c ≥ c0, όσο µι-

κρότερο είναι το c, αλλά µεγαλύτερο του c0, τόσο µικρότερο είναι και το

ΜΤΣ του cS2 (ϐλέπε Σχήµα 4.4). ΄Ετσι ϑέτουµε ως νέο στόχο να ϐρούµε τη

µικρότερη σταθερά c, που ικανοποιεί τη σχέση c ≥ c0 και δεν εξαρτάται

από την άγνωστη παράµετρο θ. Περιέργως, ίσως, αυτός ο στόχος µπορεί

να επιτευχθεί σχετικά εύκολα. Πράγµατι, επειδή α4 ≥ 1, έχουµε ότι

c0 =
n(n− 1)

n(n− 1) + 2 + (n − 1)(α4 − 1)
≤ n(n− 1)

n(n− 1) + 2
, ∀ θ ∈ Θ.

Θέτουµε τελικά c1 = n(n−1)
n(n−1)+2 και αναγνωρίζουµε ότι όντως η σταθερά

c1 είναι το µικρότερο άνω ϕράγµα για το c0, αφού c0 = c1 όταν α4 = 1.

΄Ετσι λοιπόν κατασκευάστηκε ο εκτιµητής S2
1 = c1S

2 και η ανωτερότητα

µε κριτήριο το ΜΤΣ έναντι των S2 και S2
2 αποδεικνύεται πολύ εύκολα,

µετά την ανάλυση που προηγήθηκε.

Σχήµα 4.4: ΜΤΣ του εκτιµητή cS2

Πρόταση 4.3.1. Ο εκτιµητής S2
1 = c1S

2 έχει µικρότερο ΜΤΣ από τον

S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
και τον S2

2 = c2S
2, για οποιαδήποτε κατανοµή
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µε EθX
4
1 < ∞ και για κάθε n ≥ 2. Συνεπώς, οι εκτιµητές S2 και S2

2 είναι

µη αποδεκτοί µε κριτήριο το ΜΤΣ.

Απόδειξη. ΄Οπως ειπώθηκε προηγουµένως, το ΜΤΣ(cS2, θ) είναι γνησίως

αύξουσα συνάρτηση του c για c ≥ c0. Γνωρίζουµε ήδη ότι c0 ≤ c1 και

είναι πολύ εύκολο να διαπιστώσουµε ότι c1 < c2 < 1. Εποµένως, έχουµε

ΜΤΣ(c1S
2, θ) < ΜΤΣ(c2S

2, θ) < ΜΤΣ(S2, θ) ∀ θ ∈ Θ.

Παρατήρηση 4.3.1. Το ϕαινόµενο η διασπορά και η µεροληψία να µετα-

ϐάλλονται προς αντίθετες κατευθύνσεις, που αναφέρθηκε στη Ενότητα 4.1

και το Παράδειγµα 4.1.3, εµφανίζεται και στους εκτιµητές S2
1 , S2

2 και S2.

Οι δύο πρώτοι είναι αρνητικά µεροληπτικοί και συνεπώς έχουν την «τάση»

να υποεκτιµούν το σ2, ενώ ο S2 είναι αµερόληπτος. ΄Οµως οι S2
1 και S2

2

έχουν «αρκετά» µικρότερη διασπορά από τον S2, ώστε τελικά να έχουν και

µικρότερο ΜΤΣ από τον S2.

Παρατήρηση 4.3.2. Προς αποφυγή παρερµηνείας, το συµπέρασµα που

προκύπτει από το αποτέλεσµα του Yatracos (2005) και την Πρόταση 4.3.1

είναι ότι : αν κάποιος υιοθετήσει το ΜΤΣ ως κριτήριο επιλογής, τότε υ-

πάρχουν καλύτεροι εκτιµητές από τη δειγµατική διασπορά S2 για την

εκτίµηση της διασποράς, σ2, τυχούσας κατανοµής µε EX4
1 < ∞. ΄Οµως,

όπως επισηµαίνουν οι Stein (1964) και Casella and Berger (2002, σελ.

332) για την περίπτωση κανονικής κατανοµής, αλλά το σκεπτικό τους έχει

ισχύ και για οποιαδήποτε άλλη κατανοµή, µπορεί κάποιος να ισχυριστεί

ότι το ΜΤΣ δεν είναι το πλέον κατάλληλο µέτρο αξιολόγησης εκτιµητών του

σ2 για τον εξής λόγο. Επειδή σ2 > 0 είναι πολύ λογικό να απαιτήσουµε

από κάθε εκτιµητή του, T , να ικανοποιεί την συνθήκη T > 0. ΄Ετσι, για

έναν τέτοιο εκτιµητή, που όµως υποεκτιµά «υπερβολικά» το σ2, δηλαδή

T → 0+, αναµένουµε E(T −σ2)2 → σ4, ενώ, αν υπερεκτιµά «υπερβολικά»

το σ2, δηλαδή T → ∞, αναµένουµε E(T − σ2)2 → ∞. Το ΜΤΣ, λοι-

πόν, ως κριτήριο επιλογής δεν αντιµετωπίζει ισοδύναµα υποεκτίµηση και

υπερεκτίµηση του σ2 και ϕαίνεται να «µεροληπτεί» υπέρ της υποεκτίµη-

σης, αφού το ΜΤΣ υποεκτίµησης είναι πάντοτε πεπερασµένο, ενώ το ΜΤΣ

υπερεκτίµησης µπορεί να γίνει αυθαίρετα µεγάλο.
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Υπό το ϕως αυτής της διαπίστωσης των Stein (1964) και Casella and

Berger (2002, σελ. 332) ας επανέλθουµε στους εκτιµητές S2
2 και S2

1 . ΄Ο-

πως αναφέρεται στην Παρατήρηση 4.3.1, επειδή οι S2
2 και S2

1 έχουν την

«τάση» να υποεκτιµούν το σ2, ίσως λοιπόν η υπεροχή τους έναντι της δειγ-

µατικής διασποράς S2 να οφείλεται ακριβώς σε αυτήν την «µεροληπτική»

συµπεριφορά του ΜΤΣ υπέρ της υποεκτίµησης !!!

Κλείνοντας αυτήν την ενότητα, σηµειώνουµε ότι, για n ≥ 10, οι σταθερές

c2 =
(n+2)(n−1)

n(n+1) , c1 =
n(n−1)

n(n−1)+2 και 1
n−1 διαφέρουν πολύ λίγο µεταξύ τους,

οπότε στην πράξη, για τέτοια δειγµατικά µεγέθη, οι εκτιµητές S2
2 , S2

1 και

S2 είναι σχεδόν ίσοι.

4.4 Ασκήσεις

4.1. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(0, θ), θ ∈ Θ = (0,∞), να δειχθεί ότι T (X
˜
) = 2

n

∑
i=1

n

Xi είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του θ και να ϐρεθεί το ΜΤΣ του.

4.2. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(0, θ), θ ∈ Θ = (0,∞), να ϐρεθεί ένας αµερόληπτος εκτιµητής

του θ2.

4.3. Εάν X είναι µία παρατήρηση από την κατανοµή Poisson P(θ), θ ∈
Θ = (0,∞), να ϐρεθεί ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ2.

4.4. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Bernoulli B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1), να ϐρεθεί ένας αµερόληπτος εκτιµητής

του θ(1− θ).

4.5. ΄ΕστωX1,X2, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, όπου κά-

ϑε Xi ∼ B(ni, θ), i = 1, 2, . . . , n. Να ϐρεθεί ένας αµερόληπτος εκτιµητής

του θ και να υπολογιστεί το ΜΤΣ.

4.6. Εάν X είναι µία παρατήρηση από την κατανοµή Poisson P(θ), θ ∈
Θ = (0,∞), να ϐρεθεί ένας αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) = Pθ(X =

k) = e−θ θk

k! για k = 0, 1, 2, . . . .
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4.7. Εάν X
˜

= (X1,X2) είναι ένα τυχαίο δείγµα από µια κατανοµή µε

διασπορά σ2, να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση
(X1−X2)2

2 είναι αµε-

ϱόληπτος εκτιµητής του σ2.

4.8. ∆ίνεται δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn) και οι στατιστικές συναρτήσεις

T1(X
˜
), T2(X

˜
) και T3(X

˜
), οι οποίες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Οι T1,

T2 και T3
2 είναι αµερόληπτοι εκτιµητές του θ και έχουν την ίδια διασπορά.

Θεωρούµε την κλάση εκτιµητών του θ, C = {cT1+cT2+(1−2c)T3 : c ∈ R}.

1. Να ϐρεθεί το στοιχείο της κλάσης C που είναι αµερόληπτος εκτιµητής

του θ.

2. Να ϐρεθεί το στοιχείο της κλάσης C µε την ελάχιστη διασπορά.

3. Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση T3 δεν είναι αποδεκτή µε

κριτήριο το ΜΤΣ.

4.9. Εάν X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από κάποια

κατανοµή µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2, να δειχθεί ότι,

1. Η στατιστική συνάρτηση
∑
i=1

n

aiXi είναι αµερόληπτος εκτιµητής του

µ, όταν οι σταθερές ai ικανοποιούν τη συνθήκη
∑
i=1

n

ai = 1.

2. Αν
∑
i=1

n

ai = 1, ϐρείτε για ποια ai ελαχιστοποιείται η Varθ

(∑
i=1

n

aiXi

)
.

4.10. Εάν T (X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ, να δειχθεί ότι η

στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) + b είναι µη αποδεκτός εκτιµητής του θ µε

κριτήριο το ΜΤΣ.

4.11. Εάν οι εκτιµητές του θ, T1 και T2 έχουν ίσα ΜΤΣ για κάθε θ ∈ Θ, να

δειχθεί ότι ο εκτιµητής T = aT1+(1−a)T2, όπου a σταθερά µε 0 < a < 1,

είναι καλύτερος και από τους δύο (µε κριτήριο το ΜΤΣ).
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Κεφάλαιο 5

Ανισότητα των Cramér–Rao, Πληροφορία

του Fisher και Αποδοτικοί Εκτιµητές

Στο Κεφάλαιο 4 είδαµε ότι ένας τρόπος να αντιπαρέλθουµε το πρόβληµα

της µη ύπαρξης ϐέλτιστου εκτιµητή µεταξύ όλων των εκτιµητών, µε κριτή-

ϱιο το ΜΤΣ, είναι να περιορίσουµε την κλάση των εκτιµητών, απαιτώντας οι

εκτιµητές να έχουν ειδική µορφή ή να ικανοποιούν κάποια «λογική» συν-

ϑήκη. Εκτιµητές ειδικής µορφής µελετήσαµε στα Παραδείγµατα 4.1.3,

4.1.4, 4.2.6 και µάλιστα καταλήξαµε ότι µεταξύ αυτών υπάρχει καλύτε-

ϱος ως προς το ΜΤΣ. Αναφέρουµε εδώ ότι µε εκτιµητές ειδικής µορφής ϑα

ασχοληθούµε πιο συστηµατικά στην Ενότητα 6.4. Από την άλλη πλευρά,

µέσα από τη µελέτη του ΜΤΣ αναδύθηκε η συνθήκη-ιδιότητα της αµε-

ϱοληψίας ενός εκτιµητή. Από τη σχέση (4.2) ή (4.3), ένας αµερόληπτος

εκτιµητής έχει ΜΤΣ ίσο προς τη διασπορά του. Το σύνολο των αµερόλη-

πτων εκτιµητών, αν δεν είναι κενό ή µονοσύνολο, όπως αποδείχθηκε στην

Πρόταση 4.2.1, είναι µη αριθµήσιµο. Σε αυτήν την περίπτωση, µεταξύ

όλων αυτών των αµερόληπτων εκτιµητών, καλύτερος ως προς το ΜΤΣ είναι

εκείνος, αν υπάρχει, που έχει ελάχιστη διασπορά για κάθε θ ∈ Θ. Στο

κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε την ύπαρξη ενός κάτω ϕράγµατος για

τη διασπορά ενός αµερόληπτου εκτιµητή. Στη συνέχεια ϑα µελετήσου-

µε πώς αυτό το κάτω ϕράγµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί, προκειµένου

να ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής ελάχιστης διασποράς και µάλιστα ίσης

προς το κάτω ϕράγµα. ΄Ενας τέτοιος εκτιµητής αναφέρεται ως αποδοτικός

εκτιµητής (efficient estimator). Θα δείξουµε, συγκεκριµένα, ότι αποδοτι-

103
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κοί εκτιµητές υπάρχουν µόνον, όταν η κατανοµή του δείγµατος X
˜

ανήκει

σε µια ειδική οικογένεια κατανοµών, την εκθετική οικογένεια κατανοµών.

Αυτό το κάτω ϕράγµα προκύπτει από µια διάσηµη πλέον ανισότητα που

παρουσιάστηκε την ίδια περίπου χρονική περίοδο (στα µέσα της δεκα-

ετίας 1940-1950, όταν η µετάδοση και διακίνηση πληροφορίας γινόταν

µε άλλους ϱυθµούς από τους σηµερινούς), ανεξάρτητα, από τους Frechét

(1943), Rao (1945), Darmois (1945), Cramér (1946) και αναφέρεται στη

ϐιβλιογραφία ως ανισότητα των Cramér - Rao (η επικρατέστερη ονοµασία)

ή ανισότητα των Frechét - Cramér - Rao (π.χ. Rohatgi (1976)) ή Informa-

tion Inequality (π.χ. Lehmann and Casella (1998), Bickel and Doksum

(1977) ) ή Cramér - Rao (Information) Inequality (DeGroot and Schervi-

sh (2010)). Επιπροσθέτως, το κάτω ϕράγµα διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο

στη µελέτη των ασυµπτωτικών ιδιοτήτων των εκτιµητών µέγιστης πιθανο-

ϕάνειας (όταν δηλαδή το µέγεθος του δείγµατος n → ∞). Μεταγενέστερα,

η ανισότητα έχει χρησιµοποιηθεί και ως «εργαλείο» για την απόδειξη απο-

δεκτικότητας (admissibility) και minimaxity εκτιµητών (ϐλέπε Lehmann

and Casella, 1998, Section 5.2). Τέλος, περιέχει, ως συνιστώσα της, µί-

α ϑεµελιακή στατιστική «ποσότητα», τον αριθµό πληροφορίας του Fisher,

κάτι που της προσδίδει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και δικαιολογεί µία από τις

ονοµασίες της.

5.1 Το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao και ο αριθ-

µός πληροφορίας του Fisher

Υποθέτουµε ότι τα δεδοµένα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) έχουν πυκνότητα f(x
˜
; θ),

θ ∈ Θ ⊂ R. Θα χρειαστούµε τις εξής συνθήκες που διατυπώνονται για

συνεχή κατανοµή του X
˜

. Ανάλογα, για διακριτό X
˜

µε αριθµήσιµο σύνο-

λο τιµών, τα ολοκληρώµατα που υπάρχουν στις συνθήκες αντικαθίστανται

µε σειρές, ενώ για διακριτό X
˜

µε πεπερασµένο σύνολο τιµών οι αντίστοι-

χες συνθήκες περιέχουν πεπερασµένα αθροίσµατα και ισχύουν, όπως ϑα

διαπιστώσουµε παρακάτω.

Ι1. Το Θ είναι ένα ανοικτό σύνολο του R.
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Ι2. Το σύνολο τιµών του X
˜

, S =
{
x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ Rn : f(x

˜
; θ) > 0

}

δεν εξαρτάται από το θ. Για κάθε x
˜
∈ S και θ ∈ Θ, η παράγωγος

∂
∂θf(x˜

; θ) υπάρχει (και είναι πεπερασµένη).

Ι3.

∫

S
∂
∂θf(x˜

; θ) dx
˜
= ∂

∂θ

∫

S
f(x
˜
; θ) dx

˜
(= 0), ∀ θ ∈ Θ.

Ι4.

∫

S
T (x
˜
) ∂
∂θf(x˜

; θ) dx
˜
= ∂

∂θ

∫

S
T (x
˜
)f(x

˜
; θ) dx

˜
, ∀ θ ∈ Θ, όπου T (X

˜
)

είναι µία στατιστική συνάρτηση.

Ι5. 0 < I(θ) < ∞, ∀ θ ∈ Θ, όπου I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

.

Θεώρηµα 5.1.1. (Ανισότητα των Cramér–Rao) ΄Εστω ότι ισχύουν οι συν-

ϑήκες Ι1–Ι5 και ας ϑέσουµε τ(θ) = EθT (X
˜
) και τ ′(θ) = ∂

∂θEθT (X
˜
). Τότε

έχουµε

VarθT (X
˜
) ≥

(
τ ′(θ)

)2

I(θ)
, ∀ θ ∈ Θ. (5.1)

Εάν επιπλέον η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτιµητής

του g(θ), τότε έχουµε

VarθT (X
˜
) ≥

(
g′(θ)

)2

I(θ)
, ∀ θ ∈ Θ, (5.2)

όπου g′(θ) είναι η παράγωγος της συνάρτησης g(θ).

Απόδειξη. Θεωρούµε ότι το X
˜

έχει συνεχή κατανοµή. Η απόδειξη στη

διακριτή περίπτωση είναι ανάλογη, αντικαθιστώντας τα ολοκληρώµατα µε

αθροίσµατα ή σειρές. Η απόδειξη ϐασίζεται στην εφαρµογή της ανισότη-

τας Cauchy-Schwarz (ϐλέπε Πρόταση 1.8.2) για τις τυχαίες µεταβλητές
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) και T (X

˜
). Αρχικά, ως προετοιµασία για την εφαρµογή της

ϑα δείξουµε τις σχέσεις

Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= 0 , ∀θ ∈ Θ , (5.3)

Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= I(θ) , ∀θ ∈ Θ , (5.4)

Covθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ), T (X

˜
)
)
= τ ′(θ), ∀ θ ∈ Θ. (5.5)



106Ανισότητα των Cramér–Rao, Πληροφορία του Fisher και Αποδοτικοί Εκτιµητές

Παρατηρούµε ότι, λόγω της Ι3,

Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
=

∫

S

(
∂
∂θ ln f(x˜

; θ)
)
· f(x

˜
; θ) dx

˜
=

∫

S
∂
∂θf(x˜

; θ) dx
˜

= ∂
∂θ

∫

S
f(x
˜
; θ) dx

˜
= ∂

∂θ (1) = 0,

δηλαδή, η (5.3) ισχύει. Ακολούθως, από το γενικό τύπο VarY = E(Y 2)−
(EY )2, ϑέτοντας Y = ∂

∂θ ln f(X
˜
; θ) και χρησιµοποιώντας την (5.3) έχουµε

Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= I(θ) ,

δηλαδή η (5.4) ισχύει.

Λόγω της (5.3) και της Ι4, προκύπτει ότι η συνδιασπορά των ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)

και T (X
˜
) είναι

Covθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ), T (X

˜
)
)

= Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) · T (X

˜
)
)
− Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
· EθT (X

˜
)

= Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) · T (X

˜
)
)
=

∫

S
∂
∂θ ln f(x˜

; θ) · T (x
˜
) · f(x

˜
; θ) dx

˜

=

∫

S
T (x
˜
) · ∂

∂θf(x˜
; θ) dx

˜
= ∂

∂θ

∫

S
T (x
˜
) · f(x

˜
; θ) dx

˜
= ∂

∂θEθT (X
˜
) = τ ′(θ),

δηλαδή, ισχύει και η (5.5).

Εφαρµόζοντας τώρα την ανισότητα Cauchy–Schwarz για τις ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)

και T (X
˜
) και χρησιµοποιώντας την (5.4), από την (5.5), παίρνουµε

(
τ ′(θ)

)2 ≤ Varθ
(
T (X
˜
)
)
· I(θ)

και εποµένως, λόγω της Ι5,

VarθT (X
˜
) ≥

(
τ ′(θ)

)2

I(θ)
, ∀ θ ∈ Θ.

Για την ολοκλήρωση της απόδειξης του ϑεωρήµατος, παρατηρούµε ότι η

(5.2) προκύπτει αµέσως από την (5.1) και τον ορισµό της αµεροληψίας,

επειδή τ(θ) = EθT (X
˜
) = g(θ), για κάθε θ ∈ Θ.
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Παραθέτουµε µερικά διευκρινιστικά σχόλια για το ϱόλο των συνθηκών

Ι1 – Ι5, αλλά και για την καλύτερη κατανόησή τους. Η συνθήκη Ι1 διασφα-

λίζει ότι κάθε σηµείο θ ∈ Θ είναι εσωτερικό σηµείο και συνεπώς µπορεί να

οριστεί η παράγωγος ως προς θ (ως όριο). ∆εν χρειάζεται πουθενά αλλού

στην απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.1. Για αυτό το λόγο, η Ι1 µπορεί να

παραληφθεί και στις συνθήκες Ι2 – Ι5, όπως και στο Θεώρηµα 5.1.1, το Θ

να αντικατασταθεί µε το Θo, το σύνολο των εσωτερικών σηµείων του Θ.

Η συνθήκη ότι το σύνολο S = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n : f(x

˜
; θ) > 0}

δεν εξαρτάται από το θ (µέρος της συνθήκης Ι2) δεν ϕαίνεται ϱητά να

χρησιµοποιείται στην απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.1, όµως αποτελεί εν

γένει απαραίτητη προϋπόθεση προκειµένου να ικανοποιούνται οι Ι3 και

Ι4. Προς διευκρίνιση αυτού, έστω n = 1, δηλαδή X
˜

= X1 και ότι η πυκνό-

τητα της παρατήρησης X1 είναι f(x1; θ) = e−(x1−θ), x1 > θ, θ ∈ Θ = R,

οπότε S = [θ,∞) που εξαρτάται από το θ. Τότε
∫
S

∂
∂θf(x1; θ)dx1 =∫∞

θ e−x1+θdx1 = 1, ενώ ∂
∂θ

∫
S f(x1; θ)dx1 =

∂
∂θ (1) = 0, δηλαδή η Ι3 δεν ι-

σχύει. ΄Οσον αφορά τη συνθήκη Ι4, αυτή τετριµµένα ισχύει, αν T (X1) = 0

µε πιθανότητα 1 (και τότε η (5.1) ισχύει ως ισότητα µε τιµή µηδέν). Θα δεί-

ξουµε ότι δεν υπάρχει άλλη στατιστική συνάρτηση T (X1) που ικανοποιεί

την Ι4. Επειδή ∂
∂θf(x1; θ) = e−(x1−θ), x1 > θ, η Ι4 ισοδύναµα γράφεται

∫ ∞

θ
T (x1)e

−(x1−θ)dx1 =
∂
∂θ

∫ ∞

θ
T (x1)e

−(x1−θ)dx1 ή τ(θ) = τ ′(θ), θ ∈ R,

όπου τ(θ) = EθT (X1). Η γενική λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης εί-

ναι τ(θ) = ceθ, όπου c σταθερά, δηλαδή
∫∞
θ T (x1)e

−(x1−θ)dx1 = ceθ,

θ ∈ R, οπότε
∫∞
θ T (x1)e

−x1dx1 = c, για κάθε θ ∈ R. Από τη ϑε-

ωρία ολοκλήρωσης, η τελευταία σχέση συνεπάγεται T (X1) = 0 µε πι-

ϑανότητα 1. Μία πειστική εναλλακτική απόδειξη µπορεί να δοθεί, αν

ϑεωρήσουµε ότι η T είναι συνεχής συνάρτηση. Σε αυτήν την περίπτω-

ση, παραγωγίζοντας ως προς θ τη σχέση
∫∞
θ T (x1)e

−x1dx1 = c παίρ-

νουµε −T (θ)e−θ = 0, για κάθε θ ∈ R, δηλαδή T (θ) = 0, για κά-

ϑε θ ∈ R και άρα T (X1) = 0. Ανεξάρτητα από το παράδειγµα, έστω

n = 1, και ότι το σύνολο S είναι ένα διάστηµα (α(θ), β(θ)), όπου α(θ) και

β(θ) είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Τότε, από τον τύπο του Leibnitz
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( ∂
∂θ

∫ b(θ)
a(θ) h(x, θ)dx =

∫ b(θ)
a(θ)

∂
∂θh(x, θ)dx + b′(θ)h(b(θ), θ) − a′(θ)h(a(θ), θ),

ϐλέπε Apostol (1969, σελ. 219 – 220)), προκύπτει ότι

∂
∂θ

∫

S
T (x1)f(x1; θ)dx1 =

∂
∂θ

∫ β(θ)

α(θ)
T (x1)f(x1; θ)dx1

=

∫ β(θ)

α(θ)
T (x1)

∂
∂θf(x1; θ)dx1

+ β′(θ)T (β(θ))f(β(θ); θ)− α′(θ)T (α(θ))f(α(θ); θ).

Παρατηρούµε λοιπόν ότι, για να ισχύουν η Ι3 (που είναι η Ι4 µε T (x1) = 1)

και η Ι4, πρέπει β′(θ)T (β(θ))f(β(θ); θ)−α′(θ)T (α(θ))f(α(θ); θ) = 0, για

κάθε θ ∈ Θ, το οποίο εξασφαλίζεται (για τυχούσα στατιστική συνάρτηση

T (X1)), αν οι συναρτήσεις α(θ) και β(θ) είναι σταθερές ως προς θ, γιατί

τότε α′(θ) = β′(θ) = 0, θ ∈ Θ. Με α(θ) = c1 και β(θ) = c2, όπου c1

και c2 σταθερές µη εξαρτώµενες από το θ (ενδεχοµένως c1 = −∞ ή/και

c2 = +∞), το S = (c1, c2) όντως δεν εξαρτάται από το θ, και οι Ι3, Ι4 είναι

δυνητικά σε ισχύ.

Ακόµη και όταν ισχύει η Ι2, η επαλήθευση των συνθηκών Ι3 και Ι4 δεν

είναι γενικά εύκολη και συνήθως ανάγεται στην επαλήθευση άλλων ικανών

συνθηκών που επιτρέπουν την εναλλαγή στη σειρά εκτέλεσης παραγώγι-

σης και ολοκλήρωσης στη συνεχή περίπτωση ή παραγώγισης και σειράς

στη διακριτή. Τέτοιες ικανές συνθήκες µελετώνται σε ϐιβλία Ανάλυσης ή

Θεωρίας Μέτρου (π.χ. Apostol (1969), Billingsley (1995)). Παραπέµπου-

µε όµως τον αναγνώστη στο σύγγραµµα Πιθανοτήτων -Στατιστικής Casella

and Berger (2002, σελ. 68-75) που περιέχει µία ενδελεχή παρουσίαση

αυτών των συνθηκών καθώς και σε αυτό του Rohatgi (1976, σελ. 12).

Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση που τα δεδοµένα X
˜

έχουν διακριτή κατα-

νοµή µε πεπερασµένο σύνολο τιµών S (π.χ. τυχαίο δείγµα από διωνυµική

κατανοµή). Τότε, στις συνθήκες Ι3 και Ι4, αντί ολοκληρωµάτων, έχου-

µε πεπερασµένα αθροίσµατα και ϕυσικά ισχύουν οι Ι3 και Ι4, αφού η

παράγωγος (πεπερασµένου) αθροίσµατος συναρτήσεων είναι ίση προς το

άθροισµα των παραγώγων αυτών των συναρτήσεων. Για παράδειγµα, έστω

X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ)
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µε πυκνότητα f1(x; θ) = θx(1 − θ)1−x, x = 0, 1, θ ∈ Θ = (0, 1). Τότε η

πυκνότητα του X
˜

είναι f(x
˜
; θ) =

∏n
i=1 f1(xi; θ) = θ

∑n
i=1 xi(1 − θ)

n−∑

i=1

n

xi

,

x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ S = {0, 1} × {0, 1} × . . . × {0, 1}. Το σύνολο S προ-

ϕανώς δεν εξαρτάται από το θ και είναι πεπερασµένο (µε 2n στοιχεία). Η

Ι3 έχει τη µορφή, λόγω διακριτού X
˜

,

∑

x
˜
∈S

∂
∂θf(x˜

; θ) = ∂
∂θ

∑

x
˜
∈S

f(x
˜
; θ),

ενώ η Ι4 για τυχούσα στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) γράφεται ως

∑

x
˜
∈S

T (x
˜
) ∂
∂θf(x˜

; θ) =
∑

x
˜
∈S

∂
∂θ

(
T (x
˜
)f(x

˜
; θ)
)
= ∂

∂θ

∑

x
˜
∈S

T (x
˜
)f(x

˜
; θ).

Σε κάθε µία από αυτές τις σχέσεις το αριστερό µέλος είναι (πεπερασµένο)

άθροισµα παραγώγων συναρτήσεων, ενώ το δεξιό µέλος είναι η παράγω-

γος του αντίστοιχου (πεπερασµένου) αθροίσµατος συναρτήσεων, συνεπώς

τα δύο µέλη είναι ίσα, το οποίο σηµαίνει ότι η Ι3 και η Ι4 αληθεύουν.

Συµπληρωµατικά, αναφέρουµε ότι η συνθήκη Ι3 είναι ισοδύναµη µε την

Ι΄ 3.
∫
S

∂
∂θf(x˜

; θ)dx
˜
= 0 , ∀θ ∈ Θ ,

επειδή
∫
S f(x

˜
; θ)dx

˜
= 1 και εποµένως, ∂

∂θ

∫
S f(x

˜
; θ)dx

˜
= 0, για κάθε

θ ∈ Θ. Για διακριτό X
˜

, το ολοκλήρωµα αντικαθίσταται µε σειρά ή πεπε-

ϱασµένο άθροισµα και στην τελευταία περίπτωση η συνθήκη ισχύει (όπως

και η Ι3). Σε µεµονωµένες περιπτώσεις, η Ι΄3 µπορεί να επαληθευτεί µε

υπολογισµό του ολοκληρώµατος (ή της αντίστοιχης σειράς). Για παρά-

δειγµα, έστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική

κατανοµή E(1/θ) µε πυκνότητα f1(x; θ) = θe−θx, x > 0, θ ∈ Θ = (0,∞)

και EθXi = 1
θ . Επειδή f(x

˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = θne
−θ

∑

i=1

n

xi

, xi > 0,

i = 1, 2, . . . , n και ∂
∂θf(x˜

; θ) = nθn−1e
−θ

∑

i=1

n

xi − (

n∑

i=1

xi)θ
ne

−θ
∑

i=1

n

xi

, µε
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S = (0,∞)n, έχουµε

∫

S
∂
∂θf(x˜

; θ)dx
˜
=

∫

S
nθn−1e

−θ
∑

i=1

n

xi

dx
˜
−
∫

S
(

n∑

i=1

xi)θ
ne

−θ
∑

i=1

n

xi

dx
˜

=
n

θ

∫

S
f(x
˜
; θ)dx

˜
−
∫

S
(

n∑

i=1

xi)f(x
˜
; θ)dx

˜
=

n

θ
− Eθ

(
n∑

i=1

Xi

)

=
n

θ
−

n∑

i=1

EθXi =
n

θ
−

n∑

i=1

1

θ
= 0,

για κάθε θ ∈ Θ, δηλαδή η Ι΄3 ισχύει (άρα και η Ι3).

Η συνθήκη Ι4 εξαρτάται από τη στατιστική συνάρτηση T (X
˜
). Στις εφαρ-

µογές του Θεωρήµατος 5.1.1 µας ενδιαφέρει να αληθεύει για οποιοδήποτε

αµερόληπτο εκτιµητή του g(θ), προκειµένου να αναζητήσουµε αποδοτικό

εκτιµητή του, διαδικασία που µελετάµε στην επόµενη ενότητα. Πάντως,

δοθείσης της T (X
˜
), η Ι4 µπορεί να επαληθευτεί υπολογίζοντας χωριστά

καθένα από τα δύο µέλη της. Για παράδειγµα, στην περίπτωση τυχαίου

δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) από την εκθετική κατανοµή E(1/θ) και για

T (X
˜
) =

n∑

i=1

Xi, παρόµοιοι υπολογισµοί µε τους παραπάνω δίνουν

∫

S
(

n∑

i=1

xi)
∂
∂θf(x˜

; θ)dx
˜
=

n

θ
Eθ

(
n∑

i=1

Xi

)
− Eθ

(
n∑

i=1

Xi

)2

=
(n
θ

)2
−



Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)
+


Eθ

(
n∑

i=1

Xi

)2






=
(n
θ

)2
−
{

n

θ2
+
(n
θ

)2}
= − n

θ2
,

ενώ ∂
∂θ

∫
S(
∑

i=1nxi)f(x
˜
; θ)dx

˜
= ∂

∂θEθ

(
n∑

i=1

Xi

)
= ∂

∂θ

(n
θ

)
= − n

θ2
και

εποµένως η Ι4 ισχύει.

Οι Ι3 και Ι4 µπορούν επίσης να διατυπωθούν παριστάνοντας τα ολοκλη-

ϱώµατα (και αντίστοιχα, τις σειρές ή τα αθροίσµατα) ως µέσες τιµές. Μάλι-

στα, µια τέτοια συνεκτική παράσταση ενοποιεί τη συνεχή και τη διακριτή
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περίπτωση. Η Ι3 είναι ισοδύναµη µε την Ι΄3, δηλαδή

∫

S
∂
∂θf(x˜

; θ)dx
˜
= 0,

ενώ Eθ
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) =

∫

S
∂
∂θ ln f(x˜

; θ) f(x
˜
; θ)dx

˜
=

∫

S
∂
∂θf(x˜

; θ)dx
˜

. Κατά

συνέπεια, η Ι3 µπορεί να αντικατασταθεί µε την

Ι6. Eθ
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = 0, ∀θ ∈ Θ (που είναι η (5.3)).

Επίσης, το αριστερό µέλος της Ι4 γράφεται

∫

S
T (x
˜
) ∂
∂θf(x˜

; θ)dx
˜
=

∫

S
T (x
˜
) ∂
∂θ ln f(x˜

; θ) f(x
˜
; θ)dx

˜

= Eθ

(
T (X
˜
) ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)

ενώ το δεξιό της µέλος είναι ∂
∂θEθT (X

˜
). Εποµένως, η Ι4 µπορεί να αντι-

κατασταθεί µε την

Ι7. Eθ

(
T (X
˜
) ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= ∂

∂θEθT (X
˜
), ∀θ ∈ Θ.

Το Θεώρηµα 5.1.1 ισχύει λοιπόν και υπό τις συνθήκες Ι1, Ι2, Ι5, Ι6, Ι7.

΄Οµως, σε κάθε ανάγνωση (και όχι σε πρώτη ούτε σε δεύτερη ...) οι Ι6 και

Ι7 υπολείπονται σε διαισθητική ερµηνεία των Ι3 και Ι4, και για αυτό τον

λόγο δεν χρησιµοποιήθηκαν εξ΄ αρχής.

Για ορισµένες όµως γνωστές κατανοµές, όπως η κανονική, η Poisson,

η εκθετική και άλλες, µπορεί να δειχθεί ότι οι συνθήκες Ι3 και Ι4 ισχύουν

και µάλιστα η Ι4 είναι αληθής για οποιαδήποτε στατιστική συνάρτηση

T (X
˜
). Αυτό προκύπτει από ένα γενικό αποτέλεσµα, την Πρόταση 5.2.2,

που δίνεται στην επόµενη ενότητα.

Η συνάρτηση I(θ), που εµφανίζεται στη συνθήκη Ι5, είναι εξ ορισµού

µη αρνητική, ως µέση τιµή µη αρνητικής τυχαίας µεταβλητής. Η Ι5 απλώς

εξασφαλίζει ότι το δεξιό µέλος των (5.1) και (5.2) είναι ένας καλώς ορισµέ-

νος πραγµατικός (ϑετικός) αριθµός (δεν ϑα ήταν, αν I(θ) = 0 ή I(θ) = ∞).

Η επαλήθευσή της γίνεται υπολογίζοντας το I(θ). ΄Οπως ϑα διαπιστώσου-

µε στη συνέχεια, υπό κάποιες συνθήκες που συνήθως ισχύουν, υπάρχουν

διάφοροι εναλλακτικοί τρόποι υπολογισµού του I(θ), πιο εύκολοι από τον

ορισµό.
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Η ανισότητα (5.2) είναι ειδική περίπτωση της (5.1). Κάθε µία από τις

(5.1) και (5.2) είναι γνωστή στη ϐιβλιογραφία ως ανισότητα των Cramér–

Rao ή Information Inequality ή Cramér–Rao (Information) Inequality.

Σηµειώνουµε επιπροσθέτως ότι το δεξιό µέλος της σχέσης (5.1) εξαρτάται

εν γένει από τον εκτιµητή T (X
˜
), λόγω της παραγώγου τ ′(θ) = ∂

∂θEθT (X
˜
),

ενώ το δεξιό µέλος της (5.2), [g′(θ)]2/I(θ), είναι ανεξάρτητο του συγκεκρι-

µένου αµερόληπτου εκτιµητή T (X
˜
). Συνεπώς, η (5.2) (και όχι η (5.1) )

παρέχει ένα κάτω ϕράγµα ως προς T (X
˜
) για τη VarθT (X

˜
), το οποίο ανα-

ϕέρεται ως κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao για τη διασπορά αµερόληπτων

εκτιµητών του g(θ) και γράφεται ως

Κ.Φ. C-R =
(
g′(θ)

)2
/I(θ), θ ∈ Θ , (5.6)

(παραλείποντας στο συµβολισµό την εξάρτησή του από το θ).

Παρατηρούµε ότι το Κ.Φ. C-R καθορίζεται πλήρως από τη συνάρτηση

g, την τιµή της οποίας, g(θ), επιθυµούµε να εκτιµήσουµε και από ένα

«χαρακτηριστικό» της πυκνότητας f(x
˜
; θ) του δείγµατος X

˜
, το I(θ). Το

«χαρακτηριστικό» αυτό (συνάρτηση του θ ∈ Θ ως µαθηµατικό αντικείµενο)

I(θ) = Eθ

[
( ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ))2

]

ονοµάζεται αριθµός ή µέτρο πληροφορίας ή απλά πληροφορία του Fisher

που περιέχεται στο δείγµα X
˜

για την άγνωστη παράµετρο θ. Ο συµβολι-

σµός I(θ), όπως και των συνθηκών Ι1 – Ι5, παραπέµπει στο Information

(Πληροφορία), ενώ λόγω της ύπαρξης του I(θ) στις ανισότητες (5.1) και

(5.2) δικαιολογείται η εναλλακτική ονοµασία κάθε µίας ως Information

Inequality.

Μία ενδιαφέρουσα ερµηνεία του I(θ) που δίνουν οι Lehmann and Ca-

sella (1998, σελ. 115) είναι η ακόλουθη. Η παράγωγος ∂
∂θ ln f(x˜

; θ) =
∂
∂θf(x˜

; θ)/f(x
˜
; θ) παριστάνει το σχετικό ϱυθµό µεταβολής ως προς θ της

πυκνότητας f(x
˜
; θ). ΄Αρα I(θ) είναι ο κατά µέσο όρο (ως προς την κα-

τανοµή του X
˜

) τετραγωνικός σχετικός ϱυθµός µεταβολής της f(x
˜
; θ) στο

σηµείο θ. Συνεπώς, µία «µεγάλη» τιµή της συνάρτησης I(θ) στο σηµείο

θ = θ0, υποδηλώνει ταχεία µεταβολή ως προς θ της πυκνότητας f(x
˜
; θ)
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σε µια µικρή περιοχή του θ0, γεγονός που καθιστά πιο εύκολο να ξεχωρί-

σουµε το θ0 από γειτονικά του σηµεία και εποµένως να εκτιµήσουµε το θ

µε µεγαλύτερη ακρίβεια αν η τιµή του είναι θ0. Εν κατακλείδι, για κάθε

θ ∈ Θ, ο αριθµός I(θ) παρέχει πληροφορία για την ακρίβεια µε την οποία

µπορεί να εκτιµηθεί το θ από το δείγµα X
˜

, µε «µεγάλες» τιµές του I(θ) να

είναι επιθυµητές.

Σε αυτό το σηµείο προσθέτουµε ότι για g(θ) = θ, από την (5.2) παίρ-

νουµε VarθT (X
˜
) > 1/I(θ) = Κ.Φ. C-R , για κάθε θ ∈ Θ και για κάθε

αµερόληπτο εκτιµητή T (X
˜
) του θ, που ικανοποιεί την Ι4. Αν λοιπόν υ-

πάρχει αµερόληπτος εκτιµητής T0(X
˜
), τέτοιος ώστε VarθT0(X

˜
) = 1/I(θ),

θ ∈ Θ, τότε επιβεβαιώνεται η παραπάνω ερµηνεία του I(θ), αφού χρη-

σιµοποιώντας τον T0(X
˜
), για να εκτιµήσουµε το θ µία µεγάλη τιµή της

πληροφορίας I(θ) συνεπάγεται µικρή διασπορά VarθT0(X
˜
) και συνεπώς

ακριβή εκτίµηση του θ. Με τη µελέτη εκτιµητών όπως ο T0(X
˜
) (που ϑα τον

ονοµάσουµε αποδοτικό εκτιµητή) ϑα ασχοληθούµε στην επόµενη ενότητα.

Η έννοια της πληροφορίας εισήχθηκε από τον Edgeworth (1908), όµως

ο αριθµός πληροφορίας I(θ) µελετήθηκε συστηµατικά από τον Fisher

(1922, 1925, 1934), και για αυτό, τιµητικά, ϕέρει το όνοµα του. Η έννοια

του αριθµού πληροφορίας µπορεί να γενικευθεί, έτσι ώστε να αναφέρεται

σε οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή, στατιστική συνάρτηση ή τυχαίο διάνυ-

σµα Y (και όχι µόνον στο δείγµα X
˜

). Αν η πυκνότητα του Y είναι h(y; θ),

θ ∈ Θ, τότε ο αριθµός ή µέτρο πληροφορίας ή απλά πληροφορία του Fi-

sher που περιέχεται στο Y για την άγνωστη παράµετρο θ ορίζεται από τη

σχέση

IY (θ) = Eθ

[(
∂
∂θ lnh(Y ; θ)

)2]
, θ ∈ Θ. (5.7)

Για παράδειγµα, αν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) και η πυκνότητα της παρατήρησης

Xi είναι fi(xi; θ) τότε

IXi(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)2]
, θ ∈ Θ

είναι η πληροφορία του Fisher που περιέχεται στην Xi για το θ.

Η επόµενη πρόταση παρέχει εναλλακτικούς τύπους και ιδιότητες του

I(θ), που, πέραν από το ϑεωρητικό ενδιαφέρον που παρουσιάζουν, χρησι-



114Ανισότητα των Cramér–Rao, Πληροφορία του Fisher και Αποδοτικοί Εκτιµητές

µεύουν επίσης και στον υπολογισµό του. Οι συνθήκες της πρότασης δια-

τυπώνονται για συνεχή κατανοµή του X
˜

. ΄Οπως και στο Θεώρηµα 5.1.1,

στην περίπτωση διακριτής κατανοµής του X
˜

µε αριθµήσιµο σύνολο τι-

µών απαιτούνται αντίστοιχες συνθήκες που προκύπτουν αντικαθιστώντας

τα ολοκληρώµατα µε σειρές. Τέλος, για διακριτή κατανοµή του X
˜

µε

πεπερασµένο σύνολο τιµών οι αντίστοιχες συνθήκες, που προκύπτουν α-

ντικαθιστώντας τα ολοκληρώµατα µε (πεπερασµένα) αθροίσµατα, ισχύουν.

Πρόταση 5.1.2. (διαφορετικές εκφράσεις του I(θ) ) (i) ΄Εστω ότι ισχύ-

ουν οι συνθήκες Ι1, Ι2, Ι3. Τότε έχουµε,

I(θ) = Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)

, ∀θ ∈ Θ. (5.8)

(ii) ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες Ι1, Ι2 και

Ι8 Για κάθε x
˜
∈ S =

{
x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ Rn : f(x

˜
; θ) > 0

}
και θ ∈ Θ, η

δεύτερη παράγωγος ∂2

∂θ2
ln f(x

˜
; θ) υπάρχει, είναι πεπερασµένη και

∫

S
∂2

∂θ2 ln f(x˜
; θ)dx

˜
= ∂2

∂θ2

∫

S
ln f(x

˜
; θ)dx

˜
(= 0) , ∀θ ∈ Θ.

Τότε έχουµε,

I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f(X˜
; θ)
)

, ∀θ ∈ Θ. (5.9)

(iii) ΄Εστω ότι το δείγµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) αποτελείται από ανεξάρτητες

παρατηρήσεις Xi µε πυκνότητες fi(xi; θ), i = 1, . . . , n, αντίστοιχα. ΄Εστω

ακόµη ότι ισχύουν οι συνθήκες Ι1 και οι αντίστοιχες συνθήκες των Ι2 και

Ι3 για κάθε µία από τις Xi, i = 1, . . . , n, (δηλαδή στις Ι2 και Ι3, η f(x
˜
; θ)

αντικαθίσταται από την fi(xi; θ)). Τότε έχουµε,

I(θ) =
n∑

i=1

Ii(θ) , ∀θ ∈ Θ. (5.10)

(προσθετική ιδιότητα του αριθµού πληροφορίας του Fisher ), όπου

Ii(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)2]
= Varθ

(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)
, ∀θ ∈ Θ.

(5.11)

είναι ο αριθµός πληροφορίας του Fisher που περιέχεται στην παρατήρηση

Xi, i = 1, . . . , n, για την παράµετρο θ.
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(iv) Εάν επιπλέον από τις υποθέσεις της (iii), οι παρατηρήσεις Xi, i =

1, . . . , n έχουν κοινή κατανοµή, τότε

I(θ) = nI1(θ) , ∀θ ∈ Θ. (5.12)

(v) ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες Ι1 και οι αντίστοιχες συνθήκες των Ι2 και

Ι8 για κάθε µία από τις Xi, i = 1, . . . , n. Τότε έχουµε,

Ii(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2
ln fi(Xi; θ)

)
, ∀θ ∈ Θ. (5.13)

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το X
˜

έχει συνεχή κατανοµή. Η απόδειξη στη

διακριτή περίπτωση είναι ανάλογη.

(i) ΄Εχει δειχθεί κατά την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.1 (σχέση (5.4)).

(ii) ΄Εχουµε,

Eθ

(
∂2

∂θ2
ln f(X

˜
; θ)
)
= Eθ

(
∂
∂θ

( ∂
∂θf(X

˜
; θ)

f(X
˜
; θ)

))

= Eθ




{
∂2

∂θ2 f(X˜
; θ) · f(X

˜
; θ)−

(
∂
∂θf(X

˜
; θ)
)2}

f2(X
˜
; θ)




= Eθ

(
∂2

∂θ2 f(X˜
; θ)/f(X

˜
; θ)
)
− Eθ

( ∂
∂θf(X

˜
; θ)

f(X
˜
; θ)

)2

=

∫

S

∂2

∂θ2
f(x
˜
; θ)

f(x
˜
; θ)

· f(x
˜
; θ) dx

˜
− Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2

=

∫

S
∂2

∂θ2 f(x˜
; θ) dx

˜
− I(θ) = ∂2

∂θ2

∫

S
f(x
˜
; θ) dx

˜
− I(θ)

= ∂2

∂θ2
(1)− I(θ) = −I(θ).

Εποµένως, I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f(X˜
; θ)
)

.

(iii) Η πρώτη ισότητα στην (5.11) είναι ο ορισµός του Ii(θ). Η απόδειξη

ότι Ii(θ) = Varθ
(

∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)
είναι πανοµοιότυπη µε την απόδειξη της

(5.4), επειδή Eθ

(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)
= 0 που αποδεικνύεται όπως η (5.3).

Λόγω ανεξαρτησίας των Xi, i = 1, . . . , n, f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

fi(xi; θ), οπότε
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∂
∂θ ln f(x˜

; θ) =
n∑

i=1

∂
∂θ ln fi(xi; θ) και εποµένως έχουµε

I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= Eθ



(

n∑

i=1

∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)2



= Eθ




n∑

i=1

(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)2
+
∑

i 6=j

∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

∂
∂θ ln fj(Xj ; θ)




=
n∑

i=1

Eθ

[(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)2]

+
∑

i 6=j

Eθ

(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)
Eθ

(
∂
∂θ ln fj(Xj ; θ)

)

=

n∑

i=1

Ii(θ).

Η προτελευταία ισότητα ισχύει λόγω της ανεξαρτησίας των Xi και Xj ,

i 6= j, και η τελευταία επειδή Eθ

(
∂
∂θ ln fi(Xi; θ)

)
= 0.

(iv) Επειδή οι Xi, i = 1, . . . , n, έχουν την ίδια κατανοµή, είναι fi(xi; θ) =

f1(xi; θ) και άρα

Ii(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f1(Xi; θ)

)2]
. (5.14)

Επιπλέον, οι τυχαίες µεταβλητές
(

∂
∂θ ln f1(Xi; θ)

)2
, i = 1, . . . , n, έχουν

την ίδια κατανοµή και συνεπώς την ίδια µέση τιµή, δηλαδή

Eθ

[(
∂
∂θ ln f1(Xi; θ)

)2]
= Eθ

[(
∂
∂θ ln f1(X1; θ)

)2]
,

που λόγω της (5.14) γράφεται Ii(θ) = I1(θ), i = 1, . . . , n. Εξ υποθέσεως,

οι Xi είναι ανεξάρτητες, οπότε από την (5.10) παίρνουµε

I(θ) =

n∑

i=1

Ii(θ) =

n∑

i=1

I1(θ) = nI1(θ).

(v) Προκύπτει εντελώς ανάλογα, όπως η (5.9).



Εκθετική οικογένεια κατανοµών και αποδοτικοί εκτιµητές 117

Η προσθετική ιδιότητα (5.10) έχει την προφανή ερµηνεία ότι στην πε-

ϱίπτωση που το δείγµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) αποτελείται από ανεξάρτητες

παρατηρήσεις, η (συνολική) πληροφορία για το θ είναι το αθροιστικό α-

ποτέλεσµα των πληροφοριών που εµπεριέχονται στις Xi, i = 1, . . . , n. ∆εν

υπάρχει δηλαδή «επικάλυψη» πληροφορίας µεταξύ δύο διαφορετικών πα-

ϱατηρήσεων. Επιπλέον, η (5.10) παρέχει ένα εναλλακτικό και χρήσιµο

τρόπο υπολογισµού του I(θ) : είναι σχετικά πιο εύκολο να υπολογιστεί το

Ii(θ) χρησιµοποιώντας τη µονοµεταβλητή (περιθώρια) πυκνότητα της Xi,

fi(xi; θ), µέσω της (5.11) ή της (5.13), και µετά να εφαρµοστεί η (5.10),

παρά να χρησιµοποιηθεί µία από τις (5.8) ή (5.9) που απαιτούν τον υπολο-

γισµό της πολυµεταβλητής πυκνότητας του δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ,

f(x
˜
; θ). Η (5.11) συνεπάγεται ότι I(θ) → ∞ καθώς n → ∞, δηλαδή «ά-

πειρες» παρατηρήσεις δηµιουργούν «άπειρη» πληροφορία, κάτι που είναι

διαισθητικά αναµενόµενο.

Κλείνοντας την ενότητα, αναφέρουµε ότι έχουν οριστεί και µελετηθεί α-

πό πολλούς ερευνητές αρκετά άλλα µέτρα στατιστικής πληροφορίας, εκτός

του αριθµού πληροφορίας του Fisher. Κοινός τόπος αυτών των µέτρων εί-

ναι ότι ικανοποιούν ορισµένες ϐασικές ιδιότητες, όπως, π.χ. η προσθετική

ιδιότητα. Η περιοχή της Στατιστικής που ασχολείται µε τη ϑεωρία και τις

εφαρµογές των µέτρων στατιστικής πληροφορίας είναι γνωστή µε την ονο-

µασία Στατιστική Θεωρία Πληροφοριών (Statistical Information Theory),

(ϐλέπε για παράδειγµα Kullback (1997)).

5.2 Εκθετική οικογένεια κατανοµών και αποδοτι-

κοί εκτιµητές

Στην ενότητα αυτή ϑα µελετήσουµε µία τεχνική για την εύρεση αµερό-

ληπτου εκτιµητή ελάχιστης διασποράς, που ϐασίζεται στην ανισότητα των

Cramér–Rao. Ορίζουµε πρώτα την µονοπαραµετρική εκθετική οικογένεια

κατανοµών.

Ορισµός 5.2.1. Η οικογένεια κατανοµών τουX
˜

= (X1, . . . ,Xn) , {f(x
˜
; θ) :
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θ ∈ Θ}, Θ ⊂ R, ανήκει στη Μονοπαραµετρική Εκθετική Οικογένεια Κατα-

νοµών (Μ.Ε.Ο.Κ.) εάν :

(α) Το σύνολο τιµών του X
˜

, S =
{
x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n : f(x
˜
; θ) > 0

}

δεν εξαρτάται από το θ.

(ϐ) Η πυκνότητα f(x
˜
; θ) έχει τη µορφή

f(x
˜
; θ) = e

A(θ)+B(x
˜
)+C(θ)D(x

˜
)
, x

˜
∈ S, θ ∈ Θ.

Αντί της ορολογίας η οικογένεια
{
f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ

}
ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ.,

ϑα χρησιµοποιούµε, αδιακρίτως, και την έκφραση η οικογένεια {f(x
˜
; θ) :

θ ∈ Θ} είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ.. Η ορολογία «µονοπαραµετρική» δικαιολο-

γείται από ότι το θ είναι πραγµατική παράµετρος (και όχι π.χ. Ϲεύγος

πραγµατικών παραµέτρων, θ = (θ1, θ2)). Σηµειώνουµε επίσης ότι οι συ-

ναρτήσεις A(θ), B(x
˜
), C(θ) και D(x

˜
) δεν ορίζονται µονοσήµαντα, αφού

για παράδειγµα f(x
˜
; θ) = e

A1(θ)+B1(x
˜
)+C1(θ)D1(x

˜
)

µε A1(θ) = A(θ) − 1,

B1(x
˜
) = B(x

˜
) + 1, C1(θ) = C(θ)/2, D1(x

˜
) = 2D(x

˜
). Από τον ορισµό

προκύπτει αµέσως η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 5.2.1. Αν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα και η

κοινή οικογένεια κατανοµών των Xi είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. µε πυκνότητα

f1(x; θ) = eA(θ)+B(x)+C(θ)D(x), x ∈ S1, θ ∈ Θ,

τότε η οικογένεια κατανοµών του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ,
{
f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ

}
,

είναι επίσης µία Μ.Ε.Ο.Κ., διατηρώντας µάλιστα την ίδια συνάρτηση C(θ),

θ ∈ Θ.

Απόδειξη. ΄Εχουµε,

f(x
˜
; θ) = f(x1, . . . , xn; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = e
nA(θ)+

n
∑

i=1
B(xi)+C(θ)

n
∑

i=1
D(xi)

= e
A∗(θ)+B∗(x

˜
)+C(θ)D∗(x

˜
)
, x

˜
= (x1, . . . , xn) ∈ S = S1 × · · · × S1,

όπου A∗(θ) = nA(θ), B∗(x
˜
) =

n∑

i=1

B(xi), D
∗(x
˜
) =

n∑

i=1

D(xi).
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Μερικά παραδείγµατα Μ.Ε.Ο.Κ. είναι τα ακόλουθα. Σε όλα ϑεωρούµε

ότι το X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από µία κατανοµή

µε πυκνότητα f1(x; θ), οπότε η απόδειξη για την οικογένεια πυκνοτήτων

{f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ} ανάγεται στην αντίστοιχη για την οικογένεια {f1(x; θ) :

θ ∈ Θ}.

Παράδειγµα 5.2.1. Η οικογένεια των κανονικών κατανοµών N (θ, 1), θ ∈
Θ = R είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. γιατί S1 = R και

f1(x; θ) =
1√
2π
e−

1
2
(x−θ)2 = e−

1
2
θ2− 1

2
ln(2π)− 1

2
x2+θx,

= eA(θ)+B(x)+C(θ)D(x), x ∈ R, θ ∈ R,

µε A(θ) = −1
2θ

2 − 1
2 ln(2π), B(x) = −1

2x
2, c(θ) = θ, D(x) = x.

Παράδειγµα 5.2.2. Η οικογένεια των κανονικών κατανοµών N (0, θ2),

θ ∈ Θ = (0,∞) είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. γιατί S1 = R και

f1(x; θ) =
1

θ
√
2π
e−

x2

2θ2 = e− ln θ− 1
2
ln(2π)− 1

2θ2
x2

,

= eA(θ)+B(x)+C(θ)D(x) , x ∈ R, θ > 0,

µε A(θ) = − ln θ − 1
2 ln(2π), B(x) = 0, c(θ) = − 1

2θ2
, D(x) = x2.

Παράδειγµα 5.2.3. Η οικογένεια των κατανοµών Poisson, P(θ), θ ∈ Θ =

(0,∞) είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. γιατί S1 = {0, 1, 2, . . . } και

f1(x; θ) = e−θ θx

x! = e−θ−lnx!+(ln θ)·x,

= eA(θ)+B(x)+C(θ)D(x), x ∈ S1, θ > 0,

µε A(θ) = −θ, B(x) = − lnx!, c(θ) = ln θ, D(x) = x.

Παράδειγµα 5.2.4. Η οικογένεια των διωνυµικών κατανοµώνB(n, θ), θ ∈
Θ = (0, 1) είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. γιατί S1 = {0, 1, . . . , n} και

f1(x; θ) =
(n
x

)
θx(1− θ)n−x =

(n
x

) (
θ

1−θ

)x
(1− θ)n

= en ln(1−θ)+ln (nx)+ln( θ
1−θ )·x,

= eA(θ)+B(x)+C(θ)D(x), x ∈ S1, θ ∈ (0, 1),

µε A(θ) = n ln(1− θ), B(x) = ln
(n
x

)
, c(θ) = ln

(
θ

1−θ

)
, D(x) = x.
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Παράδειγµα 5.2.5. Η οικογένεια των οµοιόµορφων κατανοµών U(0, θ),
θ ∈ Θ = (0,∞) δεν είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. γιατί

f1(x; θ) =





1
θ , 0 < x < θ,

0, αλλού,

οπότε S1 = (0, θ) το οποίο εξαρτάται από το θ.

Παράδειγµα 5.2.6. Η οικογένεια των κατανοµών Cauchy µε πυκνότητα

f1(x; θ) =
1

π
(
1 + (x− θ)2

) , −∞ < x < ∞, θ ∈ Θ = R,

δεν είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ., γιατί δεν µπορεί να γραφεί στη µορφή f1(x; θ) =

eA(θ)+B(x)+C(θ)D(x).

Η επόµενη πρόταση καθιστά πολύ εύκολη την επαλήθευση των συνθη-

κών Ι2, Ι3 και Ι4 για µία Μ.Ε.Ο.Κ.

Πρόταση 5.2.2. Εάν η οικογένεια κατανοµών τουX
˜

,
{
f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ ⊂ R

}

µε Θ ανοικτό σύνολο, είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. µε f(x
˜
; θ) = e

A(θ)+B(x
˜
)+C(θ)D(x

˜
)
,

x
˜
∈ S και η συνάρτηση C(θ) έχει συνεχή και µη µηδενική παράγωγο στο

Θ, τότε οι συνθήκες Ι2, Ι3 και Ι4 ισχύουν και η Ι4 ισχύει για κάθε στατιστική

συνάρτηση T (X
˜
).

Απόδειξη. Παραλείπεται, επειδή υπερβαίνει το επίπεδο αυτών των σηµειώ-

σεων. Παραπέµπουµε, όµως, τον αναγνώστη στους Bickel and Doksum

(1977, σελ. 130 και 147 – 148) που παρέχουν υποδείξεις για την απόδει-

ξη.

Στην περίπτωση που τα δεδοµένα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) αποτελούν ένα

τυχαίο δείγµα από µία Μ.Ε.Ο.Κ., αντί της Πρότασης 5.2.2, µπορεί να

χρησιµοποιηθεί και η επόµενη πρόταση για την επαλήθευση των Ι2, Ι3

και Ι4.

Πρόταση 5.2.3. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από µία

Μ.Ε.Ο.Κ.

f1(x1; θ) = eA(θ)+B(x1)+C(θ)D(x1), x1 ∈ S1, θ ∈ Θ ⊂ R
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µε Θ ανοικτό σύνολο και η συνάρτηση C(θ) έχει συνεχή και µη µηδενική

παράγωγο στο Θ, τότε ισχύουν οι συνθήκες Ι2, Ι3 και Ι4 (για κάθε στατιστική

συνάρτηση T (X
˜
)) για την οικογένεια κατανοµών

{
f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ

}
του X

˜
.

Απόδειξη. ΄Αµεση από τις Προτάσεις 5.2.1 και 5.2.2.

Παράδειγµα 5.2.7. Για την Μ.Ε.Ο.Κ., που δόθηκε στο Παράδειγµα 5.2.2,

έχουµε Θ = (0,∞), C(θ) = − 1
2θ2

, C ′(θ) = 1
θ3

. Συνεπώς, ϐάσει της

Πρότασης 5.2.3 οι συνθήκες Ι2, Ι3 και Ι4 ισχύουν. �

Η ανισότητα (5.2) των Cramér–Rao µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να

αποδειχθεί ότι ένας αµερόληπτος εκτιµητής έχει ελάχιστη διασπορά ως

εξής. Εάν ισχύουν οι συνθήκες Ι1–Ι5 και η Ι4 ισχύει για οποιοδήποτε

αµερόληπτο εκτιµητή του g(θ), τότε από την (5.2) και την (5.6) παίρνουµε

VarθT (X
˜
) >

(g′(θ))2

I(θ)
= Κ.Φ. C-R

για κάθε θ ∈ Θ και για κάθε αµερόληπτο εκτιµητή T (X
˜
). Εάν εν συ-

νεχεία επιτύχουµε να ϐρούµε έναν αµερόληπτο εκτιµητή T ∗(X
˜
) του ο-

ποίου η διασπορά είναι ίση προς το κάτω ϕράγµα
(
g′(θ)

)2
/I(θ), δηλα-

δή VarθT
∗(X
˜
) = Κ.Φ. C-R για κάθε θ ∈ Θ, τότε ισχύει VarθT (X

˜
) >

VarθT
∗(X
˜
), για κάθε θ ∈ Θ, δηλαδή ο T ∗(X

˜
) έχει την ελάχιστη δυνατή

διασπορά και άρα το ελάχιστο δυνατό ΜΤΣ µεταξύ όλων των αµερόληπτων

εκτιµητών. Για αυτόν τον εκτιµητή δίνουµε τον εξής ορισµό.

Ορισµός 5.2.2. Ο εκτιµητής T ∗(X
˜
) του g(θ) ονοµάζεται αποδοτικός, εάν

ισχύουν οι συνθήκες Ι1–Ι5 και

(α) είναι αµερόληπτος,

(ϐ) VarθT
∗(X
˜
) = Κ.Φ. C­R =

(
g′(θ)

)2
/I(θ), ∀ θ ∈ Θ.

Παράδειγµα 5.2.8. (εκθετική κατανοµή - αποδοτικός εκτιµητής της

µέσης τιµής) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την εκθε-

τική κατανοµή

f1(x1; θ) =
1
θe

−x1
θ , x1 > 0, θ ∈ Θ = (0,∞).
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Υπενθυµίζουµε ότι στο (εισαγωγικό) Παράδειγµα 2.1 είχαµε χρησιµοποι-

ήσει την εκθετική κατανοµή ως µοντέλο του χρόνου Ϲωής ηλεκτρικών λαµ-

πτήρων και είχαµε αναδείξει τον δειγµατικό µέσο X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi ως ένα λογι-

κό εκτιµητή του θ. Θα αναζητήσουµε αποδοτικό εκτιµητή του θ, δηλαδή ε-

δώ g(θ) = θ. Υπενθυµίζουµε ακόµη ότι EθX1 = θ και VarθX1 = θ2. Επα-

ληθεύουµε πρώτα τις συνθήκες Ι1–Ι5. Επειδή Θ = (0,∞) η Ι1 προφανώς

ισχύει. Για τις Ι2, Ι3, Ι4 παρατηρούµε ότι η οικογένεια {f1(x1; θ) : θ ∈ Θ}
είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. µε C(θ) = −1

θ και παράγωγο C ′(θ) = 1
θ2

6= 0 και

συνεχή για κάθε θ ∈ Θ. ΄Αρα, οι Ι2, Ι3, Ι4 ισχύουν (και η Ι4 είναι αληθής

για κάθε στατιστική συνάρτηση T (X
˜
)) ϐάσει της Πρότασης 5.2.3. Για την

Ι5 παρατηρούµε ότι

∂
∂θ ln f1(x1; θ) = −1

θ
+

x1
θ2

.

Συνεπώς, από τις (5.12) και (5.11),

I(θ) = nI1(θ) = nVarθ
(

∂
∂θ ln f1(X1; θ)

)
= nVarθ

(
−1

θ +
X1
θ2

)

=
n

θ4
Varθ (X1) =

n

θ4
θ2 =

n

θ2
,

οπότε η Ι5 προφανώς ισχύει. Αφού λοιπόν ισχύουν οι συνθήκες Ι1–Ι5 και

g(θ) = θ, από την (5.2) έχουµε

VarθT (X
˜
) ≥ 1

I(θ)
=

θ2

n
, ∀ θ ∈ Θ

για κάθε αµερόληπτο εκτιµητή T (X
˜
) του θ, ενώ από την (5.6) το κά-

τω ϕράγµα των Cramér-Rao είναι Κ.Φ. C-R = 1
I(θ) = θ2

n . Παίρνοντας

T ∗(X
˜
) = 1

n

∑
i=1

n

Xi = X̄ συµπεραίνουµε ότι ο T ∗(X
˜
) = X̄ είναι αποδοτι-

κός εκτιµητής του θ, αφού ο X̄ είναι αµερόληπτος µε Varθ(X̄) = θ2

n =

Κ.Φ. C-R (ϐλέπε Πρόταση 4.2.3).

Οι επόµενες δύο προτάσεις χαρακτηρίζουν τις οικογένειες κατανοµών

{f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ ⊂ R} και εκείνες τις συναρτήσεις g για τις οποίες υπάρ-

χουν αποδοτικοί εκτιµητές του g(θ), παρέχοντας συγχρόνως τους εκτιµη-

τές αυτούς.
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Πρόταση 5.2.4. (Ικανή συνθήκη για αποδοτικότητα) ΄Εστω ότι η οικογένεια

κατανοµών του X
˜

, {f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ}, ανήκει στη Μ.Ε.Ο.Κ., δηλαδή

f(x
˜
; θ) = e

A(θ)+B(x
˜
)+C(θ)·D(x

˜
)
, x

˜
∈ S,

και ικανοποιούνται οι συνθήκες :

(α) Το Θ είναι ένα ανοικτό σύνολο του R.

(ϐ) Η παράγωγος C ′(θ) υπάρχει, είναι συνεχής και µη µηδενική, για κάθε

θ ∈ Θ.

(γ) 0 < I(θ) < ∞, ∀ θ ∈ Θ.

Θέτουµε g(θ) = EθD(X
˜
). Τότε ισχύουν τα εξής :

( i) D(X
˜
) είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ).

( ii) αD(X
˜
) + β είναι αποδοτικός εκτιµητής του αg(θ) + β, όπου α 6= 0

και β αυθαίρετες σταθερές (µη εξαρτώµενες από το θ).

Απόδειξη. (i) Από τις συνθήκες και την Πρόταση 5.2.2 προκύπτει ότι ικα-

νοποιούνται οι Ι1–Ι5 της ανισότητας των Cramér–Rao και εποµένως

VarθT (X
˜
) ≥

(
g′(θ)

)2

I(θ)
, ∀ θ ∈ Θ,

για κάθε αµερόληπτο εκτιµητή T (X
˜
) του g(θ). Από τον Ορισµό 5.2.2, ο

D(X
˜
) ϑα είναι αποδοτικός εκτιµητής εάν

EθD(X
˜
) = g(θ), ∀ θ ∈ Θ, (5.15)

VarθD(X
˜
) =

(
g′(θ)

)2

I(θ)
, ∀ θ ∈ Θ. (5.16)

Η (5.15) είναι ο ορισµός του g(θ). Για την (5.16) παρατηρούµε τα εξής.

Κατ’ αρχάς

ln f(x
˜
; θ) = A(θ) +B(x

˜
) +C(θ) ·D(x

˜
), ∀ x

˜
∈ S, ∀ θ ∈ Θ
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και

∂
∂θ ln f(x˜

; θ) = A′(θ) + C ′(θ) ·D(x
˜
), ∀ x

˜
∈ S, ∀ θ ∈ Θ.

Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι οι τυχαίες µεταβλητές ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) και

D(X
˜
) συνδέονται γραµµικά µεταξύ τους (µε πιθανότητα 1, για κάθε θ ∈

Θ) και εποµένως η ανισότητα Cauchy–Schwarz ισχύει ως ισότητα (ϐλέπε

Πρόταση 1.8.2). Συνεπώς έχουµε,

Cov2θ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ),D(X

˜
)
)

= Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
· VarθD(X

˜
), ∀ θ ∈ Θ. (5.17)

΄Οµως, από την (5.5) µε T (X
˜
) = D(X

˜
) και την (5.15) συµπεραίνουµε ότι

Covθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ),D(X

˜
)
)
= g′(θ), ∀ θ ∈ Θ,

ενώ από την (5.8)

Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= I(θ), ∀ θ ∈ Θ.

Αντικατάσταση στην (5.17) δίνει
(
g′(θ)

)2
= I(θ) · VarθD(X

˜
), για κάθε

θ ∈ Θ, που είναι η (5.16).

(ii) Θα ανάγουµε την απόδειξη στο πρώτο µέρος που έχει ήδη δειχθεί.

Πράγµατι, ϑέτοντας D1(X
˜
) = αD(X

˜
) + β, λύνοντας ως προς D(X

˜
) και

αντικαθιστώντας στον τύπο της f(x
˜
; θ) παίρνουµε

f(x
˜
; θ) = e

A1(θ)+B(x
˜
)+C1(θ)·D1(x

˜
)
,

όπου, A1(θ) = A(θ)− β
α C(θ), C1(θ) =

C(θ)
α . Προφανώς, για αυτήν τη νέα

έκφραση της πυκνότητας f(x
˜
; θ) ικανοποιούνται οι συνθήκες (α), (ϐ) και

(γ) του πρώτου µέρους και εποµένως ο D1(X
˜
) είναι αποδοτικός εκτιµητής

του g1(θ) = EθD1(X
˜
) = αEθD(X

˜
) + β.

Η επόµενη πρόταση σε συνδυασµό µε την Παρατήρηση 5.2.1 που α-

κολουθεί είναι, ουσιαστικά, η αντίστροφη της Πρότασης 5.2.4.
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Πρόταση 5.2.5. (Αναγκαία συνθήκη για αποδοτικότητα) ΄Εστω ότι ισχύουν

οι συνθήκες Ι1–Ι5, g(θ) δεν είναι σταθερά ως συνάρτηση του θ και T (X
˜
)

είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ). Τότε, η οικογένεια κατανοµών του X
˜

,

{f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ}, µε πιθανότητα 1, ικανοποιεί τη σχέση

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = c1(θ)T (X

˜
) + c2(θ) , ∀ θ ∈ Θ , (5.18)

όπου c1(θ) και c2(θ) είναι συναρτήσεις µε c1(θ) 6= 0 για κάθε θ ∈ Θ ή

ισοδύναµα

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = c1(θ)(T (X

˜
)− g(θ)) , ∀ θ ∈ Θ . (5.19)

Εάν, επιπλέον, g1(θ) δεν είναι σταθερά ως προς θ και T1(X
˜
) είναι αποδοτι-

κός εκτιµητής του g1(θ), τότε υπάρχουν σταθερές a 6= 0 και β µη εξαρτώµε-

νες από το θ, τέτοιες ώστε

T1(X
˜
) = aT (X

˜
) + β και g1(θ) = ag(θ) + β.

Απόδειξη. Αποδοτικότητα του T (X
˜
) σηµαίνει

EθT (X
˜
) = g(θ), ∀ θ ∈ Θ, (5.20)

VarθT (X
˜
) =

(
g′(θ)

)2

I(θ)
, ∀ θ ∈ Θ. (5.21)

΄Οµως, από την (5.8) έχουµε

Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= I(θ), ∀ θ ∈ Θ, (5.22)

ενώ από τις (5.5) και (5.20)

Covθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ), T (X

˜
)
)
= g′(θ), ∀ θ ∈ Θ. (5.23)

΄Αρα η (5.21) γράφεται

Cov2θ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ), T (X

˜
)
)

= Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
· VarθT (X

˜
), ∀ θ ∈ Θ. (5.24)
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Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι η ανισότητα Cauchy–Schwarz για τις τυχαί-

ες µεταβλητές ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) και T (X

˜
) ισχύει ως ισότητα (ϐλέπε Πρόταση

1.8.2). Επιπλέον, καµία από τις ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) και T (X

˜
) δεν είναι σταθε-

ϱά (ως συνάρτηση του X
˜

), η µεν πρώτη επειδή Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
> 0

λόγω της (5.22) και της Ι5, ενώ, αν T (X
˜
) = c, σταθερά µη εξαρτώµενη

από το θ, λόγω αµεροληψίας EθT (X
˜
) = g(θ) ή c = g(θ) για κάθε θ ∈ Θ

που αποκλείεται εξ υποθέσεως. Εποµένως, η Πρόταση 1.8.2 συνεπάγεται

ότι ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) και T (X

˜
) είναι γραµµικά εξαρτηµένες, δηλαδή για κάθε

θ ∈ Θ υπάρχουν σταθερές c1(θ) 6= 0 και c2(θ) εξαρτώµενες εν γένει από

το θ, έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

Pθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = c1(θ)T (X

˜
) + c2(θ)

)
= 1. (5.25)

Η (5.6) σηµαίνει ότι, µε πιθανότητα 1, ισχύει η (5.18). Επιπλέον, από τις

(5.3) και (5.18) προκύπτει ότι

0 = Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= Eθ

[
c1(θ)T (X

˜
) + c2(θ)

]
= c1(θ) · g(θ) + c2(θ),

δηλαδή

g(θ) = −c2(θ)

c1(θ)
,

οπότε αντικαθιστώντας c2(θ) = −c1(θ)g(θ) στην (5.18) προκύπτει η (5.19).

Αν τώρα T1(X
˜
) είναι ένας αποδοτικός εκτιµητής του g1(θ), τότε αντί-

στοιχα µε την (5.18), µε πιθανότητα 1, ισχύει

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = c3(θ)T1(X

˜
) + c4(θ) . (5.26)

Από τις (5.18) και (5.26) συµπεραίνουµε ότι (µε πιθανότητα 1)

c1(θ)T (X
˜
) + c2(θ) = c3(θ)T1(X

˜
) + c4(θ),

δηλαδή

T1(X
˜
) = c1(θ)

c3(θ)
T (X
˜
) + c2(θ)−c4(θ)

c3(θ)
.

Επειδή, όµως, T1(X
˜
) είναι στατιστική συνάρτηση, ο συντελεστής του T (X

˜
)

και ο σταθερός όρος δεν πρέπει να εξαρτώνται από το θ, άρα T1(X
˜
) =

aT (X
˜
) + β, όπου a 6= 0 και β σταθερές. Τέλος, g1(θ) = EθT1(X

˜
) =

aEθT (X
˜
) + β.
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Παρατήρηση 5.2.1. Η (5.18) συνεπάγεται ότι η οικογένεια κατανοµών

{f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ} ανήκει στη Μ.Ε.Ο.Κ.. Μία αυστηρή απόδειξη δίνε-

ται από τους Wĳsman (1973), Joshi (1976) και Müller-Funk, Pukel-

sheim and Witting (1989). Σε αδρές γραµµές η απόδειξη έχει ως ε-

ξής. Από την (5.18) ουσιαστικά για κάθε x
˜

στο σύνολο τιµών του X
˜

παίρνουµε ∂
∂θ ln f(x˜

; θ) = c1(θ)T (x
˜
) + c2(θ) και συνεπώς ln f(x

˜
; θ) =

T (x
˜
)
∫
c1(θ)dθ+

∫
c2(θ)dθ+B(x

˜
). Θέτοντας A(θ) =

∫
c1(θ)dθ και C(θ) =∫

c2(θ)dθ έχουµε

f(x
˜
; θ) = e

A(θ)+B(x
˜
)+C(θ)T (x

˜
)
.

Αυτή, όµως είναι η µορφή της πυκνότητας µιας Μ.Ε.Ο.Κ., µε D(X
˜
) =

T (X
˜
), τον αποδοτικό εκτιµητή. Οι Πρότασεις 5.2.4 και 5.2.5 δηλώνουν

λοιπόν ότι για την οικογένεια κατανοµών {f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ ⊂ R} υπάρχουν

αποδοτικοί εκτιµητές αν και µόνον αν αυτή ανήκει στη Μ.Ε.Ο.Κ. f(x
˜
; θ) =

e
A(θ)+B(x

˜
)+C(θ)·D(x

˜
)
. Αποδοτικοί εκτιµητές είναι οι D(X

˜
) και αD(X

˜
)+β

(Πρόταση 5.2.4) και µόνον αυτοί (Πρόταση 5.2.5). Αποδοτικά εκτιµούνται

οι τιµές g(θ) = EθD(X
˜
) και g1(θ) = αg(θ)+β (Πρόταση 5.2.4) και µόνον

αυτές (Πρόταση 5.2.5). Τέλος, υπό τις προϋποθέσεις της Πρότασης 5.2.5,

ο αποδοτικός εκτιµητής του g(θ) είναι µοναδικός. Αν υπήρχαν δύο, ο

T (X
˜
) και ο αT (X

˜
)+β αποδοτικοί για το g(θ), ϑα είχαµε g(θ) = αg(θ)+β,

οπότε α = 1 και β = 0 αφού g(θ) δεν είναι σταθερά ως προς θ.

Παρατήρηση 5.2.2. Ακολουθώντας την αντίστροφη πορεία της απόδειξης

της Πρότασης 5.2.5, είναι εύκολο να δειχθεί ότι σε µία Μ.Ε.Ο.Κ. που

ικανοποιεί τις Ι1–Ι5, η (5.19) είναι και ικανή συνθήκη προκειµένου ο T (X
˜
)

να είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ). Συνεπώς, ϕέρνοντας την τυχαία

µεταβλητή ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) στη µορφή (5.19) συµπεραίνουµε αµέσως ότι ο

T (X
˜
) είναι αποδοτικός για το g(θ), χωρίς να χρειαστεί να υπολογίσουµε

τη µέση τιµή EθT (X
˜
), που αν την υπολογίσουµε ϑα προκύψει ϕυσικά ότι

είναι g(θ).

Παράδειγµα 5.2.9. (κατανοµή Bernoulli - αποδοτικοί εκτιµητές) ΄Ε-

στω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli

B(1, θ) µε πυκνότητα f1(x; θ) = θx(1 − θ)1−x, x = 0, 1, θ ∈ Θ = (0, 1).
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Τότε, η οικογένεια κατανοµών του X
˜

είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ. µε πυκνότητα

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n−
∑n

i=1 xi

= e
n ln(1−θ)+ln θ

1−θ
·∑
i=1

n

xi

, x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ S = {0, 1} × · · · × {0, 1} .

Οι συνθήκες Ι1 και Ι2 προφανώς ισχύουν. Οι Ι3 και Ι4 επίσης ικανο-

ποιούνται επειδή το S είναι πεπερασµένο ή διαφορετικά επειδή ισχύ-

ει η συνθήκη (ϐ) της Πρότασης 5.2.4 καθώς c(θ) = ln(θ/(1 − θ)) και

c′(θ) = 1/(θ(1 − θ)). Τέλος, από την (5.8), ο αριθµός πληροφορίας του

Fisher είναι

I(θ) = Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
=

1

θ2(1− θ)2
Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)

=
1

θ2(1− θ)2

n∑

i=1

VarθXi =
1

θ2(1− θ)2

n∑

i=1

θ(1− θ) =
n

θ(1− θ)
,

δηλαδή ισχύει η συνθήκη Ι5.

Εποµένως, από την Πρόταση 5.2.4 η στατιστική συνάρτηση D(X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ) = EθD(X
˜
) = nθ και η στατι-

στική συνάρτηση aD(X
˜
)+ β είναι αποδοτικός εκτιµητής του ag(θ) + β =

a(nθ) + β. ΄Ετσι, µε a = 1
n , β = 0, ο εκτιµητής

D(X
˜

)

n = X̄ είναι απο-

δοτικός για το θ. Ακόµη, παρατηρούµε ότι η διασπορά της κατανοµής,

g1(θ) = θ(1 − θ), δεν µπορεί να γραφεί στη µορφή g1(θ) = ag(θ) + β =

a(nθ) + β, για κάθε θ ∈ (0, 1), µε a και β σταθερές µη εξαρτώµενες από

το θ (το πρώτο µέλος είναι συνάρτηση δεύτερου ϐαθµού ως προς θ ενώ το

δεύτερο πρώτου ϐαθµού) και εποµένως δεν υπάρχει αποδοτικός εκτιµητής

του θ(1− θ). Εναλλακτικά, χρησιµοποιώντας τη διαδικασία που περιγρά-

ϕεται στην Παρατήρηση 5.2.2, είναι πολύ εύκολο να ϕέρουµε την τυχαία
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µεταβλητή ∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) στις ισοδύναµες µορφές

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) =

1

θ(1− θ)

(
n∑

i=1

Xi − nθ

)
=

n

θ(1− θ)
(X̄ − θ)

=
n

aθ(1− θ)
(aX̄ + β − (aθ + β))

απ΄ όπου προκύπτει ότι οι στατιστικές συναρτήσεις

n∑

i=1

Xi, X̄, aX̄+β είναι

αποδοτικοί εκτιµητές των nθ, θ, aθ + β, αντίστοιχα. ΄Ολοι οι αποδοτικοί

εκτιµητές είναι οι γραµµικοί µετασχηµατισµοί aX̄ + β.

Παράδειγµα 5.2.10. (κατανοµή Poisson - πληροφορία I(θ)) ΄Εστω

X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Poisson P(θ),

θ ∈ Θ = (0,∞) µε πυκνότητα

f1(x; θ) = e−θ θ
x

x!
, x = 0, 1, 2, . . . .

Υπενθυµίζουµε ότι EθX1 = VarθX1 = θ.

Τότε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = e−nθ · θ

∑

i=1

n

xi

x1! · · · xn!
και

∂
∂θ ln f(x˜

; θ) = −n+

∑
i=1

n

xi

θ
.

Εποµένως, από την (5.8) προκύπτει

I(θ) = Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= Varθ

(
−n+

n∑

i=1

Xi/θ

)
=

1

θ2
Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)

=
1

θ2

n∑

i=1

VarθXi =
1

θ2

n∑

i=1

θ =
1

θ2
nθ =

n

θ
.

Παρατηρούµε ότι η πληροφορία I(θ) είναι αντιστρόφως ανάλογη της δια-

σποράς, θ, της κατανοµής. ΄Οσο λοιπόν µικρότερη είναι η διασπορά, τόσο

περισσότερη πληροφορία περιέχεται στο δείγµα X
˜

για το θ, κάτι που είναι

διαισθητικά αναµενόµενο.
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Σύµφωµα µε την Πρόταση 5.1.2, εφαρµογή της (5.8), I(θ) = Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)

,

προϋποθέτει την επαλήθευση των Ι1, Ι2, Ι3 που γίνεται εύκολα µέσω της

Πρότασης 5.2.2. Εναλλακτικά, Eθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= Eθ

(
−n+

n∑

i=1

Xi/θ

)
=

−n +
1

θ

n∑

i=1

EθXi = −n +
1

θ
(nθ) = 0, δηλαδή η (5.3) ή ισοδύναµα η Ι6

ισχύουν, οπότε έχουµε

I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
.

Παράδειγµα 5.2.11. (κανονική κατανοµή µε γνωστή διασπορά - πλη-

ϱοφορία I(θ) και αποδοτικοί εκτιµητές) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα

τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (θ, σ2) µε πυκνότητα

f1(x; θ) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x−θ)2 , x ∈ R,

όπου σ2 είναι γνωστό και θ ∈ Θ = R άγνωστο. Τότε

f(x
˜
; θ) =

1

σn(2π)n/2
e
− 1

2σ2

∑

i=1

n

(xi−θ)2

=
1

σn(2π)n/2
e
− 1

2σ2

∑

i=1

n

x2
i+

θ
σ2

∑

i=1

n

xi−nθ2

2σ2

και

∂
∂θ ln f(x˜

; θ) =
1

σ2

(
n∑

i=1

xi − nθ

)
. (5.27)

Οι συνθήκες της Πρότασης 5.2.2 επαληθεύονται πολύ εύκολα (ϐλέπε και

το Παράδειγµα 5.2.1). ΄Αρα, από την (5.8),

I(θ) = Varθ

(
1

σ2

n∑

i=1

Xi − nθ

)
=

1

σ4
Varθ

(
n∑

i=1

Xi

)
=

1

σ4
nσ2 =

n

σ2
.

Επίσης, µπορούµε να υπολογίσουµε το I(θ) από τη σχέση (5.12), I(θ) =

nI1(θ). Πράγµατι, έχουµε

f1(x1; θ) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x1−θ)2

και ∂
∂θ ln f1(x1; θ) =

1
σ2 (x1 − θ). Εποµένως, από την (5.11),

I1(θ) = Eθ

[
1

σ4
(X1 − θ)2

]
=

1

σ4
Eθ(X1−θ)2 =

1

σ4
VarθX1 =

1

σ4
σ2 =

1

σ2
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που συνεπάγεται
I(θ) = nI1(θ) =

n

σ2
.

Εναλλακτικά, χρησιµοποιώντας τη σχέση (5.9)

I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f(X˜
; θ)
)

και επειδή ∂2

∂θ2
ln f(X

˜
; θ) = − n

σ2 , προκύπτει ότι I(θ) = −Eθ(− n
σ2 ) =

n
σ2 .

΄Εχει ενδιαφέρον να επισηµάνουµε ότι η πληροφορία I(θ) είναι σταθερή ως

προς θ, αλλά και αντιστρόφως ανάλογη της διασποράς, σ2, της κατανοµής.

΄Οπως λοιπόν και στο Παράδειγµα 5.2.10, όσο µικρότερη είναι η διασπορά

τόσο µεγαλύτερη είναι η πληροφορία που παρέχει το δείγµα X
˜

για την

άγνωστη παράµετρο θ.

Λόγω της (5.27), από την Παρατήρηση 5.2.2, συµπεραίνουµε αµέσως ότι

η στατιστική συνάρτηση D(X
˜
) =

n∑

i=1

Xi είναι αποδοτικός εκτιµητής του

g(θ) = nθ. ΄Εχοντας ϐρει έναν αποδοτικό εκτιµητή, τον D(X
˜
), από την

Παρατήρηση 5.2.1, αποδοτικοί εκτιµητές είναι οι γραµµικοί µετασχηµα-

τισµοί του, T (X
˜
) = aD(X

˜
) + β = a

n∑

i=1

Xi + β και µόνον αυτοί. Οι

αντίστοιχες τιµές που εκτιµούνται αποδοτικά είναι

g1(θ) = EθT (X
˜
) = Eθ(aD(X

˜
+ β) = ag(θ) + β = a(nθ) + β,

δηλαδή οι γραµµικοί µετασχηµατισµοί του θ και µόνον αυτοί. Ως ειδική

περίπτωση, για a = 1
n και β = 0, ο X̄ είναι αποδοτικός εκτιµητής του θ.

Παράδειγµα 5.2.12. (κανονική κατανοµή µε γνωστή µέση τιµή -

πληροφορία I(θ) και αποδοτικοί εκτιµητές) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn)

είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ, θ2), όπου µ

είναι γνωστό και θ ∈ Θ = (0,∞) άγνωστο. Θα υπολογίσουµε τον αριθµό

πληροφορίας του Fisher I(θ), το Κάτω Φράγµα των Cramér-Rao (Κ.Φ.C-

R) για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του θ2 καθώς και του θ

και ϑα ϐρούµε όλους τους αποδοτικούς εκτιµητές και τις αντίστοιχες τιµές

που εκτιµούν.

Επαληθεύουµε πρώτα τις συνθήκες Ι1–Ι5 του Θεωρήµατος 5.1.1.

Ι1. Ο παραµετρικός χώρος Θ = (0,∞) είναι ανοικτό διάστηµα του R.

Ι2 - Ι4. Θα χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 5.2.2. Αρχικά δείχνουµε ότι
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η οικογένεια κατανοµών του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ..

1. Το σύνολο S = {x
˜
: f(x

˜
, θ) > 0} = Rn δεν εξαρτάται από το θ.

2. f(x
˜
, θ) =

n∏

i=1

1√
2πθ

e−
(xi−µ)2

2θ2 =
1

(2π)n/2θn
e−

∑n
i=1(xi−µ)2

2θ2

= exp

{
−n

2
ln(2π)− n ln θ − 1

2θ2

n∑

i=1

(xi − µ)2

}

= e
A(θ)+B(x

˜
)+C(θ)D(x

˜
)
,

όπου,

A(θ) = −n

2
ln(2π)−n ln θ, B(x

˜
) = 0, C(θ) = − 1

2θ2
, D(x

˜
) =

n∑

i=1

(xi−µ)2

και εποµένως η οικογένεια κατανοµών του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ..

Επειδή η συνάρτηση C(θ) = − 1
2θ2

έχει συνεχή και µη µηδενική παρά-

γωγο, C ′(θ) = 1
θ3 , για θ ∈ (0,∞), οι συνθήκες Ι2–Ι4 ισχύουν, λόγω της

Πρότασης 5.2.2.

Ι5. Από τις (5.12) και (5.13) παίρνουµε,

I(θ) = nI1(θ), όπου I1(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2
ln f1(X1; θ)

)
.

΄Εχουµε λοιπόν,

f1(x1; θ) =
1√
2πθ

e−
(x1−µ)2

2θ2 ,

ln f1(x1; θ) = −1

2
ln(2π)− ln θ − (x1 − µ)2

2θ2
,

∂
∂θ ln f1(x1; θ) = −1

θ
+

(x1 − µ)2

θ3
,

∂2

∂θ2 ln f1(x1; θ) =
1

θ2
− 3(x1 − µ)2

θ4
.

΄Αρα,

I1(θ) = −Eθ

{
1

θ2
− 3(X1 − µ)2

θ4

}
= − 1

θ2
+

3

θ4
Eθ(X1 − µ)2

= − 1

θ2
+

3

θ4
VarθX1 = − 1

θ2
+

3

θ4
θ2 =

2

θ2
,
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οπότε, I(θ) = nI1(θ) =
2n
θ2

, δηλαδή ισχύει και η Ι5.

Εποµένως, από το Θεώρηµα 5.1.1, το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao για

τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) = θ2 ή g(θ) = θ είναι

αντίστοιχα,

Κ.Φ. C-R =
(g′(θ))2

I(θ)
=

4θ2

2n/θ2
=

2θ4

n
, Κ.Φ. C-R =

(g′(θ))2

I(θ)
=

1

2n/θ2
=

θ2

2n
.

Εφαρµόζοντας την Πρόταση 5.2.4 σε συνδυασµό µε την Παρατήρηση 5.2.1,

συµπεραίνουµε ότι όλοι οι αποδοτικοί εκτιµητές είναι οι γραµµικοί µετα-

σχηµατισµοί του D(X
˜
), δηλαδή

T (X
˜
) = aD(X

˜
) + β = a

n∑

i=1

(Xi − µ)2 + β.

Οι αντίστοιχες τιµές που εκτιµούνται αποδοτικά είναι µόνον οι γραµµικοί

µετασχηµατισµοί του g(θ) = EθD(X
˜
) = Eθ

n∑

i=1

(Xi − µ)2 = nθ2, δηλαδή

g1(θ) = a(nθ2) + β. Ειδικά για a = 1
n και β = 0, 1

n

∑
i=1

n

(Xi − µ)2 εί-

ναι αποδοτικός εκτιµητής της διασποράς θ2, ενώ δεν υπάρχει αποδοτικός

εκτιµητής της τυπικής απόκλισης θ.

Παράδειγµα 5.2.13. (Συνέχεια του Παραδείγµατος 5.2.12 - αλλαγή

παραµέτρου) Η κανονική κατανοµή καθορίζεται πλήρως από τη µέση

τιµή και τη διασπορά της. ∆ικαιολογείται λοιπόν (και από στατιστικής

σκοπιάς) να ϑεωρήσουµε στο Παράδειγµα 5.2.12 ως άγνωστη παράµετρο

τη διασπορά η = θ2 αντί της τυπικής απόκλισης θ. Τότε η κοινή κατανοµή

των Xi, i = 1, . . . , n, είναι N (µ, η) µε πυκνότητα

f∗
1 (x; η) =

1√
2πη

e−
1
2η

(x−µ)2 , x ∈ R , η ∈ H = (0,∞)

και µ γνωστή σταθερά. Με ανάλογους υπολογισµούς η πληροφορία του

Fisher που περιέχεται στο X
˜

για το η ϐρίσκουµε ότι είναι

I∗(η) =
n

2η2

(
=

n

2θ4

)
, (5.28)
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ενώ, όπως είδαµε στο Παράδειγµα 5.2.12

I(θ) =
2n

θ2
. (5.29)

΄Ενα πρώτο συµπέρασµα που συνάγεται από τις (5.28) και (5.29) είναι ότι η

πληροφορία, I(θ), που παρέχει το X
˜

για την τυπική απόκλιση θ διαφέρει

από την πληροφορία, I∗(η), που παρέχει για τη διασπορά η. Η διαπίστωση

αυτή δεν είναι συµπτωµατική, αντίθετα, επιβεβαιώνει το γενικό κανόνα ότι

η πληροφορία του Fisher είναι συνυφασµένη µε τη συγκεκριµένη άγνωστη

παράµετρο, µέσω της οποίας έχουµε επιλέξει να παραµετροποιήσουµε

την οικογένεια κατανοµών του δείγµατος X
˜

. Εξ άλλου η συσχέτιση της

πληροφορίας του Fisher µε την άγνωστη παράµετρο θ είναι εγγενής στον

ορισµό της, I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

, αφού η παραγώγιση γίνεται ως

προς θ. Αλλαγή παραµέτρου από θ σε η = θ2, επιβάλλει παραγώγιση ως

προς η της συνάρτησης

ln f(x
˜
; θ) = ln f(x

˜
; η1/2) = ln f∗(x

˜
; η) ,

όπου f∗(x
˜
; η) είναι η πυκνότητα του δείγµατος X

˜
µε παράµετρο το η. Από

τον τύπο παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης έχουµε

∂
∂η ln f

∗(x
˜
; η) = ∂

∂θ ln f(x˜
; θ)
∣∣
θ=η1/2

∂θ
∂η

= ∂
∂θ ln f(x˜

; θ)
∣∣
θ=η1/2

∂η1/2

∂η

= ∂
∂θ ln f(x˜

; θ)
∣∣
θ=η1/2

1

2
√
η
.

Εποµένως,

I∗(η) = Eη

[(
∂
∂η ln f

∗(x
˜
; η)
)2]

= Eθ

[(
∂
∂θ ln f(x

˜
; θ)
∣∣
θ=η1/2

)2 1

4η

]

= I(η1/2)
1

4η
=

2n

(η1/2)2
1

4η
=

n

2η2
,

που είναι η (5.28). Στην ΄Ασκηση 5.13 Ϲητείται να δειχθεί µία γενική σχέση

που συνδέει τους αριθµούς πληροφορίας του Fisher για δύο διαφορετικές

παραµετροποιήσεις της πυκνότητας του X
˜

.
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Ως δεύτερο συµπέρασµα παρατηρούµε ότι οι πληροφορίες I∗(η) και

I(θ) είναι ϕθίνουσες συναρτήσεις της αντίστοιχης παραµέτρου και συνε-

πώς η εκτίµηση της διασποράς η (αντίστοιχα, της τυπικής απόκλισης θ)

µπορεί να γίνει µε µεγαλύτερη ακρίβεια όταν η πραγµατική τιµή της είναι

µικρή. Τέλος έχουµε

I∗(η)
I(θ)

=
1

4η
→ ∞ καθώς η → 0,

που ερµηνεύεται ότι η διασπορά µπορεί να εκτιµηθεί µε πολύ µεγαλύτερη

ακρίβεια από την τυπική απόκλιση, όταν η πραγµατική τους τιµή είναι

«πολύ µικρή», ενώ το αντίστροφο ισχύει όταν η πραγµατική τους τιµή είναι

«πολύ µεγάλη».

Το Κ.Φ.C-R είναι ανεξάρτητο από την επιλεγείσα παραµετροποίηση.

Πράγµατι, µε παράµετρο το θ, το Κ.Φ.C-R για τη διασπορά των αµερόλη-

πτων εκτιµητών του θ είναι, όπως είδαµε στο Παράδειγµα 5.2.12,

Κ.Φ. C-R =
(g′(θ))2

I(θ)
=

1

I(θ)
=

θ2

2n
,

επειδή g(θ) = θ. Το ίδιο κάτω ϕράγµα, µε παράµετρο το η είναι

Κ.Φ. C-R =
(g′1(η))

2

I∗(η)
=

η

2n

(
=

θ2

2n

)
,

επειδή g1(η) = η1/2 = θ και g′1(η) =
1

2
√
η .

Παρόµοια, είτε µε τη µία είτε µε την άλλη παραµετροποίηση, το Κ.Φ.C-

R για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του θ2 είναι (Παράδειγµα

5.2.12)

Κ.Φ. C-R =
2θ4

n
=

2η2

n
.

Στην ΄Ασκηση 5.14 Ϲητείται να δειχθεί η µη εξάρτηση του Κ.Φ.C-R από

οποιαδήποτε παραµετροποίηση της πυκνότητας του X
˜

.

Παράδειγµα 5.2.14. (απλό γραµµικό µοντέλο - πληροφορία I(θ)) ΄Ε-

στω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ανεξάρτητες παρατηρήσεις µε κανονικές κατανο-

µές N (θti, 1), i = 1, . . . , n αντίστοιχα, όπου ti είναι γνωστές σταθερές και
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θ ∈ Θ = R άγνωστο. Τότε

f(x
˜
; θ) =

1

(2π)n/2
e−

1
2

∑n
i=1(xi−θti)

2

και

∂
∂θ ln f(x˜

; θ) =

n∑

i=1

(xi − θti)ti =

n∑

i=1

xiti − θ

n∑

i=1

t2i .

Εποµένως, έχουµε

I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= Eθ

(
n∑

i=1

tiXi − θ

n∑

i=1

t2i

)2

= Varθ

(
n∑

i=1

tiXi

)
=

n∑

i=1

t2iVarθXi =

n∑

i=1

t2i .

Η τρίτη ισότητα είναι ο ορισµός της διασποράς της τυχαίας µεταβλητής
n∑

i=1

tiXi, επειδή

Eθ

n∑

i=1

tiXi =
n∑

i=1

tiEθXi =
n∑

i=1

θt2i = θ
n∑

i=1

t2i .

Παράδειγµα 5.2.15. (κατανοµή Βήτα - πληροφορία I(θ) και απο-

δοτικοί εκτιµητές) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) τυχαίο δείγµα από την

κατανοµή Βήτα, Beta(θ, 1), µε πυκνότητα

f1(x; θ) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ ∈ Θ = (0,∞).

Οι συνθήκες Ι1–Ι4 επαληθεύονται εύκολα, µέσω της Πρότασης 5.2.2. Τότε

έχουµε

f(x
˜
; θ) = θn

(
n∏

i=1

xi

)θ−1

= e
n ln θ+(θ−1)

∑

i=1

n

lnxi

,

∂
∂θ ln f(x˜

; θ) =
n

θ
+

n∑

i=1

lnxi και ∂2

∂θ2
ln f(x

˜
; θ) = − n

θ2
,

οπότε, από την (5.9), προκύπτει

I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2
ln f(X

˜
; θ)
)
= −Eθ

(
− n

θ2

)
=

n

θ2
.
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Για σύγκριση, προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό του I(θ), ϑα

ϐρούµε την κατανοµή του lnXi. Από τον τύπο της Ενότητας 1.7 προκύπτει

ότι η τυχαία µεταβλητή Yi = − lnXi έχει εκθετική κατανοµή µε πυκνότητα

θe−θy, y > 0, συνεπώς, EθYi = 1
θ , VarθYi = 1

θ2
και Eθ

n∑

i=1

Yi =
n

θ
.

Εποµένως,

I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= Eθ

(
n∑

i=1

Yi −
n

θ

)2

= Varθ

(
n∑

i=1

Yi

)
=

n∑

i=1

VarθYi =
n

θ2
.

Επειδή (µε πιθανότητα 1)

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) =

n

θ
+

n∑

i=1

lnXi = −
(
−

n∑

i=1

lnXi −
n

θ

)
,

από την Παρατήρηση 5.2.2 συµπεραίνουµε αµέσως ότι η στατιστική συ-

νάρτηση D(X
˜
) = −

n∑

i=1

lnXi είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ) = n
θ

και από την Παρατήρηση 5.2.1 ότι όλοι οι αποδοτικοί εκτιµητές είναι

aD(X
˜
) + β = a

(
−

n∑

i=1

lnXi

)
+ β µε αντίστοιχες τιµές που εκτιµού-

νται αποδοτικά, τις g1(θ) = ag(θ) + β = an
θ + β. Ειδικά για β = 0 ή

1 και a = 1
n , οι αποδοτικοί εκτιµητές του 1

θ και του 1
θ + 1 = θ+1

θ είναι

− 1

n

n∑

i=1

lnXi και − 1

n

n∑

i=1

lnXi+1 αντίστοιχα, ενώ δεν υπάρχει αποδοτικός

εκτιµητής του θ.

Παράδειγµα 5.2.16. (ανεξάρτητες Poisson - πληροφορία I(θ), Κ.Φ.

C­R και αποδοτικός εκτιµητής) ΄Εστω ότι X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι α-

νεξάρτητες παρατηρήσεις από Poisson κατανοµές P(aiθ), µε γνωστά ai,

i = 1, 2, . . . , n και άγνωστο θ ∈ Θ = (0,∞). Θα υπολογίσουµε τον αριθµό

πληροφορίας του Fisher I(θ) και το Κάτω Φράγµα των Cramér-Rao για

τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) = θ.

Επαληθεύουµε πρώτα τις συνθήκες Ι1–Ι5 του Θεωρήµατος 5.1.1.
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Ι1. Ο παραµετρικός χώρος Θ = (0,∞) είναι ανοικτό διάστηµα του R.

Ι2 - Ι4. Η οικογένεια κατανοµών του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ.:

1. Το σύνολο S = {x
˜
: f(x

˜
, θ) > 0} = Nn δεν εξαρτάται από το θ.

2. f(x
˜
, θ) =

n∏

i=1

e−aiθ
(aiθ)

xi

xi!
= e−

∑n
i=1 aiθ

(
n∏

i=1

axi
i

)
θ
∑n

i=1 xi

∏n
i=1 xi!

= exp

{
−(

n∑

i=1

ai)θ −
n∑

i=1

lnxi!−
n∑

i=1

xi ln ai + ln θ

n∑

i=1

xi

}

= e
A(θ)+B(x

˜
)+C(θ)D(x

˜
)
,

όπου,

A(θ) = −(
n∑

i=1

ai)θ, B(x
˜
) =

n∑

i=1

lnxi!−
n∑

i=1

xi ln ai, C(θ) = ln θ, και

D(x
˜
) =

n∑

i=1

xi. Επειδή η συνάρτηση C(θ) = ln θ έχει συνεχή και µη

µηδενική παράγωγο, C ′(θ) = 1
θ , για θ ∈ (0,∞), ισχύουν οι συνθήκες

Ι2–Ι4, λόγω της Πρότασης 5.2.2.

Ι5. Από τις (5.10) και (5.13) παίρνουµε,

I(θ) =
n∑

i=1

Ii(θ), όπου Ii(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2
ln fi(Xi; θ)

)
.

΄Εχουµε λοιπόν,

fi(xi; θ) = e−aiθ
(aiθ)

xi

xi!
,

ln fi(xi; θ) = −aiθ + xi ln ai + xi ln θ − lnxi!,

∂
∂θ ln fi(xi; θ) = −ai +

xi
θ
, ∂2

∂θ2
ln fi(xi; θ) = −xi

θ2
,

Ii(θ) = −Eθ

(
−Xi

θ2

)
=

1

θ2
EθXi =

1

θ2
aiθ =

ai
θ
,

οπότε I(θ) = 1
θ

n∑

i=1

ai > 0, δηλαδή ισχύει και η Ι5.

Εποµένως, από το Θεώρηµα 5.1.1, το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao

για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) = θ είναι

Κ.Φ. C-R =
(g′(θ))2

I(θ)
=

1

(
∑n

i=1 ai)/θ
=

θ∑n
i=1 ai

.
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Επί πλέον, µέσω της Πρότασης 5.2.4, είναι εύκολο να δειχθεί ότι ο απο-

δοτικός εκτιµητής του θ είναι
∑
i=1

n

Xi/
∑
i=1

n

ai.

5.3 Ανισότητα των Cramér–Rao και πίνακας πλη-

ϱοφορίας του Fisher για θ = (θ1, . . . , θκ) ∈ Rκ

Η ανισότητα των Cramér–Rao και ο αριθµός πληροφορίας του Fisher µπο-

ϱούν να επεκταθούν και στην περίπτωση που η άγνωστη παράµετρος είναι

διανυσµατική, δηλαδή θ = (θ1, . . . , θκ) ∈ Θ ⊂ Rκ, κ > 1. Θα περι-

γράψουµε, εν συντοµία, την επέκτασή τους παραλείποντας αποδείξεις και

παραπέµποντας τον αναγνώστη στους Rao (1973, σελ. 326 – 329) και Le-

hmann and Casella (1998, Section 2.6) για περισσότερες λεπτοµέρειες.

Υποθέτουµε ότι το Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R
κ (διαφορετικά, τα

παρακάτω αφορούν το σύνολο των εσωτερικών σηµείων του Θ), το σύνολο

τιµών του δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) S = {x
˜

= (x1, . . . , xn) ∈ R
n :

f(x
˜
; θ) > 0} δεν εξαρτάται από το θ, ότι υπάρχουν και είναι πεπερασµένες

οι µερικές παράγωγοι ∂
∂θi

ln f(x
˜
; θ), i = 1, . . . , κ για κάθε x

˜
∈ S, θ ∈ Θ

και επιτρέπεται η αλλαγή σειράς παραγώγισης και ολοκλήρωσης ή άθροι-

σης όπως στις συνθήκες Ι3 και Ι4. Τότε ο πίνακας πληροφορίας ή απλά

πληροφορία του Fisher που περιέχεται στο X
˜

για το θ ορίζεται ως ο κ× κ

πίνακας I(θ) = (Iij(θ)) µε γενικό στοιχείο

Iij(θ) = Eθ

[
∂
∂θi

ln f(X
˜
; θ) · ∂

∂θj
ln f(X

˜
; θ)
]

= Covθ

(
∂
∂θi

ln f(X
˜
; θ), ∂

∂θj
ln f(X

˜
; θ)
)

i, j = 1, . . . , κ.

Η πρώτη ισότητα είναι ο ορισµός του Iij(θ), ενώ η δεύτερη προκύπτει

αµέσως από τον τύπο Cov(Y,Z) = E(Y Z)− EY EZ, επειδή

Eθ

(
∂
∂θi

ln f(X
˜
; θ)
)
= Eθ

(
∂
∂θj

ln f(X
˜
; θ)
)
= 0

κατ΄ αντιστοιχία µε την (5.3). Ο πίνακας I(θ) είναι συµµετρικός, Iij(θ) =

Iji(θ), µε διαγώνια στοιχεία τις διασπορές Iii(θ) = Varθ

(
∂
∂θi

ln f(X
˜
; θ)
)

,

i = 1, . . . , κ. Μπορεί να δειχθεί ότι ο I(θ) είναι ϑετικά ηµιορισµένος
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(positive semidefinite) πίνακας, αλλά υποθέτουµε, επιπλέον, ότι είναι ϑε-

τικά ορισµένος (positive definite) (συνθήκη αντίστοιχη της Ι5). Η υπόθεση

αυτή είναι πολύ ήπια και γενικά ισχύει εκτός εάν οι τυχαίες µεταβλητές
∂
∂θi

ln f(X
˜
; θ) είναι γραµµικά εξαρτηµένες µεταξύ τους, µία ακραία περί-

πτωση που δεν ϑα µας αποσχολήσει.

Κατ΄ αναλογία µε την (5.7), αν Y είναι µία τυχαία «ποσότητα» µε πυκνό-

τητα h(y; θ), θ = (θ1, . . . , θκ) ∈ Θ ⊂ R
κ, τότε ο πίνακας πληροφορίας ή

πληροφορία του Fisher που περιέχεται στο Y για το θ είναι ο κ×κ πίνακας

που προκύπτει από τον I(θ) ϑέτοντας h(Y ; θ) αντί f(X
˜
; θ). Ειδικά, για

Y = Xi η πληροφορία του Fisher που περιέχεται στην παρατήρηση Xi

συµβολίζεται µε Ii(θ), i = 1, . . . , n, οπότε στην περίπτωση ανεξαρτησίας

των Xi ισχύει η προσθετική ιδιότητα,

I(θ) =

n∑

i=1

Ii(θ) ,

ενώ, αν επιπλέον οι Xi, i = 1, . . . , n, έχουν την ίδια κατανοµή, τότε

I(θ) = nI1(θ). (5.30)

΄Εστω τώρα T (X
˜
) ένας εκτιµητής του g(θ) µε µέση τιµή EθT (X

˜
) = τ(θ)

για την οποία ϑεωρούµε ότι υπάρχουν και είναι πεπερασµένες οι µερικές

παράγωγοι τi(θ) =
∂
∂θi

τ(θ), i = 1, . . . , κ. Συµβολίζουµε

(
∂
∂θτ(θ)

)′
= (τ1(θ), . . . , τκ(θ))

τον 1×κ πίνακα µε γενικό στοιχείο τi(θ) και διευκρινίζουµε ότι παριστάνει

εδώ τον ανάστροφο πίνακα, οπότε ∂
∂θ τ(θ) είναι ο κ× 1 πίνακας µε το ίδιο

γενικό στοιχείο. Υπό τις παραπάνω συνθήκες µπορεί να δειχθεί ότι

VarθT (X
˜
) >

(
∂
∂θ τ(θ)

)′
I−1(θ)

(
∂
∂θ τ(θ)

)
, ∀θ ∈ Θ, (5.31)

όπου I−1(θ) είναι ο αντίστροφος του πίνακα I(θ). Σηµειώνουµε ότι η ύ-

παρξη του I−1(θ) εξασφαλίζεται από την υπόθεση ότι ο I(θ) είναι ϑετικά

ορισµένος. Προς διευκρίνιση, το δεξιό µέλος της (5.31) είναι όντως αριθ-

µός (και µάλιστα µη αρνητικός επειδή ο I−1(θ) είναι ϑετικά ορισµένος) ως
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γινόµενο τριών πινάκων 1×κ, κ×κ και κ×1, αντίστοιχα. Αν ο T (X
˜
) είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), τότε τ(θ) = g(θ) και η (5.31) γίνεται

VarθT (X
˜
) >

(
∂
∂θg(θ)

)′
I−1(θ)

(
∂
∂θg(θ)

)
, ∀θ ∈ Θ, (5.32)

όπου
(

∂
∂θg(θ)

)′
= (g1(θ), . . . , gκ(θ)) και gi(θ) =

∂
∂θi

g(θ).

Κάθε µία από τις (5.31) και (5.32) είναι µία επέκταση της ανισότητας των

Cramér–Rao για διανυσµατική παράµετρο θ, ενώ το δεξιό µέλος της (5.32)

είναι το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao για τη διασπορά αµερόληπτων

εκτιµητών του g(θ),

Κ.Φ. C-R =
(

∂
∂θg(θ)

)′
I−1(θ)

(
∂
∂θg(θ)

)
. (5.33)

Περαιτέρω, ο T (X
˜
) είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ), αν είναι αµε-

ϱόληπτος και η (5.32) ισχύει ως ισότητα, δηλαδή η διασπορά VarθT (X
˜
)

συµπίπτει µε το Κ.Φ.C-R για κάθε θ ∈ Θ . Επιπροσθέτως, µπορεί να

δειχθεί ότι η (5.32) ισχύει ως ισότητα, εάν και µόνον εάν (µε πιθανότητα

1)

T (X
˜
) =

κ∑

i=1

ci(θ)
∂
∂θi

ln f(X
˜
; θ) + cκ+1(θ), (5.34)

όπου ci(θ) είναι συναρτήσεις του θ. Η σχέση (5.34) είναι η επέκταση της

(5.18) (αν η (5.18) λυθεί ως προς T (X
˜
)). Εποµένως, η (5.34) δίνει τη

γενική µορφή ενός αποδοτικού εκτιµητή στην περίπτωση διανυσµατικής

παραµέτρου θ, από την οποία µάλιστα προκύπτει ότι g(θ) = EθT (X
˜
) =

cκ+1(θ). Αποδοτικοί εκτιµητές υπάρχουν µόνον σε εκθετικές οικογένειες

κατανοµών τάξης κ, τις οποίες ϑα ορίσουµε και ϑα µελετήσουµε στο επό-

µενο κεφάλαιο και οι οποίες για κ = 1 είναι οι Μ.Ε.Ο.Κ. .

Παράδειγµα 5.3.1. (κανονική κατανοµή µε άγνωστη µέση τιµή και

διασπορά) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική

κατανοµή N (µ, σ2), όπου µ και σ2 είναι άγνωστες παράµετροι. Θέτουµε

θ1 = µ, θ2 = σ2 και Θ =
{
(θ1, θ2) ∈ R

2 : θ1 ∈ R, θ2 > 0
}

. Τότε η κοινή
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πυκνότητα των Xi είναι

f1(x; θ) =
1√
2πθ2

e
− 1

2θ2
(x−θ1)2 , x ∈ R ,

και εποµένως

ln f1(x; θ) = −1

2
ln(2πθ2)−

1

2θ2
(x− θ1)

2,

∂
∂θ1

ln f1(x; θ) =
1

θ2
(x− θ1),

∂
∂θ2

ln f1(x; θ) = − 1

2θ2
+

1

2θ22
(x− θ1)

2.

Αρχικά, υπολογίζουµε τον 2×2 πίνακα I1(θ) = (I
(1)
ij (θ)), ώστε εν συνεχεία

να χρησιµοποιήσουµε την (5.30) για την εύρεση του I(θ). ΄Εχουµε,

I
(1)
11 (θ) = Varθ

(
X1 − θ1

θ2

)
=

1

θ22
θ2 =

1

θ2
,

I
(1)
22 (θ) = Varθ

(
− 1

2θ2
+

1

2θ22
(X1 − θ1)

2

)
=

1

4θ22
Var(X 2

1 ) =
1

2θ22
,

επειδή (X1 − θ1)
2/θ2 ∼ X 2

1 και Var(X 2
1 ) = 2,

I
(1)
12 (θ) = I

(1)
21 (θ) = Covθ

(
1

θ2
(X1 − θ1),−

1

2θ2
+

1

2θ22
(X1 − θ1)

2

)

=
1

2θ32
Covθ(X1 − θ1, (X − θ1)

2)

(ϐλέπε τις ιδιότητες της συνδιασποράς στην ενότητα 1)

=
1

2θ32
Eθ(X1 − θ1)

3 = 0,

ως κεντρική ϱοπή περιττής τάξης κανονικής κατανοµής.

Εποµένως, από την (5.30), προκύπτει

I(θ) =




n

θ2
0

0
n

2θ22


 µε αντίστροφο πίνακα I−1(θ) =




θ2
n

0

0
2θ22
n


.

Περαιτέρω, για κάθε αµερόληπτο εκτιµητή T (X
˜
) της µέσης τιµής g(θ) =

θ1 = µ, από τις (5.32) και (5.33), έχουµε

VarθT (X
˜
) > Κ.Φ. C-R = ( 1 0 )




θ2
n

0

0
2θ22
n



(

1

0

)
=

θ2
n
,
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επειδή δε VarθX̄ =
θ2
n

, συµπεραίνουµε ότι X̄ είναι αποδοτικός εκτιµητής

του µ ακόµη και στην περίπτωση άγνωστης διασποράς (ϐλέπε επίσης το

Παράδειγµα 5.2.11).

Από την άλλη πλευρά, για τους αµερόληπτους εκτιµητές T1(X
˜
) της δια-

σποράς g(θ) = θ2 = σ2, παίρνουµε

VarθT1(X
˜
) > Κ.Φ. C-R = ( 0 1 )




θ2
n

0

0
2θ22
n



(

0

1

)
=

2θ22
n

.

Θέτοντας T1(X
˜
) = S2 =

1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2, γνωρίζουµε, από την Πρό-

ταση 4.2.4, ότι S2 είναι αµερόληπτος εκτιµητής µε

VarθS
2 =

Eθ(X1 − θ1)
4

n
− (n − 3)

n(n− 1)
θ22 =

θ22
n
E[(X 2

1 )
2]− (n− 3)θ22

n(n− 1)

=
θ22
n

[
Var(X 2

1 ) +
(
E(X 2

1 )
)2]− (n − 3)θ22

n(n− 1)

=
θ22
n
(2 + 1)− (n− 3)θ22

n(n− 1)
=

2θ22
n− 1

>
2θ22
n

= Κ.Φ. C-R .

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι S2 δεν είναι αποδοτικός εκτιµητής του σ2. Στο

Κεφάλαιο 6, πάντως ϑα δειχθεί ότι S2 έχει την ελάχιστη διασπορά µεταξύ

όλων των αµερόληπτων εκτιµητών του σ2.

Γενικότερα, σύµφωνα µε την (5.34), οι αποδοτικοί εκτιµητές είναι

T (X
˜
) = c1(θ)

{
n∑

i=1

1

θ2
(Xi − θ1)

}

+ c2(θ)

{
n∑

i=1

(
− 1

θ2
+

1

2θ22
(Xi − θ1)

2

)}
+ c3(θ)

= c∗1(θ)
n∑

i=1

Xi + c∗2(θ)
n∑

i=1

X2
i + c∗3(θ),

όπου c∗1(θ) =
c1(θ)
θ2

− c2(θ)θ1
θ2

, c∗2(θ) =
1

2θ22
c2(θ), c

∗
3(θ) = −nc1(θ)θ1

θ2
− nc2(θ)

2θ2
+

nc2(θ)θ21
2θ22

+ c3(θ).
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΄Οµως, T (X
˜
) είναι στατιστική συνάρτηση, άρα τελικά οι σταθερές c∗1(θ),

c∗2(θ), c
∗
3(θ) δεν εξαρτώνται από το θ, οπότε T (X

˜
) = α

n∑

i=1

Xi+β
n∑

i=1

X2
i +γ

µε αντίστοιχες τιµές g(θ) που εκτιµώνται αποδοτικά, τις g(θ) = EθT (X
˜
) =

α(nµ) + β(µ2 + σ2) + γ. �

Το Θεώρηµα 5.1.1 µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στην περίπτωση δια-

νυσµατικής παραµέτρου θ = (θ1, . . . , θκ), αρκεί η παραγώγιση να γίνει ως

προς µία συγκεκριµένη συνιστώσα θi, i = 1, . . . , κ. ΄Ετσι είναι εύκολο να

δειχθεί (ακολουθώντας την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.1) ότι

VarθT (X
˜
) >

(τi(θ))
2

Iii(θ)
, ∀θ ∈ Θ, (5.35)

ενώ για την περίπτωση αµερόληπτου εκτιµητή του g(θ) η (5.35) γίνεται

VarθT (X
˜
) >

(gi(θ))
2

Iii(θ)
, ∀θ ∈ Θ. (5.36)

Μπορούµε λοιπόν να παράγουµε αµέσως ανισότητες τύπου Crámer - Rao

προσποιούµενοι ότι έχουµε µια µόνον (πραγµατική) άγνωστη παράµετρο

θi και «κρατώντας» τις υπόλοιπες «σταθερές». Μεγαλύτερα, άρα και πιο

ακριβή, είναι πάντως τα ϕράγµατα (5.32) και (5.33) και µόνον αν ο I(θ)

είναι διαγώνιος και τ(θ) είναι συνάρτηση µόνον του θi, τότε τα (5.32) και

(5.33) συµπίπτουν αντίστοιχα µε τα (5.35) και (5.36). Αυτή ακριβώς είναι

η περίπτωση του Παραδείγµατος 5.3.1.

Θα δείξουµε ότι το ϕράγµα (5.33) είναι µεγαλύτερο του ϕράγµατος

(5.36) στην περίπτωση θ = (θ1, θ2) και g(θ) = θ1. Η απόδειξη στη γενική

περίπτωση δίνεται από τους Lehmann and Casella (1998, σελ. 128). Θέ-

τουµε I(θ) =

(
I11(θ) I12(θ)

I21(θ) I22(θ)

)
=

(
σ2
1 σ12

σ12 σ2
2

)
µε αντίστροφο πίνακα

I−1(θ) =
1

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

(
σ2
2 −σ12

−σ12 σ2
1

)
.

Το ϕράγµα (5.36) για i = 1 είναι
1

σ2
1

, αφού g1(θ) = 1, ενώ τετριµµένα για
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i = 2 είναι 0, αφού g2(θ) = 0. Το ϕράγµα (5.33) είναι

( 1 0 ) I−1(θ)

(
1

0

)
=

σ2
2

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

>
1

σ2
1

,

επειδή από την ανισότητα Cauchy - Schwarz σ2
1σ

2
2−σ2

12 > 0, ενώ η ισότητα

ισχύει µόνον εάν σ12 = 0, δηλαδή ο I(θ) είναι διαγώνιος.

5.4 Ασκήσεις

5.1. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Γάµµα G(α, θ), µε α γνωστό και θ ∈ Θ = (0,∞) άγνωστο, να υπολογιστεί

ο αριθµός πληροφορίας I(θ) και το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao για τη

διασπορά αµερολήπτων εκτιµητών του θ και του θ2. Για ποιές συναρτήσεις

g µπορούµε να ϐρούµε αποδοτικό εκτιµητή της τιµής g(θ);

5.2. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις µε διωνυ-

µικές κατανοµές B(ni, θ), i = 1, . . . , n αντίστοιχα, θ ∈ Θ = (0, 1), να

υπολογιστεί ο αριθµός πληροφορίας I(θ). Επιπλέον, να ϐρεθεί ο αποδο-

τικός εκτιµητής του θ.

5.3. Ποιές από τις παρακάτω οικογένειες κατανοµών είναι Μ.Ε.Ο.Κ. ;

α. f(x; θ) = e−(x−θ), x ≥ θ, θ ∈ Θ = (0,∞).

ϐ. f(x; θ) = θ(1− x)θ−1, 0 < x < 1, θ ∈ Θ = (0,∞).

γ. f(x; θ) = (1− θ)x−1 · θ, x = 1, 2, . . . , θ ∈ Θ = (0, 1).

δ. f(x; θ) = θe−θ(x−1), x ≥ 1, θ ∈ Θ = (0,∞).

5.4. ∆ίνεται τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn) από την εκθετική κα-

τανοµή E(θ2), µε άγνωστο θ > 0. Να υπολογιστεί το κάτω ϕράγµα των

Cramér-Rao για τη διασπορά αµερόληπτων εκτιµητών των θ και θ2. Για

ποιες συναρτήσεις g µπορούµε να ϐρούµε αποδοτικούς εκτιµητές του g(θ);
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5.5. ΄Εστω X
˜

= (X1,X2), όπου X1 και X2 είναι ανεξάρτητες παρατη-

ϱήσεις µε κανονικές κατανοµές X1 ∼ N (θ, σ2
1), X2 ∼ N (θ, σ2

2), σ
2
1 και

σ2
2 είναι γνωστές σταθερές και θ ∈ R άγνωστο. Να ϐρεθεί αποδοτικός

εκτιµητής του θ.

5.6. Αν X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn), είναι ένα τυχαίο δείγµα από τη γεωµε-

τρική κατανοµή Ge(θ), µε θ ∈ (0, 1) άγνωστο, να ϐρεθεί ο αποδοτικός

εκτιµητής του g(θ) =
1

θ
.

5.7. ∆ίνεται ένα τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn) από την κανονική

κατανοµή N (θ+1, 1), µε άγνωστο θ ∈ R. Να ϐρεθεί αποδοτικός εκτιµητής

του 3θ + 2.

5.8. ΄Εστω ότι X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn), είναι ένα τυχαίο δείγµα από την

κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ) =
θ

xθ+1
, x > 1, όπου θ > 0 είναι άγνωστη

παράµετρος. Να ϐρεθεί αποδοτικός εκτιµητής του g(θ) = θ+1
θ .

5.9. ΄Εστω X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn), όπου Xi είναι ανεξάρτητες παρατη-

ϱήσεις µε εκθετικές κατανοµές Xi ∼ E(iθ2), i = 1, . . . , n, και άγνωστη

παράµετρο θ > 0. Να ϐρεθεί το κάτω ϕράγµα των Cramér-Rao για τη

διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του θ2. Για ποιες συναρτήσεις g

µπορούµε να ϐρούµε αποδοτικούς εκτιµητές του g(θ);

5.10. ∆ίνεται ένα τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn), από την κανονική

κατανοµή N (θ, θ), θ > 0. Να ϐρεθεί αποδοτικός εκτιµητής για το g(θ) =

θ + θ2.

5.11. ∆ίνεται ένα δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn−1,Xn), n > 2, αποτελού-

µενο από ανεξάρτητες παρατηρήσεις, όπου οι X1,X2, . . . ,Xn−1 προέρχο-

νται από την κατανοµή Poisson P(θ) και η Xn από την P(nθ).

α. Να δειχθεί ότι η κατανοµή του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ. και να δοθούν

οι συναρτήσεις του ορισµού της οικογένειας.

ϐ. Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) = X1+X2+...+Xn−1+Xn

2n−1

είναι αποδοτικός εκτιµητής του θ.

γ. Υπάρχει αποδοτικός εκτιµητής του θ2;
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5.12. ∆ίνεται ένα τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn) από την κατανοµή

µε πυκνότητα

1

2θ
e−

|x|
θ , x ∈R, θ > 0.

Να δειχθεί ότι η κατανοµή του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ.και να ϐρεθεί το

κάτω ϕράγµα των Cramér-Rao για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµη-

τών του θ. Να ϐρεθεί αποδοτικός εκτιµητής του g(θ) = Eθ|X1|.

5.13. (πληροφορία Fisher και αλλαγή παραµέτρου). ΄Εστω I(θ) ο αριθµός

πληροφορίας Fisher για το θ, που περιέχεται στο δείγµα X
˜

µε πυκνότητα

f(x
˜
; θ), θ ∈ Θ, όπου Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του ℜ. ΄Εστω ακόµη

h µία 1 − 1 συνάρτηση ορισµένη στο Θ, παραγωγίσιµη και h′(θ) 6= 0.

Θέτουµε η = h(θ), θ ∈ Θ, οπότε θ = h−1(η) και αντικαθιστούµε το θ στον

τύπο της f(x
˜
; θ) µε h−1(η). Θέτουµε f∗(x

˜
; η) = f(x

˜
;h−1(η)) και έτσι

αλλάζουµε την παράµετρο της πυκνότητας του X
˜

από θ σε η. ΄Εστω I∗(η)

ο αριθµός πληροφορίας του Fisher για το η, που περιέχεται στο δείγµα X
˜

µε πυκνότητα f∗(x
˜
; η). Να δειχθεί ότι I∗(η) = I(h−1(η))( d

dηh
−1(η))2.

5.14. (Κ.Φ. C-R και αλλαγή παραµέτρου). Υπό τις προϋποθέσεις της ΄Α-

σκησης 5.13, να δειχθεί ότι το Κ.Φ. C-R, για τη διασπορά αµερόληπτων

εκτιµητών του g(θ) παραµένει αναλλοίωτο όταν η παράµετρος θ αντικατα-

σταθεί µε την παράµετρο η.
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Κεφάλαιο 6

Επάρκεια, πληρότητα και ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Στο Κεφάλαιο 5 µελετήσαµε, µέσω της ανισότητας των Cramér–Rao, την

ύπαρξη και εύρεση αποδοτικών εκτιµητών αγνώστων τιµών g(θ), δηλαδή

εκτιµητών που, εξ ορισµού,

(α) είναι αµερόληπτοι,

(ϐ) έχουν ελάχιστη διασπορά µεταξύ όλων των αµερόληπτων εκτιµητών

του g(θ) (άρα και ελάχιστο ΜΤΣ λόγω του α) και

(γ) η (ελάχιστη) διασπορά τους συµπίπτει µε το αντίστοιχο Κ.Φ. C-R.

Καταλήξαµε µάλιστα ότι στην περίπτωση πραγµατικής παραµέτρου θ απο-

δοτικοί εκτιµητές υπάρχουν µόνον στις Μ.Ε.Ο.Κ. για την εκτίµηση τιµών

g(θ), σε ειδικές περιπτώσεις συναρτήσεων g. Στο κεφάλαιο αυτό ανα-

πτύσσεται µία γενική µεθοδολογία κατασκευής εκτιµητή του g(θ), για

πραγµατική ή διανυσµατική παράµετρο θ, για δοθείσα αλλά αυθαίρετη

πραγµατική συνάρτηση g, ο οποίος ικανοποιεί τα (α) και (ϐ), αλλά όχι

κατ΄ ανάγκη το (γ). ΄Ενας τέτοιος εκτιµητής, αν υπάρχει, ονοµάζεται αµε-

ϱόληπτος εκτιµητής ελάχιστης διασποράς. Αρχικά παρουσιάζεται η έννοια

της επάρκειας µιας στατιστικής συνάρτησης και η χρήση της στη ϐελτίωση

δοθέντος εκτιµητή, δηλαδή στη µείωση της διασποράς του και του ΜΤΣ

του. Ακολούθως και σε συνδυασµό µε την ιδιότητα της πληρότητας ένας

ϐελτιωµένος αµερόληπτος εκτιµητής αναδεικνύεται ως αµερόληπτος εκτι-

µητής ελάχιστης διασποράς. Η µεθοδολογία αυτή αναπτύχθηκε από τους

Lehmann and Scheffé (1955).

151
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6.1 Επάρκεια

Η έννοια της επάρκειας είναι µία από τις πιο σηµαντικές έννοιες της Στα-

τιστικής Συµπερασµατολογίας. Εισήχθηκε από τον Fisher στις αρχές του

20ου αιώνα και χαρακτηρίζει εκείνες τις στατιστικές συναρτήσεις T (X
˜
)

που έχουν την ιδιότητα να περιέχουν όλες τις πληροφορίες για την ά-

γνωστη παράµετρο θ (και κατ’ επέκταση για το g(θ)) που περιέχει και

το δείγµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) . Η επάρκεια συνεπάγεται ότι γνώση της

παρατηρηθείσης τιµής x
˜

του X
˜

δεν προσφέρει τίποτε περισσότερο, όσον

αφορά την εξαγωγή συµπερασµάτων για το θ ή γενικότερα για το g(θ),

απ’ ό,τι προσφέρει η γνώση, µόνον, της τιµής T (x
˜
) της επαρκούς στατι-

στικής συνάρτησης T (X
˜
) . Επιπλέον, η επαρκής στατιστική συνάρτηση

T (X
˜
) παρουσιάζει το σηµαντικό πλεονέκτηµα έναντι του X

˜
ότι συνήθως

έχει πολύ µικρότερη διάσταση από τη διάσταση n του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) .

Με αυτήν την έννοια, η επάρκεια επιφέρει επιθυµητή σύµπτυξη των προς

ανάλυση δεδοµένων χωρίς απώλεια πληροφορίας για το θ. Για παράδειγ-

µα, εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Bernoulli B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1), τότε είναι ευνόητο ότι για να εκτιµή-

σουµε την πιθανότητα «επιτυχίας» θ, η γνώση των τιµών x1, . . . , xn των

X1, . . . ,Xn, δηλαδή ποιες δοκιµές Bernoulli κατέληξαν σε «επιτυχία» και

ποιες σε «αποτυχία» δεν προσφέρει τίποτε περισσότερο απ’ ό,τι προσφέρει

η γνώση της τιµής T (x
˜
) =

∑
i=1

n

xi, πόσες δηλαδή δοκιµές Bernoulli κατέ-

ληξαν σε «επιτυχία». ΄Ετσι, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι

επαρκής και εάν π.χ. n = 3 και οι παρατηρηθείσες τιµές των X1, X2, X3

είναι αντίστοιχα x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, τα δεδοµένα (1, 1, 0) διάστασης

τρία συµπτύσσονται λόγω επάρκειας στη τιµή T (x
˜
) =

∑
i=1

3

xi = 2 (διάστασης

ένα) χωρίς απώλεια πληροφορίας για το θ.

Στην επόµενη ενότητα αυτού του κεφαλαίου ϑα δούµε µία άµεση ε-

ϕαρµογή της επάρκειας (Θεώρηµα των Rao–Blackwell). ∆ίνουµε τώρα τον

αυστηρό ορισµό επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

Ορισµός 6.1.1. Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) ονοµάζεται επαρκής ή

επαρκής για το θ ∈ Θ εάν η δεσµευµένη κατανοµή του X
˜

δοθέντος ότι
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T (X
˜
) = t δεν εξαρτάται από το θ (είναι δηλαδή σταθερή ως προς θ), για

κάθε τιµή t της T (X
˜
).

Η ουσία του ορισµού είναι ότι άπαξ και δοθεί η τιµή t της επαρκούς

στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
), το δείγµα X

˜
δεν περιέχει καµία περαιτέρω

πληροφορία για το θ αφού η κατανοµή του είναι η ίδια, όποια και αν είναι

η άγνωστη τιµή τού θ. Συνεπώς, όλες οι πληροφορίες για το θ περιέχονται

στην επαρκή στατιστική συνάρτηση T (X
˜
). Στην περίπτωση που το X

˜
έχει

διακριτή κατανοµή, η δεσµευµένη κατανοµή του X
˜

δοθέντος ότι T (X
˜
) =

t, καθορίζεται από τη δεσµευµένη πυκνότητα (πιθανότητα)fX
˜

|T (x
˜
| t) =

Pθ(X
˜

= x
˜
| T (X

˜
) = t) για t τέτοιο ώστε Pθ(T (X

˜
) = t) > 0. Εποµένως,

fX
˜

|T (x
˜
| t) =

Pθ(X
˜

= x
˜
, T (X

˜
) = t)

Pθ(T (X
˜
) = t)

=





0, αν T (x
˜
) 6= t

Pθ(X
˜

= x
˜
)

Pθ(T (X
˜
) = t)

, αν T (x
˜
) = t

=





0, αν T (x
˜
) 6= t

f(x
˜
; θ)

fT (t; θ)
, αν T (x

˜
) = t.

Βάσει λοιπόν του ορισµού, στη διακριτή περίπτωση, επάρκεια της T (X
˜
)

σηµαίνει ότι ο λόγος της πυκνότητας του δείγµατος X
˜

προς την πυκνότητα

της T (X
˜
),

f(x
˜
;θ)

fT (t;θ) , δεν πρέπει να εξαρτάται από το θ, για κάθε x
˜

και t τέτοια

ώστε T (x
˜
) = t. Στη συνεχή περίπτωση, υπάρχει δυσκολία να οριστεί η δε-

σµευµένη πυκνότητα του X
˜

δοθέντος ότι T (X
˜
) = t, fX

˜
|T (x

˜
| t), επειδή η

T (X
˜
) είναι συνάρτηση του X

˜
. Παρακινούµενοι όµως από τον γενικό ορι-

σµό της δεσµευµένης πυκνότητας, ας ϑέσουµε fX
˜

|T (x
˜
| t) =

fX
˜

,T (x
˜
,t;θ)

fT (t;θ) ,

όπου ο αριθµητής είναι η από κοινού πυκνότητα των X
˜

και T (X
˜
) και

ο παρανοµαστής η πυκνότητα της T (X
˜
), για t τέτοιο ώστε fT (t; θ) > 0.

Επειδή όµως η T (X
˜
) είναι συνάρτηση του X

˜
, η κατανοµή πιθανότητας

στις διάφορες τιµές x
˜

του X
˜

συµπίπτει µε την κατανοµή πιθανότητας στις

διάφορες τιµές (x
˜
, T (x

˜
)) του (X

˜
, T (X

˜
)), αφού όταν X

˜
= x
˜

, τότε X
˜

= x
˜
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και T (X
˜
) = T (x

˜
) και αντίστροφα. ΄Ετσι ερµηνεύοντας την από κοινού

κατανοµή πιθανότητας των X
˜

και T (X
˜
), ϑέτουµε

fX
˜

,T (x
˜
, t; θ) =




f(x
˜
; θ), αν T (x

˜
) = t

0, αν T (x
˜
) 6= t.

Ως εκ τούτου, ορίζουµε

fX
˜

|T (x
˜
| t) =





f(x
˜
;θ)

fT (t;θ) , αν T (x
˜
) = t

0, αν T (x
˜
) 6= t,

και αυτός ο λόγος δεν πρέπει να εξαρτάται από το θ, όπως δηλαδή και

στη διακριτή περίπτωση, προκειµένου η T (X
˜
) να είναι επαρκής. Για

την καλύτερη κατανόηση του ορισµού της επάρκειας αναφέρουµε τα εξής

παράδειγµατα.

Παράδειγµα 6.1.1. (Mood, Graybill and Boes, 1974, σελ. 302, κατα-

νοµή Bernoulli–επάρκεια) ΄Εστω X
˜

= (X1,X2,X3) ένα τυχαίο δείγµα

µεγέθους n = 3 από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1). Τότε

η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

3

Xi έχει σύνολο τιµών το {0, 1, 2, 3}
και είναι επαρκής γιατί όπως ϕαίνεται από τον Πίνακα 6.1 για κάθε τιµή

t ∈ {0, 1, 2, 3} της T (X
˜
) η δεσµευµένη κατανοµή του X

˜
= (X1,X2,X3)

είναι σταθερή ως προς θ. Προς διευκρίνιση, αν π.χ., T (X
˜
) = 1 δηλαδή

∑
i= 1

3

Xi = 1, τότε οι τιµές του X
˜

= (X1,X2,X3) είναι (1, 0, 0) ή (0, 1, 0) ή

(0, 0, 1) και κάθε µία, λόγω συµµετρίας, έχει πιθανότητα 1
3 , ανεξάρτητα

από την τιµή του θ.

Παράδειγµα 6.1.2. (εκθετική κατανοµή–επάρκεια) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn)

ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή E(θ) µε πυκνότητα f1(x; θ) =
1
θ e

−x
θ , x > 0, θ ∈ Θ = (0,∞). Θα δείξουµε ότι η T (X

˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι

επαρκής. Η πυκνότητα του X
˜

είναι

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
1

θn
e−

1
θ

∑n
i=1 xi , x

˜
= (x1, . . . , xn) µε xi > 0.
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τι
µ

ές
το

υ
T

=
∑

3 i=
1
X

i

τιµές του X
˜

= (X1,X2,X3) δεσµευµένες πιθανότητες

t = 0 (0, 0, 0) 1

(1, 0, 0) 1/3

t = 1 (0, 1, 0) 1/3

(0, 0, 1) 1/3

(1, 1, 0) 1/3

t = 2 (0, 1, 1) 1/3

(1, 0, 1) 1/3

t = 3 (1, 1, 1) 1

Πίνακας 6.1: ∆εσµευµένη κατανοµή του X
˜

, Pθ(X
˜

= x
˜
| T = t)

Η T (X
˜
) έχει κατανοµή Γάµµα G(n, θ) µε πυκνότητα

fT (t; θ) =
1

Γ(n)θn
tn−1e−

t
θ , t > 0.

Για x
˜

και t τέτοια ώστε T (x
˜
) = t, δηλαδή

∑
i=1

n

xi = t, ο λόγος
f(x
˜
;θ)

fT (t;θ) =
Γ(n)
tn−1

δεν εξαρτάται από το θ και συνεπώς, από τη συζήτηση που προηγήθηκε

του Παραδείγµατος 6.1.1, η T (X
˜
) είναι επαρκής. ΄Εχει ενδιαφέρον να

σηµειώσουµε ότι αυτή η δεσµευµένη κατανοµή του X
˜

= (X1, . . . ,Xn), αν

και είναι n−διάστατη, «Ϲει» στο υπερεπίπεδο του R
n, H = {(x1, . . . , xn) ∈

R
n :

∑
i=1

n

xi = t}, δηλαδή σε έναν χώρο διάστασης n− 1. �

Γενικά, η απόδειξη της επάρκειας µιας στατιστικής συνάρτησης από

τον ορισµό παρουσιάζει δυσκολίες, ειδικά στις συνεχείς κατανοµές, επει-

δή απαιτείται ο υπολογισµός της δεσµευµένης κατανοµής, προκειµένου

να διαπιστωθεί η µη εξάρτησή της από την άγνωστη παράµετρο θ. Επίσης

µια άλλη δυσκολία είναι ότι πριν εφαρµόσουµε τον ορισµό, πρέπει πρώτα

να «µαντέψουµε» ποια στατιστική συνάρτηση είναι υποψήφια για επαρκής,

κάτι που γενικά δεν είναι εύκολο. Οι δύο αυτές δυσκολίες µπορούν να ξε-

περαστούν µε την εφαρµογή µιας απλής ικανής και αναγκαίας συνθήκης

που συνήθως αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως παραγοντικό κριτήριο των
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Neyman–Fisher. Αναπτύχθηκε σταδιακά από τους Fisher (1922), Ney-

man (1935) και Halmos and Savage (1949).

Θεώρηµα 6.1.1. (παραγοντικό κριτήριο των Neyman–Fisher) ΄Εστω

ότι το δείγµα X
˜

έχει πυκνότητα f(x
˜
; θ), θ ∈ Θ. Τότε η στατιστική συνάρτηση

T (X
˜
) είναι επαρκής εάν και µόνον εάν υπάρχουν µη αρνητικές συναρτήσεις

q και h, µε την h να µην εξαρτάται από το θ, έτσι ώστε

f(x
˜
; θ) = q

(
T (x
˜
), θ
)
· h(x

˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ. (6.1)

Απόδειξη. Μια αυστηρή απόδειξη απαιτεί γνώσεις Θεωρίας Μέτρου, ϐλέπε

Lehmann and Romano (2005, Ενότητα 2.6). ∆ίνουµε την απόδειξη για

διακριτό X
˜

, οπότε f(x
˜
; θ) = Pθ(X

˜
= x
˜
) και η T (X

˜
) έχει επίσης διακριτή

κατανοµή. ΄Εστω ότι ισχύει η (6.1). Ας συµβολίσουµε µε S το σύνολο

τιµών του X
˜

. Η δεσµευµένη κατανοµή του X
˜

δοθέντος ότι T (X
˜
) = t

µπορεί να οριστεί για κάθε t µε Pθ(T (X
˜
) = t) > 0 και εκφράζεται από τη

δεσµευµένη πιθανότητα

Pθ(X
˜

= x
˜
| T (X

˜
) = t) =

Pθ(X
˜

= x
˜
, T (X

˜
) = t)

Pθ(T (X
˜
) = t)

. (6.2)

΄Εστω, λοιπόν ένα τέτοιο t και θ ∈ Θ. Το ενδεχόµενο St = (T (X
˜
) = t)

µπορούµε να το περιγράψουµε ως εξής. ΄Εχουµε St = (T (X
˜
) = t) ={

x
˜
∈ S : T (x

˜
) = t

}
το οποίο είναι πεπερασµένο ή αριθµήσιµο και εποµέ-

νως

Pθ(T (X
˜
) = t) =

∑

x
˜
∈St

f(x
˜
; θ) =

∑

x
˜
∈St

Pθ(X
˜

= x
˜
) =

∑

x
˜
∈St

q
(
T (x
˜
), θ
)
h(x
˜
)

=
∑

x
˜
∈St

q(t, θ)h(x
˜
) = q(t, θ)

∑

x
˜
∈St

h(x
˜
).

(6.3)
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Συνεπώς, για κάθε x
˜

από την (6.2) παίρνουµε

Pθ(X
˜

= x
˜
| T (X

˜
) = t) =





0 , εάν x
˜

/∈ St

Pθ(X
˜

= x
˜
)

Pθ(T (X
˜
) = t)

, εάν x
˜
∈ St

=





0 , εάν x
˜

/∈ St

f(x
˜
; θ)

q(t, θ)
∑

x
˜
∈St

h(x
˜
)

, εάν x
˜
∈ St

=





0 , εάν x
˜

/∈ St

q
(
T (x
˜
), θ
)
h(x
˜
)

q(t, θ)
∑

x
˜
∈St

h(x
˜
)

, εάν x
˜
∈ St

=





0 , εάν x
˜

/∈ St

q(t, θ)h(x
˜
)

q(t, θ)
∑

x
˜
∈St

h(x
˜
)

, εάν x
˜
∈ St

=





0 , εάν x
˜

/∈ St

h(x
˜
)

∑

x
˜
∈St

h(x
˜
)

, εάν x
˜
∈ St.

Εποµένως, η δεσµευµένη κατανοµή του X
˜

δοθέντος ότι T (X
˜
) = t δεν πε-

ϱιέχει το θ και συνεπώς, από τον ορισµό, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
)

είναι επαρκής.

Αντίστροφα, έστω ότι η T (X
˜
) είναι επαρκής. Τότε, ϑέτοντας q

(
T (x
˜
), θ
)
=

Pθ

(
T (X
˜
) = T (x

˜
)
)

και h(x
˜
) = P

(
X
˜

= x
˜
| T (X

˜
) = T (x

˜
)
)

που δεν εξαρτά-

ται από το θ λόγω επάρκειας, έχουµε

f(x
˜
; θ) = Pθ(X

˜
= x
˜
) = Pθ

(
X
˜

= x
˜
, T (X

˜
) = T (x

˜
)
)

= Pθ

(
T (X
˜
) = T (x

˜
)
)
· P
(
X
˜

= x
˜
| T (X

˜
) = T (x

˜
)
)

= q
(
T (x
˜
), θ
)
h(x
˜
).
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΄Αρα, η (6.1) ισχύει.

Το παραγοντικό κριτήριο µας κατευθύνει συγχρόνως προς την αναγνώ-

ϱιση µιας επαρκούς στατιστικής συνάρτησης και την απόδειξη της επάρ-

κειας της. Παραγοντοποιώντας την πυκνότητα του δείγµατος X
˜

, f(x
˜
; θ),

προσπαθούµε να ενσωµατώσουµε σε µια συνάρτηση h(x
˜
) όρους που δεν

περιέχουν την άγνωστη παράµετρο θ και εξαρτώνται µόνον από το x
˜

. «΄Ο,τι

αποµένει» µετά την ενσωµάτωση, δηλαδή
f(x
˜
; θ)

h(x
˜
)

, είναι ακριβώς ο όρος

q
(
T (x
˜
), θ
)

στη σχέση (6.1), ο οποίος εξαρτάται από το θ και έµµεσα από

το x
˜

µέσω κάποιας τιµής, έστω, T (x
˜
). Αυτή η τιµή ταυτοποιεί τη στατιστική

συνάρτηση T (X
˜
) ως επαρκή. Οι σταθερές, αν υπάρχουν, µη εξαρτώµενες

από το θ ή το x
˜

, ενσωµατώνονται αδιακρίτως στην h(x
˜
) ή στην q

(
T (x
˜
), θ
)
.

Οι συναρτήσεις q και h δεν είναι µοναδικές (ούτε εξ άλλου απαιτείται αυτό

στο Θεώρηµα 6.1.1), για παράδειγµα η (6.1) ισχύει αν η q αντικατασταθεί

µε την 2q και η h µε την
h

2
.

Το παραγοντικό κριτήριο ισχύει χωρίς κανένα περιορισµό για την πυκνό-

τητα του διακριτού ή συνεχούς δείγµατος X
˜

, f(x
˜
; θ), το θ µπορεί να είναι

πραγµατική παράµετρος ή διανυσµατική παράµετρος, θ = (θ1, . . . , θκ), α-

κόµη και µη Ευκλείδια παράµετρος, ενώ η T (X
˜
) µπορεί να είναι πραγµα-

τική συνάρτηση ή διανυσµατική συνάρτηση, T (X
˜
) = (T1(X

˜
), . . . , Tm(X

˜
)).

Στην τελευταία περίπτωση, συνήθως, m = κ, εξαιρέσεις όµως υπάρχουν

αρκετές κάποιες εκ των οποίων ϑα δούµε σε παραδείγµατα.

Παράδειγµα 6.1.3. (κανονική κατανοµή - επάρκεια) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn)

ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ, σ2). ∆ιακρίνουµε

τρεις περιπτώσεις.

1η Περίπτωση: σ2 γνωστό, µ = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = R .
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Τότε έχουµε,

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
n∏

i=1

1
σ
√
2π
e−

1
2σ2 (xi−θ)2

= 1
σn(2π)n/2 e

− 1
2σ2

∑n
i=1(xi−θ)2

= 1
σn(2π)n/2 e

− 1
2σ2

∑n
i=1 x

2
i+

θ
σ2

∑n
i=1 xi−nθ2

2σ2

= q
( n∑

i=1

xi, θ
)
h(x
˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ,

όπου q (
∑n

i=1 xi, θ) = e
θ
σ2

∑n
i=1 xi−nθ2

2σ2 και h(x
˜
) = 1

σn(2π)n/2 e
− 1

2σ2

∑n
i=1 x

2
i .

Εποµένως, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι επαρκής.

Εκ των υστέρων κρίνοντας, είναι λογικό ότι προέκυψε η T (X
˜
) ως επαρ-

κής στατιστική συνάρτηση. Το θ είναι η µέση τιµή της κοινής κατανοµής

των Xi και συνεπώς µπορεί να εκτιµηθεί µε το δειγµατικό του ανάλογο,

τον δειγµατικό µέσο X = 1
n

∑
i=1

n

Xi =
1
nT (X

˜
), ϐλέπε Ενότητα 3.3.1α, που

µάλιστα είναι και αποδοτικός εκτιµητής (Παράδειγµα 5.2.11). Βλέπου-

µε λοιπόν ότι προκειµένου να εκτιµήσουµε το θ δεν είναι απαραίτητο να

γνωρίζουµε τις τιµές των παρατηρήσεων X1, . . . ,Xn, αρκεί να καταγραφεί

η τιµή του αθροίσµατός τους, T (X
˜
). ∆ιαισθητικά, αυτό δικαιολογεί την

επάρκεια της T (X
˜
). Από πρακτικής σκοπιάς, λόγω επάρκειας, δεν χρειά-

Ϲεται να «αποθηκεύσουµε» τις παρατηρηθείσες τιµές των Xi και µετά να

τις προσθέσουµε ώστε να εκτιµήσουµε το θ. Αρκεί κάθε παρατηρηθείσα

τιµή να προστίθεται κατ΄ ευθείαν στο µερικό άθροισµα των προηγούµενων

τιµών.

2η Περίπτωση: µ γνωστό, σ2 = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = (0,∞) .

Τότε έχουµε,

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
1

θn/2(2π)n/2 e
− 1

2θ

∑n
i=1(xi−µ)2

= q

(
n∑

i=1

(xi − µ)2, θ

)
h(x
˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ,
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όπου q
(∑

i=1

n

(xi − µ)2, θ
)
= 1

θn/2(2π)n/2 e
− 1

2θ

∑n
i=1(xi−µ)2 και h(x

˜
) = 1. Ε-

ποµένως, η στατιστική συνάρτηση T1(X
˜
) =

∑
i=1

n

(Xi − µ)2 είναι επαρκής.

Στην περίπτωση αυτή, ως εκτιµητής του θ γνωρίζουµε ότι µπορεί να ληφθεί

η στατιστική συνάρτηση 1
n

∑
i=1

n

(Xi −µ)2 = 1
nT1(X

˜
), ϐλέπε Ενότητα 3.3.1γ,

γεγονός που δικαιολογεί την επάρκεια της T1(X
˜
). Σηµειώνουµε επίσης

ότι στην ίδια επαρκή στατιστική συνάρτηση ϑα καταλήξουµε αν ϑεωρή-

σουµε ως άγνωστη παράµετρο την τυπική απόκλιση σ (αντί της διασποράς

σ2).

3η Περίπτωση: µ,σ2 άγνωστα, οπότε θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R× (0,∞).

Τότε έχουµε,

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =

n∏

i=1

1
σ(2π)1/2

e−
1

2σ2 (xi−µ)2

= 1
σn(2π)n/2 e

1
2σ2

∑n
i=1 x

2
i+

µ

σ2

∑n
i=1 xi−nµ2

2σ2

= q
( n∑

i=1

xi,

n∑

i=1

x2i , µ, σ
2
)
h(x
˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ,

όπου q
(∑
i=1

n

xi,
∑
i=1

n

x2i , µ, σ
2
)
= 1

σn(2π)n/2 e
− 1

2σ2

∑n
i=1 x

2
i+

µ

σ2

∑n
i=1 xi−nµ2

2σ2 και h(x
˜
) =

1. Εποµένως, η στατιστική συνάρτηση T2(X
˜
) = (

∑
i=1

n

Xi,
∑
i=1

n

X2
i ) =

(
T (X
˜
), T3(X

˜
)
)

είναι επαρκής. Παρατηρούµε ότι η επαρκής στατιστική συνάρτηση έχει

διάσταση 2, όπως και η παράµετρος θ. Σε αυτήν την περίπτωση λοιπόν

αρκεί να γνωρίζουµε την T2(X
˜
) ή ισοδύναµα τις T (X

˜
) και T3(X

˜
) για να

εκτιµήσουµε τα άγνωστα µ και σ2. Πράγµατι το µ µπορεί να εκτιµηθεί µε

X = 1
nT (X

˜
) και το σ2 µε εκτιµητή της µορφής

c

n∑

i=1

(Xi −X)2 = c

{
n∑

i=1

X2
i − nX

2

}
= c

{
T3(X

˜
)−

T 2(X
˜
)

n

}
,

όπου c ϑετική σταθερά (µε κλασικές επιλογές τις c = 1
n−1 , c =

1
n , c =

1
n+1

και µη κλασικές τις c = c1, c = c2 της Ενότητας 4.3). �

Στην περίπτωση τυχαίου δείγµατος, όταν το κοινό σύνολο τιµών των

παρατηρήσεων Xi, S1 = {x ∈ R : f1(x; θ) > 0}, είναι γνήσιο υποσύνολο
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του R, η εφαρµογή του παραγοντικού κριτηρίου διευκολύνεται εισάγοντας

τη δείκτρια συνάρτηση IS1(x) =




1, x ∈ S1

0, x 6∈ S1

. Ισχύει, τότε, f1(x; θ) =

f1(x; θ)IS1(x), ∀x ∈ R.

Παράδειγµα 6.1.4. (Κατανοµή Poisson - επάρκεια) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn)

ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή PoissonP(θ), µε πυκνότητα f1(x; θ) =

e−θ θx

x! , x ∈ {0, 1, 2, . . . } ή f1(x; θ) = e−θ θx

x! I{0,1,2,...}(x), θ ∈ Θ = (0,∞).

΄Εχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
n∏

i=1

e−θ θ
xi

xi!
I{0,1,2,...}(xi)

= e−nθθ
∑n

i=1 xi

n∏

i=1

1

xi!
I{0,1,2,...}(xi)

= q
( n∑

i=1

xi, θ
)
h(x
˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ,

όπου q(
∑
i=1

n

xi, θ) = e−nθθ
∑n

i=1 xi και h(x
˜
) =

∏n
i=1

1
xi!

I{0,1,2,...}(xi). Επο-

µένως, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι επαρκής.

Παράδειγµα 6.1.5. (Οµοιόµορφη κατανοµή µε ένα άκρο άγνωστο -

επάρκεια) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορ-

ϕη κατανοµή U(0, θ) µε πυκνότητα f1(x; θ) =
1
θ I(0,θ)(x), θ ∈ Θ = (0,∞).

Τότε έχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =

n∏

i=1

1

θ
I(0,θ)(xi) =

1

θn

n∏

i=1

I(0,θ)(xi).

Παρατηρούµε τώρα ότι

n∏

i=1

I(0,θ)(xi) =




1, 0 < xi < θ, ∀ i = 1, . . . , n

0, διαφορετικά

=




1, 0 < x(1) ≤ x(n) < θ, ∀ i = 1, . . . , n

0, διαφορετικά

= I(0,x(n)](x(1))I(0,θ)(x(n)),
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όπου x(1) = min(x1, . . . , xn) και x(n) = max(x1, . . . , xn). Εποµένως,

f(x
˜
; θ) =

1

θn
I(0,θ)(x(n))I(0,x(n)](x(1)) = q(x(n), θ)h(x

˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ,

όπου q(x(n), θ) =
1
θn I(0,θ)(x(n)) και h(x

˜
) = I(0,x(n)](x(1)). Συνεπώς, η στα-

τιστική συνάρτηση T (X
˜
) = X(n) = max(X1, . . . ,Xn) είναι επαρκής.

Θα πρέπει να οµολογήσουµε ότι αυτή η παραγοντοποίηση δεν είναι προ-

ϕανής και µάλιστα είναι στοχευµένη έτσι ώστε να αναδυθεί τελικά η (µετα-

ϐλητή) x(n) µέσα στον τύπο της πυκνότητας f(x
˜
; θ). Ας δούµε, διαισθητι-

κά, γιατί η X(n) είναι υποψήφια επαρκής στατιστική συνάρτηση. Το κοινό

σύνολο τιµών των παρατηρήσεων Xi είναι το διάστηµα (0, θ), οπότε (µε πι-

ϑανότητα 1) 0 < X1 < θ, 0 < X2 < θ,. . .,0 < Xn < θ. Αφού λοιπόν το

θ είναι µεγαλύτερο από όλες τις παρατηρήσεις, είναι µεγαλύτερο και από

τη µέγιστη, X(n) = max(X1, . . . ,Xn), και αντίστροφα. Γνωρίζοντας επο-

µένως την τιµή x(n) της X(n) αντλούµε την πληροφορία θ > x(n), η οποία

καλύπτει όλες τις πληροφορίες θ > x1,θ > x2,. . .,θ > xn που παρέχει η

τιµή x
˜
= (x1, . . . , xn) του X

˜
.

Παράδειγµα 6.1.6. (Οµοιόµορφη κατανοµή, άγνωστα άκρα - επάρ-

κεια) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(θ, θ + 1) µε πυκνότητα f1(x; θ) = I(θ,θ+1)(x1), θ ∈ Θ = R.

Τότε ανάλογα µε το προηγούµενο παράδειγµα, έχουµε,

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =

n∏

i=1

I(θ,θ+1)(xi) = I(θ,x(n)](x(1)) · I(θ,θ+1)(x(n)),

= q(x(1), x(n), θ)h(x
˜
), ∀ x

˜
, ∀ θ,

όπου x(1) = min(x1, . . . , xn), x(n) = max(x1, . . . , xn), q(x(1), x(n), θ) =

I(θ,x(n)](x(1)) · I(θ,θ+1)(x(n)) και h(x
˜
) = 1. Εποµένως, η στατιστική συ-

νάρτηση T (X
˜
) = (X(1),X(n)) είναι επαρκής. Παρατηρούµε εδώ ότι η

επαρκής στατιστική συνάρτηση έχει διάσταση 2, ενώ η άγνωστη παράµε-

τρος θ είναι πραγµατική (έχει διάσταση 1). Τέτοιες περιπτώσεις, όπου

η επαρκής στατιστική συνάρτηση έχει διάσταση µεγαλύτερη από τη διά-

σταση της παραµέτρου δηµιουργούν γενικά δυσκολία στην εύρεση ενός
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«καλού» εκτιµητή της παραµέτρου.

Μια άλλη παραγοντοποίηση της f(x
˜
; θ) είναι

f(x
˜
; θ) = I(θ,θ+1)(x(1)) · I(θ,θ+1)(x(n))

που επίσης δίνει την T (X
˜
) ως επαρκή στατιστική συνάρτηση, ενώ εύκολα

µπορούν να ϐρεθούν και άλλες. Μια αρχική πληροφορία που περιέχει η

T (X
˜
) = (X(1),X(n)) για το θ προκύπτει από το κοινό σύνολο τιµών τωνXi,

(θ, θ+1). Με πιθανότητα 1, θ < X1 < θ+1, θ < X2 < θ+1,. . .,θ < Xn <

θ + 1 ή ισοδύναµα θ < X(1) ≤ X(n) < θ + 1, εποµένως συµπεραίνουµε

ότι X(n) − 1 < θ < X(1).

Παράδειγµα 6.1.7. (Οµοιόµορφη κατανοµή - συµµετρικά άκρα) ΄Εστω

X1 µία παρατήρηση από την οµοιόµορφη κατανοµή U(−θ, θ) µε πυκνότη-

τα f1(x; θ) =
1
2θ I[0,θ)(|x|), θ ∈ Θ = (0,∞). Τότε f1(x; θ) = q(|x|, θ)h(x),

όπου q(|x|, θ) = 1
2θ I[0,θ)(|x|) και h(x) = 1. Εποµένως, η στατιστική συ-

νάρτηση T (X
˜
) = |X| είναι επαρκής.

Παράδειγµα 6.1.8. (Κατανοµή Bernoulli - µη επαρκής στατιστική

συνάρτηση) ΄Εστω X
˜

= (X1,X2) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κα-

τανοµή Bernoulli B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1). Θα δείξουµε ότι η στατιστική

συνάρτηση S(X
˜
) = X1 δεν είναι επαρκής. Βάσει του ορισµού, αρκεί να

δείξουµε ότι υπάρχει µία τιµή s της S(X
˜
) για την οποία, η δεσµευµένη

κατανοµή του X
˜
|S(X

˜
) = s εξαρτάται από το θ. Θεωρούµε s = 1 και

υπολογίζουµε τη δεσµευµένη πιθανότητα,

Pθ(X
˜

= (1, 0)|X1 = 1) = Pθ(X1 = 1,X2 = 0|X1 = 1)

=
Pθ(X1 = 1,X2 = 0,X1 = 1)

Pθ(X1 = 1)

=
Pθ(X1 = 1,X2 = 0)

Pθ(X1 = 1)

=
Pθ(X1 = 1)Pθ(X2 = 0)

Pθ(X1 = 1)
(ανεξαρτησία)

= Pθ(X2 = 0) = 1− θ,
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η οποία εξαρτάται από το θ. ΄Αρα η S(X
˜
) δεν είναι επαρκής.

Παράδειγµα 6.1.9. (Κατανοµή Bernoulli - µη επαρκής στατιστική

συνάρτηση) ΄Εστω X
˜

= (X1,X2), όπου X1, X2 είναι ανεξάρτητες µε κα-

τανοµές Bernoulli X1 ∼ B(1, θ) και X2 ∼ B(1, 2θ), θ ∈ Θ = (0, 1/2).

Τότε η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) = X1 + X2 δεν είναι επαρκής. ΄Ο-

πως στο Παράδειγµα 6.1.8, ϑα δείξουµε ότι υπάρχει τιµή t της T (X
˜
) για

την οποία η δεσµευµένη κατανοµή του X
˜
|T (X

˜
) = t εξαρτάται από το θ.

Θεωρούµε t = 1 και υπολογίζουµε τη δεσµευµένη πιθανότητα,

Pθ(X
˜
) = (1, 0)|X1 +X2 = 1) = Pθ(X1 = 1,X2 = 0|X1 +X2 = 1)

=
Pθ(X1 = 1,X2 = 0,X1 +X2 = 1)

Pθ(X1 +X2 = 1)
=

Pθ(X1 = 1,X2 = 0)

Pθ(X1 +X2 = 1)

=
Pθ(X1 = 1)Pθ(X2 = 0)

Pθ(X1 = 1)Pθ(X2 = 0) + Pθ(X1 = 0)Pθ(X2 = 1)
(ανεξαρτησία)

=
θ(1− 2θ)

(1− θ)2θ + (1− 2θ)θ
=

1− 2θ

3− 4θ
,

η οποία εξαρτάται από το θ. Συνεπώς η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

X1 +X2 δεν είναι επαρκής. �

Αναφέρουµε τώρα µερικές γενικές παρατηρήσεις για την έννοια της

επάρκειας.

Παρατήρηση 6.1.1. Το δείγµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι (τετριµµένα)

επαρκής στατιστική συνάρτηση αφού f(x
˜
; θ) = q(x

˜
; θ)h(x

˜
) µε q(x

˜
; θ) =

f(x
˜
; θ) και h(x

˜
) = 1.

Παρατήρηση 6.1.2. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από

µία κατανοµή µε πυκνότητα f1(x1; θ) και X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n) είναι
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οι διατεταγµένες στατιστικές συναρτήσεις, δηλαδή

X(1) = min(X1, . . . ,Xn),

X(2) = 2η µικρότερη παρατήρηση

...

X(n−1) = 2η µεγαλύτερη παρατήρηση

X(n) = max(X1, . . . ,Xn),

τότε έχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =

n∏

i=1

f1(x(i); θ) (λόγω συµµετρίας)

= q(x(1), . . . , x(n), θ)h(x
˜
)

όπου q(x(1), . . . , x(n), θ) =
∏n

i=1 f1(x(i); θ) και h(x
˜
) = 1. Εποµένως,

η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) = (X(1),X(2), . . . ,X(n)) είναι επαρκής.

Παρατηρούµε ότι αν και η T (X
˜
) έχει την ίδια διάσταση n όπως και το

δείγµα X
˜

, εντούτοις αποτελεί «σύµπτυξη» της αφού είναι συνάρτηση του

X
˜

.

Παρατήρηση 6.1.3. ΄Εστω ότι η στατιστική συνάρτηση T1(X
˜
) είναι επαρ-

κής και T2(X
˜
) = K(T1(X

˜
)) είναι ένας 1 − 1 µετασχηµατισµός της T1.

Τότε T1(X
˜
) = K−1

(
T2(X

˜
)) και η T2(X

˜
) είναι επαρκής γιατί

f(x
˜
; θ) = q

(
T1(x

˜
), θ
)
·h(x

˜
) = q

(
K−1

(
T2(x

˜
)
)
, θ
)
·h(x

˜
) = q1

(
T2(x

˜
), θ
)
·h(x

˜
).

Για παράδειγµα, ο γραµµικός µετασχηµατισµός T2(X
˜
) = αT1(X

˜
) + β,

α 6= 0, είναι επαρκής. Στο Παράδειγµα 6.1.3, στην πρώτη περίπτωση, ο

εκτιµητής X του θ = µ είναι επαρκής, στη δεύτερη ο εκτιµητής 1
n

∑
i=1

n

(Xi−
µ)2 του θ = σ2 είναι επαρκής, ενώ στην τρίτη περίπτωση το Ϲεύγος των

εκτιµητών (X, 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi−X)2) είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση για

το θ = (µ, σ2) ως 1− 1 συνάρτηση της T2(X
˜
) = (

∑
i=1

n

Xi,
∑
i=1

n

X2
i ).
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Παρατήρηση 6.1.4. Ας εξετάσουµε το εξής παράδειγµα (Lehmann and

Casella, 1998, σελ. 37). ΄Εστω ένα τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) από

την κανονική κατανοµή N (0, θ2) µε θ ∈ Θ = (0,∞). Τότε, εφαρµόζο-

ντας το παραγοντικό κριτήριο είναι εύκολο να δειχθεί ότι οι στατιστικές

συναρτήσεις

T1(X
˜
) = (X1, . . . ,Xn) ,

T2(X
˜
) = (X2

1 , . . . ,X
2
n) ,

T3(X
˜
) =

( m∑

i=1

X2
i ,

n∑

i=m+1

X2
i

)
,

T4(X
˜
) =

n∑

i=1

X2
i

είναι επαρκείς.

Παρατηρούµε ότι κάθε µία από τις Ti(X
˜
) αποτελεί συνάρτηση όλων των

προηγούµενων και ϕαίνεται διαισθητικά τουλάχιστον ότι η T4(X
˜
), που εί-

ναι συνάρτηση όλων των άλλων, αποτελεί τη µεγαλύτερη δυνατή «σύµπτυ-

ξη» του X
˜

(χωρίς απώλεια πληροφορίας για το θ2). Για αυτόν τον λόγο, η

T4(X
˜
) =

∑
i=1

n

X2
i αναφέρεται ως ελάχιστη επαρκής (minimal sufficient) στα-

τιστική συνάρτηση. Η επωνυµία ελάχιστη αντανακλά τη µικρότερη διάστα-

ση. Γενικά, µία επαρκής στατιστική συνάρτηση λέγεται ελάχιστη επαρκής

εάν είναι συνάρτηση οποιασδήποτε άλλης επαρκούς στατιστικής συνάρτη-

σης. Από τον ορισµό και την Παρατήρηση 6.1.3 προκύπτει εύκολα ότι

1−1 µετασχηµατισµός ελάχιστης επαρκούς στατιστικής συνάρτησης είναι

επίσης ελάχιστη επαρκής. Επιπλέον, αν δύο επαρκείς στατιστικές συναρ-

τήσεις είναι ελάχιστες, τότε κάθε µια είναι συνάρτηση της άλλης. Σε όλα

τα παραδείγµατα που αναφέραµε προηγουµένως, οι επαρκείς στατιστικές

συναρτήσεις ήταν ελάχιστες επαρκείς στατιστικές συναρτήσεις. Υπάρχει

σχετική µεθοδολογία απόδειξης ότι µία επαρκής στατιστική συνάρτηση εί-

ναι ελάχιστη επαρκής αλλά δεν ϑα ασχοληθούµε µε αυτήν τη µεθοδολογία

εδώ, παραπέµπουµε, όµως, τον αναγνώστη στα ϐιβλία Casella and Berger

(2002), Lehmann and Casella (1998) και Ηλιόπουλος (2013).
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Η επόµενη πρόταση ερµηνεύει τη συνάρτηση q του παραγοντικού κρι-

τηρίου, δείχνοντας ότι αποτελεί τον έναν από τους δύο όρους παραγοντο-

ποίησης, παρόµοιας προς την (6.1), της πυκνότητας της επαρκούς στα-

τιστικής συνάρτησης T (X
˜
). Επιπλέον, τεκµηριώνει ποσοτικά, µέσω του

αριθµού πληροφορίας του Fisher, τη διαισθητική ερµηνεία της επάρκειας

περί µη απώλειας πληροφορίας.

Πρόταση 6.1.2. ΄Εστω T (X
˜
) επαρκής στατιστική συνάρτηση µε πυκνότη-

τα fT (t; θ), θ ∈ Θ. Θεωρούµε την παραγοντοποίηση της πυκνότητας του

δείγµατος X
˜

, f(x
˜
; θ), που δίνεται στη σχέση (6.1).

(α) Για κάθε t στο σύνολο τιµών της T (X
˜
) και για κάθε θ ∈ Θ ισχύει η

σχέση

fT (t; θ) = q
(
t, θ
)
h1(t), (6.4)

όπου h1 είναι συνάρτηση µη εξαρτώµενη από το θ.

(ϐ) Για κάθε θ ∈ Θ, ο αριθµός πληροφορίας του Fisher, IT (θ), που

περιέχεται στη στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) για το θ (όπως ορίστηκε

στη σχέση (5.7) ) είναι ίσος µε τον αριθµό πληροφορίας του Fisher για

το θ που περιέχεται στο δείγµα X
˜

, δηλαδή

IT (θ) = I(θ). (6.5)

Απόδειξη. (α) Θα ϑεωρήσουµε, κατ΄ αρχάς, ότι το δείγµα X
˜

έχει διακριτή

κατανοµή, οπότε διακριτή είναι και η κατανοµή της T (X
˜
). ΄Εστω t στο

σύνολο τιµών της T (X
˜
), άρα

fT (t; θ) = Pθ(T (X
˜
) = t) > 0

και από τις (6.1) και (6.3) παίρνουµε

fT (t; θ) = q
(
t, θ
) ∑

x
˜
∈St

h
(
x
˜

)
, (6.6)

όπου St =
{
x
˜
∈ S : T (x

˜
) = t

}
. Επειδή το σύνολο St καθορίζεται πλήρως

από το σηµείο t, το άθροισµα ή η σειρά
∑
x

˜
∈ St

h
(
x
˜

)
είναι συνάρτηση του t,
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η οποία δεν εξαρτάται από το θ αφού και η h δεν εξαρτάται από το θ.

Θέτουµε h1(t) =
∑
x

˜
∈ St

h
(
x
˜

)
, οπότε από την (6.6) προκύπτει η (6.4).

Η περίπτωση συνεχούς δείγµατος X
˜

είναι τεχνικά δύσκολη, για αυτό και

παραθέτουµε µια σκιαγράφηση της απόδειξης. Κατ΄ αντιστοιχία µε τη δια-

κριτή περίπτωση, (όπου προσθέτουµε τιµές της πυκνότητας f(x
˜
; θ) προ-

κειµένου να ϐρούµε την πυκνότητα της T (X
˜
)) έχουµε

fT (t; θ) =

∫

St

f(x
˜
; θ) dx

˜
,

όπου St =
{
x
˜
∈ S : T (x

˜
) = t

}
είναι µη αριθµήσιµο σύνολο και λόγω της

(6.1),

fT (t; θ) =

∫

St

q
(
T (x
˜
), θ
)
h
(
x
˜

)
dx
˜
=

∫

St

q (t, θ)h
(
x
˜

)
dx
˜

= q (t, θ)

∫

St

h(x
˜
) dx
˜
. (6.7)

Η δεύτερη ισότητα ισχύει επειδή για x
˜

∈ St, εξ ορισµού του St, έχουµε

T (x
˜
) = t και η τρίτη επειδή q (t, θ) είναι σταθερά ως προς τη µεταβλητή της

ολοκλήρωσης, x
˜

. Το τελευταίο ολοκλήρωµα εξαρτάται µόνον από το ση-

µείο t, είναι δηλαδή συνάρτηση του t, οπότε ϑέτοντας h1(t) =
∫
St
h
(
x
˜

)
dx
˜

,

η (6.4) αληθεύει.

(ϐ) Από τον ορισµό του IT (θ) έχουµε

IT (θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln fT (T (X

˜
); θ)

)2]
. (6.8)

Επιπλέον από την (6.4) παίρνουµε διαδοχικά,

ln fT (T (X
˜
); θ) = ln q

(
T (X
˜
), θ
)
+ lnh1

(
T (X
˜
)
)
,

∂
∂θ ln fT (T (X

˜
); θ) = ∂

∂θ ln q
(
T (X
˜
), θ
)
. (6.9)

Ανάλογα, από την (6.1) προκύπτει ότι

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = ∂

∂θ ln q
(
T (X
˜
), θ
)
. (6.10)



Χρήση επάρκειας στη ϐελτίωση εκτιµητών 169

Συνδυάζοντας τις (6.8), (6.9) και (6.10) συµπεραίνουµε ότι

IT (θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln q(T (X

˜
); θ)

)2]

= Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= I(θ).

6.2 Χρήση της επάρκειας στη ϐελτίωση εκτιµητών-

µείωση της διασποράς και του ΜΤΣ

Μία σηµαντική εφαρµογή της έννοιας της επάρκειας δίνεται στο επόµε-

νο ϑεώρηµα των Rao–Blackwell. Η απόδειξή του παρουσιάστηκε από τον

Rao (1945) και, ανεξάρτητα, από τον Blackwell (1947). Το ϑεώρηµα αυ-

τό δείχνει ότι εάν T (X
˜
) είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση και S(X

˜
)

είναι ένας εκτιµητής του g(θ) που δεν είναι συνάρτηση της T (X
˜
), τότε

υπάρχει εκτιµητής που είναι συνάρτηση της T (X
˜
) και έχει µέσο τετρα-

γωνικό σφάλµα µικρότερο από αυτό του S(X
˜
). Συνεπώς, εκτιµητές που

δεν είναι συναρτήσεις της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) είναι µη

αποδεκτοί, µε κριτήριο το ΜΤΣ (ϐλέπε τον Ορισµό 4.1.2). Βάσει αυτής

της ιδιότητας της επάρκειας, κάλλιστα, µπορούµε να ισχυριστούµε ότι µια

επαρκής στατιστική συνάρτηση όχι µόνον «αρκεί για την εξαγωγή συµπε-

ϱασµάτων για την άγνωστη παράµετρο θ και την άγνωστη τιµή g(θ)» αλλά

είναι και αναγκαία, αφού η µη χρησιµοποίησή της οδηγεί σε µη ακριβή

συµπεράσµατα - µη ακριβή εκτίµηση στην προκειµένη περίπτωση. Θεω-

ϱούµε λοιπόν ότι η ονοµασία επαρκής και αναγκαία ϑα απέδιδε πιο πιστά

τη σηµασία της.

Υπενθυµίζουµε ότι η δεσµευµένη µέση τιµή και η δεσµευµένη διασπορά

που αναφέρονται στο Θεώρηµα 6.2.1 και την απόδειξή του ορίζονται γενι-

κά στην Ενότητα 1.9. Ειδικά, υπενθυµίζουµε ότι η E(S | T ) είναι τυχαία

µεταβλητή και συνάρτηση της T (X
˜
). Για λόγους απλότητας, ϑα γράφου-

µε E(S | T ) αντί E
(
S(X
˜
) | T (X

˜
)
)

και ϑα χρησιµοποιούµε αδιακρίτως

τον συµβολισµό S∗ = E(S | T ) ή S∗(T ) = E(S | T ) µε τον δεύτερο να
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τονίζει ότι η δεσµευµένη µέση τιµή είναι συνάρτηση της T (X
˜
). Επίσης,

ως συνήθως, S ή S(X
˜
) παριστάνει την ίδια στατιστική συνάρτηση.

Θεώρηµα 6.2.1. (Rao–Blackwell) ΄Εστω T (X
˜
) µια επαρκής στατιστική

συνάρτηση και S(X
˜
) ένας εκτιµητής του g(θ) µε VarθS < ∞ για κάθε

θ ∈ Θ. Ακόµη, έστω S∗(T ) = E(S | T ). Τότε έχουµε τα εξής.

(α) EθS
∗ = EθS, για κάθε θ ∈ Θ και συνεπώς εάν ο S είναι αµερόληπτος

εκτιµητής του g(θ) το ίδιο ισχύει και για τον S∗.

(ϐ) VarθS
∗ ≤ VarθS, για κάθε θ ∈ Θ και ισχύει γνήσια ανισότητα εκτός

εάν ο εκτιµητής S είναι συνάρτηση του T , οπότε S∗ = S.

(γ) ΜΤΣ(S∗, θ) ≤ ΜΤΣ(S, θ), για κάθε θ ∈ Θ και ισχύει γνήσια ανισότητα

εκτός εάν ο εκτιµητής S(X
˜
) είναι συνάρτηση της T (X

˜
), οπότε S∗ = S.

Απόδειξη. Επειδή η T (X
˜
) είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση η κατα-

νοµή του X
˜

, άρα και του S(X
˜
) δοθέντος ότι T (X

˜
) = t δεν εξαρτάται από

το θ, για κάθε τιµή t της T (X
˜
). Εποµένως και η δεσµευµένη µέση τιµή

S∗(T ) = E(S | T ) δεν εξαρτάται από το θ. Συνεπώς S∗(T ) είναι στατιστική

συνάρτηση.

(α) Από την Πρόταση 1.9.2 έχουµε

EθS
∗ = Eθ

(
E(S | T )

)
= EθS, για κάθε θ ∈ Θ.

(ϐ) Από την Πρόταση 1.9.2 έχουµε

VarθS = Varθ
(
E(S | T )

)
+ Eθ

(
Var(S | T )

)

= VarθS
∗ + Eθ

(
Var(S | T )

)
.

(6.11)

Επειδή Var(S | T ) ≥ 0 (Πρόταση 1.9.1) έχουµε Eθ

(
Var(S | T )

)
≥ 0

(Πρόταση 1.4.2(6) ). ΄Αρα από την (6.11) παίρνουµε VarθS ≥ VarθS
∗, για

κάθε θ ∈ Θ. ΄Εστω επιπλέον ότι, VarθS = VarθS
∗. Τότε από την (6.11)

προκύπτει ότι η τελευταία σχέση ισχύει εάν και µόνον εάν Eθ

(
Var(S |

T )
)
= 0 ή ισοδύναµα Var(S | T ) = 0 µε πιθανότητα 1 (Πρόταση 1.4.2(5)

) ή ισοδύναµα ο S είναι συνάρτηση της T (X
˜
) (Πρόταση 1.9.1(3) ) οπότε,
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από την Πρόταση 1.9.1(1), έχουµε E(S | T ) = S, δηλαδή S∗ = S. Τελικά

λοιπόν έχουµε S∗ = S, εάν και µόνον εάν VarθS = VarθS
∗.

(γ) Από την Πρόταση 4.1.1 έχουµε

ΜΤΣ(S∗, θ) = VarθS
∗ + (EθS

∗ − g(θ))2 , (6.12)

και αντίστοιχα

ΜΤΣ(S, θ) = VarθS + (EθS − g(θ))2 . (6.13)

Το συµπέρασµα (γ) προκύπτει, εποµένως, από τις (6.12), (6.13) και τα (α),

(ϐ).

Σηµειώνουµε ότι στην απόδειξη του Θεωρήµατος 6.2.1, η επάρκεια

χρειάστηκε µόνον για να διαπιστώσουµε ότι S∗(T ) = E(S | T ) είναι

στατιστική συνάρτηση. Ο εκτιµητής S∗(T ) = E(S | T ) αναφέρεται στη

ϐιβλιογραφία ως Rao–Blackwell ϐελτίωση του εκτιµητή S.

Η επόµενη πρόταση καταγράφει, ουσιαστικά, τα (α), (ϐ) και (γ) του Θεω-

ϱήµατος 6.2.1 µε έναν πιο εµφατικό τρόπο. Η απόδειξή της είναι άµεση

συνέπεια του Θεωρήµατος 6.2.1.

Πρόταση 6.2.2. ΄Εστω T (X
˜
) επαρκής στατιστική συνάρτηση, S(X

˜
) εκτι-

µητής του g(θ) µε VarθS < ∞ για κάθε θ ∈ Θ, ο οποίος δεν είναι συνάρτηση

της T (X
˜
), και S∗(T ) = E(S | T ) η Rao–Blackwell ϐελτίωση του S(X

˜
). Τό-

τε ισχύουν τα εξής.

(α) Ο S(X
˜
) είναι µη αποδεκτός εκτιµητής του g(θ) και ΜΤΣ(S∗, θ) <

ΜΤΣ(S, θ), για κάθε θ ∈ Θ.

(ϐ) Εάν, επιπλέον, S(X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) τότε και

ο S∗(X
˜
) είναι αµερόληπτος µε VarθS

∗ < VarθS, για κάθε θ ∈ Θ.

Παρατήρηση 6.2.1. Ο εκτιµητής S∗ δεν µπορεί να ϐελτιωθεί περαιτέρω

µέσω της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) γιατί είναι ήδη συνάρ-

τηση της T (X
˜
) και εποµένως η Rao–Blackwell ϐελτίωση του, E(S∗ | T ),

είναι ο ίδιος ο εκτιµητής S∗, λόγω του (ϐ) του Θεωρήµατος 6.2.1, δηλαδή

E(S∗ | T ) = S∗.
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Παράδειγµα 6.2.1. (Οµοιόµορφη κατανοµή - µη αποδεκτικότητα του

δειγµατικού µέσου X̄) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) , n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγ-

µα από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Υπενθυµίζου-

µε ότι Eθ(Xi) =
θ
2 . Γνωρίζουµε ότι η T (X

˜
) = X(n) = max(X1, . . . ,Xn)

είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση (Παράδειγµα 6.1.5) και S(X
˜
) = X̄ =

1
n

∑
i=1

n

Xi είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ
2 . Ο S(X

˜
) είναι µη αποδεκτός

αφού δεν είναι συνάρτηση της T (X
˜
) και ένας καλύτερος εκτιµητής είναι

ο S∗(T ) = E(S | T ) = E(X̄ | X(n)). Ο υπολογισµός του S∗(T ) σε κλει-

στή µορφή ϑα γίνει µε µέθοδο της επόµενης ενότητας (ϐλέπε Παράδειγµα

6.3.3).

6.3 Πληρότητα και ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Είδαµε ότι εάν T (X
˜
) είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση και S(X

˜
) είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) τότε S∗(T ) = E(S | T ), η Rao–Blackwell

ϐελτίωση του S(X
˜
), είναι επίσης αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) και έχει

µικρότερη (ή το πολύ ίση) διασπορά προς αυτήν του S(X
˜
). Θα δούµε στη

συνέχεια ότι εάν η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) έχει µία επιπλέον ιδιότητα,

την ιδιότητα της πληρότητας, τότε S∗(T ) = E(S | T ) δεν είναι απλώς

καλύτερος εκτιµητής (ως προς τη διασπορά, άρα και το ΜΤΣ) από τον

S(X
˜
), αλλά είναι καλύτερος από οποιονδήποτε άλλο αµερόληπτο εκτιµητή

του g(θ). ∆ίνουµε πρώτα τον εξής ορισµό.

Ορισµός 6.3.1. Ο εκτιµητής S0(X
˜
) ονοµάζεται αµερόληπτος οµοιοµόρφως

ελάχιστης διασποράς (ΑΟΕ∆) εκτιµητής του g(θ) εάν

(α) είναι αµερόληπτος,

(ϐ) VarθS0(X
˜
) ≤ VarθS1(X

˜
), για κάθε θ ∈ Θ και για κάθε αµερόληπτο

εκτιµητή S1(X
˜
) του g(θ).

Ο όρος «οµοιοµόρφως» τονίζει το γεγονός ότι η ανισότητα (ϐ) ισχύει για κάθε

θ ∈ Θ (όποια δηλαδή και αν είναι η τιµή της άγνωστης παραµέτρου θ).

Από τον Ορισµό 5.2.2, προκύπτει αµέσως ότι ένας αποδοτικός εκτι-

µητής είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής αφού η διασπορά του συµπίπτει µε την ε-

λάχιστη διασπορά αµερόληπτων εκτιµητών που παρέχει το Κ.Φ. C–R=
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(
g′(θ)

)2
/I(θ). Από την άλλη πλευρά, ένας ΑΟΕ∆ εκτιµητής έχει µεν ελά-

χιστη διασπορά µεταξύ των αµερόληπτων εκτιµητών, αλλά είναι δυνατόν

και αυτή να είναι µεγαλύτερη από το Κ.Φ. C–R. Εποµένως, ένας ΑΟΕ∆

εκτιµητής δεν είναι κατ΄ ανάγκη αποδοτικός.

Η έννοια της πληρότητας εισήχθηκε από τους Lehmann and Scheffé

(1955) και ορίζεται ως ακολούθως.

Ορισµός 6.3.2. Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) ονοµάζεται πλήρης εάν η

σχέση

Eθφ(T ) = 0,∀ θ ∈ Θ,

όπου η φ είναι µια συνάρτηση, µε πραγµατικές τιµές, ορισµένη στο σύνο-

λο τιµών της T (X
˜
) και µη εξαρτώµενη από το θ, συνεπάγεται φ(T ) = 0,

δηλαδή φ(t) = 0 για κάθε τιµή t της στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
).

Προφανώς, εάν φ(T ) = 0, τότε Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ ∈ Θ. Πλη-

ϱότητα σηµαίνει ότι ισχύει και το αντίστροφο. Παρατηρούµε λοιπόν ότι

η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) είναι πλήρης εάν και µόνον εάν η µονα-

δική συνάρτηση της T (X
˜
) µε µέση τιµή µηδέν για κάθε θ ∈ Θ είναι η

σταθερή συνάρτηση µηδέν. Μία στατιστική συνάρτηση φ(T ) που ικανο-

ποιεί τη συνθήκη του ορισµού, Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ ∈ Θ, αναφέρεται

ως αµερόληπτος εκτιµητής του µηδενός (καταχράζοντας τον ορισµό της α-

µεροληψίας, αφού το µηδέν δεν χρειάζεται να εκτιµηθεί). Συνεπώς, η

στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) είναι πλήρης εάν και µόνον εάν ο µοναδικός

αµερόληπτος εκτιµητής του µηδενός είναι η σταθερή συνάρτηση µηδέν.

Παρατηρούµε ακόµη ότι η ιδιότητα της πληρότητας (όπως και της αµε-

ϱοληψίας) είναι ιδιότητα της οικογένειας κατανοµών {fT (t; θ) : θ ∈ Θ} της

στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) και όχι της T (X

˜
) αυτής καθ’ εαυτής ως συ-

νάρτησης. Για αυτό, είναι πιο σωστό να λέγεται ότι η οικογένεια κατανοµών

της στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
), {fT (t; θ) : θ ∈ Θ}, είναι πλήρης. Πα-

ϱαπέµπουµε µάλιστα τον αναγνώστη στον Rohatgi (1976, σελ.346) όπου

η οικογένεια κατανοµών {fT (t; θ) : θ ∈ Θ} µιας στατιστικής συνάρτησης

T (X
˜
) είναι πλήρης, αν όµως αφαιρεθεί ένα οποιοδήποτε µέλος αυτής της

οικογένειας, τότε δεν διατηρείται η πληρότητα, δηλαδή η οικογένεια κα-
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τανοµών {fT (t; θ) : θ ∈ Θ \ {θ0}}, όπου θ0 ∈ Θ, δεν είναι πλήρης. Εν

τούτοις για λόγους απλότητας ϑα διατηρήσουµε την ορολογία ότι η στα-

τιστική συνάρτηση T (X
˜
) είναι πλήρης. ΄Ενα πιο απλό παράδειγµα που

δείχνει ότι η πληρότητα είναι ιδιότητα της οικογένειας κατανοµών είναι το

ακόλουθο.

Παράδειγµα 6.3.1. (η πληρότητα ως ιδιότητα της οικογένειας κατα-

νοµών) ΄Εστω X µία παρατήρηση από τη διακριτή κατανοµή που δίνεται

στον πίνακα της Ενότητας 3.3. Θα δείξουµε ότι η οικογένεια κατανοµών

της T (X) = X, {f(x; θ) : θ ∈ Θ}, όπου Θ = {θ1, θ2, θ3}, είναι πλήρης.

Θεωρούµε, σύµφωνα µε τον ορισµό της πληρότητας, στατιστική συνάρτη-

ση φ(X) τέτοια ώστε Eθφ(X) = 0 ή ισοδύναµα
∑
x=0

2

φ(x)f(x; θ) = 0, για

κάθε θ ∈ {θ1, θ2, θ3}. Αναλυτικά, αντικαθιστώντας τις τιµές f(x; θ) από

τον πίνακα προκύπτουν οι εξής τρεις σχέσεις, µία για κάθε τιµή του θ.

0.02φ(0) + 0.95φ(1) + 0.03φ(2) = 0 (θ = θ1)

0.90φ(0) + 0.05φ(1) + 0.05φ(2) = 0 (θ = θ2)

0.23φ(0) + 0.06φ(1) + 0.71φ(2) = 0 (θ = θ3)

Λύνοντας ως προς φ(0), φ(1), φ(2) το σύστηµα αυτών των εξισώσεων είναι

εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η µοναδική λύση του είναι φ(0) = φ(1) =

φ(2) = 0. Τότε όµως φ(X) = 0, αφού η παρατήρηση X έχει σύνολο τιµών

{0, 1, 2}, οπότε εξ ορισµού είναι πλήρης. Περαιτέρω, ας ϑεωρήσουµε την

X µε οικογένεια κατανοµών {f(x; θ) : θ ∈ Θ∗}, όπου Θ∗ = {θ1, θ2}, αφαι-

ϱώντας δηλαδή ένα µέλος της αρχικής οικογένειας, αυτό που αντιστοιχεί

στην τιµή θ = θ3. Για να εξετάσουµε την πληρότητα της T (X) = X,

ϑεωρούµε όπως προηγουµένως στατιστική συνάρτηση φ(X) τέτοια ώστε

Eθφ(X) = 0, για κάθε θ ∈ Θ∗. Ανάλογα, προκύπτει ένα σύστηµα δύο

εξισώσεων µε τρεις αγνώστους φ(0), φ(1), φ(2) (που είναι οι δύο πρώτες

από τις παραπάνω τρεις), το οποίο έχει άπειρες µη µηδενικές λύσεις. ΄Αρα

υπάρχουν άπειρες µη µηδενικές στατιστικές συναρτήσεις φ(X) που ικα-

νοποιούν τη σχέση Eθφ(X) = 0, για κάθε θ ∈ Θ∗, οπότε εξ ορισµού, η

X δεν είναι πλήρης. Βλέπουµε λοιπόν ότι µεταβάλλοντας την οικογένεια

κατανοµών της X, δεν διατηρήθηκε η πληρότητα.
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Η σηµασία της πληρότητας καταδεικνύεται στην επόµενη πρόταση:

δύο στατιστικές συναρτήσεις που είναι συναρτήσεις πλήρους στατιστικής

συνάρτησης είναι ίσες, αρκεί να έχουν ίσες µέσες τιµές.

Πρόταση 6.3.1. ΄Εστω T (X
˜
) πλήρης στατιστική συνάρτηση και S1(T ),

S2(T ) στατιστικές συναρτήσεις µε πραγµατικές τιµές που είναι συναρτήσεις

της T (X
˜
). Αν EθS1(T ) = EθS2(T ) για κάθε θ ∈ Θ, τότε ισχύει S1(T ) =

S2(T ).

Απόδειξη. Επειδή S1(T ) και S2(T ) είναι συναρτήσεις της T (X
˜
), το ίδιο

ισχύει και για τη διαφορά τους φ(T ) = S1(T )−S2(T ). Επιπλέον, έχουµε

Eθφ(T ) = Eθ

(
S1(T )− S2(T )

)
= EθS1(T )− EθS2(T ) = 0, ∀ θ ∈ Θ.

΄Αρα από τον ορισµό της πληρότητας, φ(T ) = 0, δηλαδή S1(T ) = S2(T ).

Εφαρµόζοντας την Πρόταση 6.3.1 σε αµερόληπτους εκτιµητές προκύ-

πτει ένα αποτέλεσµα καθοριστικής σηµασίας για την εύρεση ΑΟΕ∆ εκτι-

µητή.

Πρόταση 6.3.2. ΄Εστω T (X
˜
) πλήρης στατιστική συνάρτηση.

(α) Αν S1(T ) και S2(T ) είναι αµερόληπτοι εκτιµητές του g(θ) και συναρ-

τήσεις της T (X
˜
), τότε S1(T ) = S2(T ).

(ϐ) Το σύνολο των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) που είναι συναρτή-

σεις της T (X
˜
) είναι κενό ή µονοσύνολο, δηλαδή υπάρχει το πολύ

ένας αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) που είναι συνάρτηση πλήρους

στατιστικής συνάρτησης.

Απόδειξη. (α) Λόγω αµεροληψίας έχουµε EθS1(T ) = g(θ), EθS2(T ) =

g(θ) και άρα EθS1(T ) = EθS2(T ) για κάθε θ ∈ Θ. Εποµένως, από την

Πρόταση 6.3.1 προκύπτει ότι S1(T ) = S2(T ).

(ϐ) ΄Αµεση συνέπεια του (α).
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Θα περιγράψουµε τώρα µια κλασική πλέον τεχνική µέσω της οποίας η

επάρκεια σε συνδυασµό µε την πληρότητα µπορούν να οδηγήσουν στην

εύρεση ΑΟΕ∆ εκτιµητή. Η τεχνική αυτή παρουσιάστηκε από τους Leh-

mann and Scheffé (1955) και ϕέρει το όνοµά τους. ΄Εστω ότι έχουµε στη

διάθεσή µας στατιστική συνάρτηση που είναι επαρκής και συγχρόνως πλή-

ϱης. Κατ΄ αρχάς, η επάρκεια, µέσω του Θεωρήµατος των Rao–Blackwell,

περιορίζει την κλάση των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) (αν δεν είναι

κενή ή δεν περιέχει έναν µόνον εκτιµητή), απορρίπτοντας όσους δεν είναι

συναρτήσεις της T (X
˜
). Τότε, όµως, επειδή η T (X

˜
) είναι πλήρης, από την

Πρόταση 6.3.2 (ϐ) αποµένει µόνον ένας αµερόληπτος εκτιµητής που είναι

συνάρτηση της T (X
˜
) και αυτός είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής. Οι λεπτοµέρειες

αυτής της τεχνικής δίνονται στο επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 6.3.3. (Lehmann–Scheffé) ΄Εστω T (X
˜
) επαρκής και πλήρης

στατιστική συνάρτηση και S(X
˜
) αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ). Τότε η

Rao–Blackwell ϐελτίωση του S(X
˜
), S∗(T ) = E(S | T ) είναι ΑΟΕ∆ εκτι-

µητής του g(θ). Εάν, επιπλέον, VarθS
∗ < ∞ για κάθε θ ∈ Θ, τότε S∗(T )

είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ).

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι

(α) ο S∗(T ) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ),

(ϐ) V arθS
∗(T ) ≤ V arθS1(X

˜
), για κάθε θ ∈ Θ και για κάθε αµερόληπτο

εκτιµητή S1(X
˜
) του g(θ),

(γ) δεν υπάρχει άλλος ΑΟΕ∆ του g(θ).

(α) Η αµεροληψία του S∗(T ) προκύπτει από την αµεροληψία του S(X
˜
)

και το Θεώρηµα 6.2.1 (α).

(ϐ) Εάν VarθS1 = ∞, τότε τετριµµένα το αποτέλεσµα ισχύει. ΄Εστω

VarθS1 < ∞. Θεωρούµε την Rao–Blackwell ϐελτίωση του S1(X
˜
), S∗

1(T ) =

E(S1 | T ). Τότε και ο S∗
1(T ) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) (για τον

ίδιο λόγο, όπως ο S∗(T )). Οι εκτιµητές S∗(T ) και S∗
1(T ) είναι, επιπλέον,

συναρτήσεις της πλήρους στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
), οπότε από την

Πρόταση 6.3.2 (α) συµπεραίνουµε ότι S∗(T ) = S∗
1(T ). Περαιτέρω, από το

Θεώρηµα 6.2.1 (ϐ), V arθS
∗
1(T ) ≤ V arθS1(X

˜
) για κάθε θ ∈ Θ, άρα και
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V arθS
∗(T ) ≤ V arθS1(X

˜
).

(γ) ΄Εστω ότι υπάρχει και άλλος ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ), ο S0(X
˜
), οπότε

VarθS0 = VarθS
∗ < ∞. Τότε, κατ΄ ανάγκη, ο S0(X

˜
) είναι συνάρτηση της

T (X
˜
), διαφορετικά η Rao–Blackwell ϐελτίωσή του, S∗

0(T ) = E(S0 | T ) ϑα

ήταν αµερόληπτος και ϑα είχε διασπορά γνησίως µικρότερη της διασπο-

ϱάς του S0(X
˜
), λόγω της Πρότασης 6.2.2 (ϐ), το οποίο είναι αδύνατο αφού

ο S0(X
˜
) είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής. Οι S∗(T ) και S0(X

˜
) ως αµερόληπτοι

και συναρτήσεις της πλήρους στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
), συµπίπτουν

(Πρόταση 6.3.2 (α) ). ΄Αρα ο S∗(T ) είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

g(θ).

Μια εναλλακτική µορφή του Θεωρήµατος 6.3.3 δίνεται στην ακόλουθη

πρόταση.

Πρόταση 6.3.4. ΄Εστω T (X
˜
) επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση

και S(T ) ένας αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) που είναι συνάρτηση της

T (X
˜
), µε VarθS(T ) < ∞ για κάθε θ ∈ Θ. Τότε S(T ) είναι ο µοναδικός

ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ).

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 6.3.3 έχουµε ότι S∗ = E(S | T ) είναι ο µονα-

δικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ). Επειδή όµως S(T ) είναι συνάρτηση της

T (X
˜
), η Rao–Blackwell ϐελτίωσή του S∗(T ) συµπίπτει µε τον S(T ).

Παρατήρηση 6.3.1. Το Θεώρηµα 6.3.3 και η Πρόταση 6.3.4 παρέχουν

δύο διαφορετικούς τρόπους εφαρµογής της τεχνικής των Lehmann–Scheffé.

Αρχικά, σε πρώτο στάδιο, και ο ένας τρόπος αλλά και ο άλλος απαιτούν

την εύρεση επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης. Το Θεώρηµα

6.3.3 δηλώνει ότι εάν περαιτέρω ϐρεθεί ένας οποιοσδήποτε αµερόληπτος

εκτιµητής S(X
˜
) του g(θ), τότε S∗(T ) = E(S | T ) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής.

Ο τρόπος αυτός απαιτεί εν συνεχεία τον υπολογισµό της δεσµευµένης µέ-

σης τιµής. Η Πρόταση 6.3.4 δηλώνει ότι εάν ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής

του g(θ) που είναι συνάρτηση επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτη-

σης τότε αυτός είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ).
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∆ίνουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα ΑΟΕ∆ εκτιµητών. Μερικοί

από αυτούς δεν καλύπτονται από την ανισότητα των Cramér–Rao, δηλαδή

δεν είναι αποδοτικοί εκτιµητές.

Παράδειγµα 6.3.2. (κατανοµή Bernoulli–ΑΟΕ∆ εκτιµητές) ΄Εστω X
˜

=

(X1, . . . ,Xn) , n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli

B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1). Θα ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητές των θ, θ2, θ(1−θ), θr,

r ακέραιος, 1 ≤ r ≤ n. Αναζητούµε πρώτα επαρκή και πλήρη στατιστική

συνάρτηση T (X
˜
). ΄Εχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =

n∏

i=1

θxi(1− θ)1−xiI{0,1}(xi)

= θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n−
∑n

i=1 xi

n∏

i=1

I{0,1}(xi).

Εποµένως από το παραγοντικό κριτήριο προκύπτει ότι η T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi

είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση. Αποδεικνύουµε στη συνέχεια ότι

είναι και πλήρης. Η κατανοµή της T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι διωνυµική B(n, θ).
΄Εστω τώρα ότι Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ ∈ Θ. Τότε

n∑

t=0

φ(t)

(
n

t

)
θt(1− θ)n−t = 0, ∀ θ ∈ (0, 1) ή

n∑

t=0

φ(t)

(
n

t

)
(

θ

1− θ
)t = 0, ∀ θ ∈ (0, 1) ή

n∑

t=0

φ(t)

(
n

t

)
ρt = 0, ∀ ρ > 0,

όπου ρ = θ/(1− θ) επειδή το σύνολο των τιµών της συνάρτησης θ/(1− θ)

είναι το (0,∞). Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι κάθε αριθµός ρ > 0 είναι

ϱίζα του πολυωνύµου
∑
t=0

n

φ(t)
(n
t

)
xt που είναι ϐαθµού το πολύ n. ΄Ενα όµως

πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n έχει το πολύ n διαφορετικές ϱίζες, εκτός

εάν είναι το µηδενικό πολυώνυµο. ΄Αρα έχουµε

φ(t)

(
n

t

)
= 0, ή φ(t) = 0, ∀ t = 0, 1, . . . , n,
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οπότε φ(T ) = 0 αφού το σύνολο τιµών της T είναι το {0, 1, . . . , n}. Συνε-

πώς η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι πλήρης.

(α) ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ

Παρατηρούµε ότι EθX̄ = θ, για κάθε θ ∈ (0, 1), άρα, από την Πρόταση

6.3.4, ο X̄ = 1
nT (X

˜
) ως αµερόληπτος εκτιµητής του θ και συνάρτηση της

επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής

του θ. Επιπλέον, ο X̄ είναι αποδοτικός εκτιµητής του θ, όπως είδαµε στο

Παράδειγµα 5.2.9.

(ϐ) ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ2

• Α΄ τρόπος (εφαρµογή της Πρότασης 6.3.4)

Παρατηρούµε ότι

Eθ(X̄
2) = VarθX̄+(EθX̄)2 =

θ(1− θ)

n
+θ2 =

θ

n
+
n− 1

n
θ2 =

EθX̄

n
+
n− 1

n
θ2.

Εποµένως έχουµε,

Eθ

(
X̄2 − X̄

n

)
=

n− 1

n
θ2 και Eθ

{
(X̄2 − X̄

n
)

n

n− 1

}
= θ2.

΄Αρα, (X̄2 − X̄
n )

n
n−1 = T (T−1)

n(n−1) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2 και

συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi. Συνεπώς είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ2 (αλλά δεν είναι αποδοτικός

εκτιµητής). Σηµειώνουµε ότι, όπως ήδη έχει αναφερθεί στο Παράδειγµα

4.2.3, το σκεπτικό για τον υπολογισµό της µέσης τιµής Eθ(X̄
2) ϐασίζεται

στην αρχή της αντικατάστασης : ο X̄2 είναι ένας «λογικός» εκτιµητής του

θ2 αφού ο X̄ είναι εκτιµητής του θ.

• Β΄ τρόπος (εφαρµογή του Θεωρήµατος 6.3.3)

Παρατηρούµε ότι θ2 είναι η πιθανότητα «επιτυχίας» στις δύο πρώτες «δο-

κιµές». Ορίζουµε λοιπόν

S(X
˜
) =




1, εάν X1 = X2 = 1

0, διαφορετικά

οπότε

EθS = 1 · Pθ(S = 1) + 0 · Pθ(S = 0) = Pθ(S = 1) = Pθ(X1 = 1,X2 = 1)

= Pθ(X1 = 1)Pθ(X2 = 1) = θ · θ = θ2.
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΄Αρα S(X
˜
) είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ2 και εποµένως S∗ =

E(S | T ) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ2. Υπολογίζουµε τη δεσµευµένη

µέση τιµή, για την τιµή t της T (X
˜
), t ∈ {0, 1, . . . , n}. ΄Εχουµε,

E(S | T = t) = 1 · P(S = 1 | T = t) + 0 · P(S = 0 | T = t)

= P(S = 1 | T = t) =
Pθ(S = 1, T = t)

Pθ(T = t)

=
Pθ(X1 = 1,X2 = 1,

∑n
i=1Xi = t)

Pθ(
∑n

i=1 Xi = t)

=
Pθ(X1 = 1,X2 = 1,

∑n
i=3Xi = t− 2)

Pθ(
∑n

i=1 Xi = t)

=
Pθ(X1 = 1)Pθ(X2 = 1)Pθ(

∑n
i=3Xi = t− 2)

Pθ(
∑n

i=1 Xi = t)
(n ≥ 3)

=
θ · θ

(n−2
t−2

)
θt−2(1− θ)(n−2)−(t−2)

(n
t

)
θt(1− θ)n−t

, t ≥ 2

=

(
n−2
t−2

)
(
n
t

) =
t(t− 1)

n(n− 1)
, t ≥ 2.

Η τρίτη από το τέλος ισότητα ισχύει επειδή
∑
i=3

n

Xi ∼ B(n − 2, θ), n ≥ 3,

ενώ για t = 0, 1, E(S | T = t) = 0. ΄Αρα E(S | T = t) = t(t−1)
n(n−1) ,

t = 0, 1, . . . , n, δηλαδή S∗ = E(S | T ) = T (T−1)
n(n−1) .

(γ) ΑΟΕ∆ εκτιµητής της διασποράς θ(1− θ)

Παρατηρούµε ότι θ(1 − θ) = θ − θ2. Συνεπώς, χρησιµοποιώντας τους

ΑΟΕ∆ εκτιµητές T
n και

T (T−1)
n(n−1) των θ, θ2 αντίστοιχα έχουµε ότι

Eθ

(
T

n
− T (T − 1)

n(n− 1)

)
= Eθ

T

n
− Eθ

T (T − 1)

n(n− 1)

= θ − θ2 = θ(1− θ),∀ θ ∈ (0, 1).

Εποµένως, T
n − T (T−1)

n(n−1) = nX̄(1−X̄)
n−1 ως αµερόληπτος εκτιµητής του θ(1−

θ) και συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης

T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ(1 − θ) (αλλά δεν είναι α-

ποδοτικός εκτιµητής). Σηµειώνουµε ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής συµπίπτει µε
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τη δειγµατική διασπορά επειδή

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

{
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

}

=
1

n− 1

{
n∑

i=1

Xi − nX̄2

}
=

n

n− 1
X̄(1− X̄)

όπου τέθηκε X2
i = Xi αφού Xi = 0, 1.

(δ) ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr

Εργαζόµενοι όπως παραπάνω για την εύρεση του ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θ2 µε

εφαρµογή του Θεωρήµατος 6.3.3, µπορούµε να αποδείξουµε ότι ο ΑΟΕ∆

εκτιµητής του θr είναι
T (T−1)···(T−r+1)
n(n−1)···(n−r+1) .

Παράδειγµα 6.3.3. (οµοιόµορφη κατανοµή µε ένα άκρο άγνωστο–

ΑΟΕ∆ εκτιµητής της µέσης τιµής–Κ.Φ. C­R) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn)

ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ), θ ∈ Θ = (0,∞)

µε f1(x1; θ) =
1
θ , 0 < x1 < θ. Θα ϐρούµε τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή της µέσης

τιµής θ
2 .

Παρατηρούµε πρώτα ότι η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) = X(n) = max(X1, . . . ,Xn)

είναι επαρκής (ϐλέπε Παράδειγµα 6.1.5). Θα αποδείξουµε επιπλέον ότι

T (X
˜
) είναι και πλήρης. Αρχικά, χρειάζεται η πυκνότητα της στατιστικής

συνάρτησης T (X
˜
) που δίνεται από τον γενικό τύπο (ϐλέπε Πρόταση 1.8.7)

fT (t; θ) = n [F1(t; θ)]
n−1 f1(t; θ).

Επειδή

F1(t; θ) =

∫ t

0
f1(x1; θ) dx1 =

t

θ
, 0 < t < θ,

τελικά έχουµε

fT (t; θ) =
n

θn
tn−1, 0 < t < θ.

΄Εστω τώρα ότι Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ > 0. Θα δείξουµε ότι φ(T ) = 0

δηλαδή φ(t) = 0 για κάθε τιµή t της T (X
˜
), δηλαδή φ(t) = 0, για κάθε

t > 0, επειδή το σύνολο τιµών της T (X
˜
) είναι το (0, θ) και το θ µπορεί να



182 Επάρκεια πληρότητα και ΑΟΕ∆ εκτιµητές

είναι οποιοσδήποτε ϑετικός αριθµός. ΄Εχουµε

∫ θ

0
φ(t)fT (t; θ) dt = 0 ή

∫ θ

0
φ(t)

n

θn
tn−1 dt = 0 ή

∫ θ

0
φ(t)tn−1 dt = 0, ∀ θ > 0.

Η σχέση αυτή, από τη ϑεωρία ολοκλήρωσης, συνεπάγεται φ(T ) = 0. Θε-

ωρώντας ότι η φ είναι συνεχής, µπορεί να δοθεί η εξής απλή απόδειξη

της πληρότητας. Παραγωγίζοντας ως προς θ, προκύπτει ότι φ(θ)θn−1 =

0, θ > 0 οπότε φ(θ) = 0, θ > 0, δηλαδή φ(t) = 0, t > 0. Εποµένως,

T (X
˜
) = X(n) είναι επαρκής και πλήρης. Παρατηρούµε ότι

EθX(n) =

∫ θ

o
t
n

θn
tn−1 dt =

n

n+ 1
θ

και εποµένως Eθ

(
n+1
2n T

)
= θ

2 , για κάθε θ > 0. Συνεπώς, ϐάσει της

Πρότασης 6.3.4, n+1
2n T = n+1

2n X(n) ως αµερόληπτος εκτιµητής του θ
2 και

συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης είναι ο Α-

ΟΕ∆ του θ
2 . Επιπλέον, ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ είναι ο n+1

n T = n+1
n X(n).

Φαίνεται να ήταν «ϑέµα τύχης» ότι η µέση τιµή EθX(n) ϐρέθηκε να είναι

γραµµική συνάρτηση της παραµέτρου θ. Κι΄ όµως δεν ήταν, αρκεί να πα-

ϱατηρήσουµε ότι η T
θ έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται από το θ, συνεπώς

και η µέση τιµή της T
θ δεν εξαρτάται από το θ. Εποµένως, Eθ

(
T
θ

)
= c

οπότε EθT = cθ δηλαδή η EθT είναι γραµµική συνάρτηση του θ. ∆ιαφο-

ϱετικά, η αναζήτηση αµερόληπτου εκτιµητή του θ
2 που είναι συνάρτηση

της στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) = X(n) µπορεί να αντιµετωπιστεί µε την

επίλυση της συναρτησιακής εξίσωσης EθS
∗(T ) = θ

2 , για κάθε θ > 0 (µε ά-

γνωστο, δηλαδή, τη συνάρτηση S∗(T )). Για την επίλυση της παρατηρούµε

ότι

EθS
∗(T ) = θ ή

∫ θ

0
S∗(t)

n

θn
tn−1 dt =

θ

2
ή

∫ θ

0
S∗(t)tn−1 dt =

θn+1

2n
, θ > 0.

Υποθέτοντας συνέχεια της S∗(t) και παραγωγίζοντας ως προς θ έχουµε

S∗(θ)θn−1 = (1 + n)
θn

2
ή S∗(θ) =

n+ 1

2n
θ, θ > 0,

δηλαδή S∗(T ) = n+1
2n T = n+1

2n X(n) (που είναι συνεχής).
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Στο Παράδειγµα 6.2.1 είδαµε ότι ο δειγµατικός µέσος X̄ είναι µη α-

ποδεκτός εκτιµητής της µέσης τιµής θ
2 επειδή δεν είναι συνάρτηση της

επαρκούς στατιστικής συνάρτησης X(n) (ϐλέπε Πρόταση 6.2.2). Καλύτε-

ϱος εκτιµητής µε κριτήριο το ΜΤΣ είναι η Rao–Blackwell ϐελτίωσή του,

E(X̄ | X(n)) που όµως δεν είχε υπολογιστεί σε κλειστή µορφή. Ο X̄

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ
2 , άρα από το Θεώρηµα των Lehmann–

Scheffé, ο E(X̄ | X(n)) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ
2 , τον οποίο έχουµε

ήδη ϐρει. Λόγω λοιπόν της µοναδικότητας του ΑΟΕ∆ εκτιµητή έχουµε

E(X̄ | X(n)) =
n+1
2n X(n).

Με το ίδιο σκεπτικό, συµπεραίνουµε αµέσως ότι E(X1 | X(n)) =
n+1
2n X(n).

Για σύγκριση, κατ΄ ευθείαν υπολογισµός της δεσµευµένης µέσης τιµής α-

παιτεί την εύρεση της δεσµευµένης κατανοµής της X1 δοθέντος ότι X(n) =

t. Επειδή X(n) είναι η µέγιστη παρατήρηση, αν X(n) = t τότε η X1 έχει

σύνολο τιµών το (0, t]. Επιπλέον, P(X1 = t | X(n) = t) = 1
n , αφού λόγω

συµµετρίας οποιαδήποτε από τις n παρατηρήσεις X1,X2, . . . ,Xn έχει την

ίδια πιθανότητα να είναι η µέγιστη. Αποµένει πιθανότητα 1− 1
n που κατα-

νέµεται οµοιόµορφα στο ανοικτό διάστηµα (0, t). Η οµοιόµορφη κατανοµή

έχει σταθερή πυκνότητα, άρα

fX1|X(n)
(x1 | t) = c, 0 < x1 < t

και επειδή πρέπει

∫ t

0
fX1|X(n)

(x1 | t) dx1 = 1− 1

n
(και όχι 1)

έχουµε ∫ t

0
c dx1 = 1− 1

n
ή c =

1

t

(
1− 1

n

)
.

Τελικά, η δεσµευµένη κατανοµή της X1 δοθέντος ότι X(n) = t είναι µια

µεικτή κατανοµή (διακριτή και συνεχής) µε πυκνότητα

fX1|X(n)
(x1 | t) =





1
n , x1 = t
(
1− 1

n

)
1
t , 0 < x1 < t
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Εποµένως έχουµε

E(X1 | X(n) = t) = t · 1
n
+

∫ t

0
x1

1

t

(
1− 1

n

)
dx1 =

n+ 1

2n
t, ∀ t > 0,

από όπου προκύπτει E(X1 | X(n)) =
n+1
2n X(n) (ϐλέπε Ενότητα 1.9).

Η διασπορά του ΑΟΕ∆ εκτιµητή S∗ = n+1
2n X(n) υπολογίζεται εύκολα και

είναι V arθS
∗ = θ2

4n(n+2) . Θα συγκρίνουµε τώρα τη διασπορά V arθS
∗ µε

το αντίστοιχο Κ.Φ. C-R. Η πυκνότητα του X
˜

είναι

f(x
˜
; θ) =

1

θn
, 0 < xi < θ,

οπότε έχουµε

ln f(X
˜
; θ) = −n ln θ, ∂

∂θ ln f(X
˜
; θ) = −n

θ
,

I(θ) = Eθ

[(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)2]

= E

(
n2

θ2

)
=

n2

θ2
,

και εποµένως το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao για τη διασπορά αµερό-

ληπτων εκτιµητών του g(θ) = θ
2 δίνεται από τη σχέση

Κ.Φ. C-R =

(
g′(θ)

)2

I(θ)
=

θ2

4n2
.

Παρατηρούµε λοιπόν ότι V arθ(S
∗) <Κ.Φ. C-R που δεν αντίκειται όµως

στην ανισότητα (5.1) ή (5.2) των Cramér–Rao επειδή η οµοιόµορφη κατα-

νοµή U(0, θ) δεν ικανοποιεί την Ι2 (ούτε τις Ι3, Ι4).

Παράδειγµα 6.3.4. (εκθετική κατανοµή–ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr) ΄Ε-

στω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή

E(θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Θα ϐρούµε τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θr, r > 0.

Υπενθυµίζουµε ότι EθX1 = θ και V arθX1 = θ2.

Από το παραγοντικό κριτήριο είναι εύκολο να δειχθεί ότι η T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi

είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση. Επιπλέον, ϑα δείξουµε ότι η T (X
˜
)

είναι και πλήρης. Η κατανοµή της T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι Γάµµα G(n, θ),
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δηλαδή η πυκνότητα της T (X
˜
) είναι fT (t; θ) = 1

(n−1)!θn t
n−1e−

t
θ , t > 0.

΄Εστω Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ > 0. Τότε

∫ ∞

0
φ(t)fT (t; θ) dt = 0, θ > 0 ή

∫ ∞

0
φ(t)

1

(n − 1)!θn
tn−1e−

t
θ dt = 0, θ > 0

ή

∫ ∞

0
φ(t)tn−1e−

t
θ dt = 0, θ > 0.

Η τελευταία σχέση δηλώνει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρ-

τησης φ(t)tn−1 στο σηµείο −1
θ είναι µηδέν. ΄Αρα λόγω της µοναδικότη-

τας του µετασχηµατισµού Laplace, η συνάρτηση αυτή είναι 0, δηλαδή

φ(t)tn−1 = 0, t > 0, ή φ(t) = 0, για κάθε t στο σύνολο τιµών της T (X
˜
),

(0,∞). Εποµένως T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι πλήρης. Αναζητούµε τώρα συνάρ-

τηση της T (X
˜
) που είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θr. Ας υπολογίσουµε

(δοκιµαστικά) τη µέση τιµή EθT . ΄Εχουµε EθT = nθ, οπότε Eθ

(
T
n

)
= θ

άρα T
n = X̄ είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ λόγω της Πρότασης 6.3.4. Αφού

X̄ εκτιµά το θ, ας δοκιµάσουµε (Tn )
r ως εκτιµητή του θr. Τότε

Eθ

(T
n

)r
=

1

nr
EθT

r =
1

nr

∫ ∞

0
tr

1

(n− 1)!θn
tn−1e−

t
θ dt

=
1

nr(n− 1)!θn

∫ ∞

0
tr+n−1e−

t
θ dt

=
1

nr(n− 1)!θn
Γ(r + n)θr+n =

Γ(r + n)

nr(n − 1)!
θr.

Εποµένως, έχουµεEθ

( (n−1)!
Γ(r+n)T

r
)
= θr, θ > 0. Συνεπώς, S(T ) = (n−1)!

Γ(r+n)T
r

ως αµερόληπτος εκτιµητής του θr και συνάρτηση της επαρκούς και πλή-

ϱους στατιστικής συνάρτησης T είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr. Σηµειώ-

νουµε, επιπλέον, ότι για r 6= 1 ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής δεν είναι αποδοτικός.

Παράδειγµα 6.3.5. (∆ιακριτός παραµετρικός χώρος) Η παρατήρηση

X έχει κατανοµή που δίνεται στον παρακάτω πίνακα για θ ∈ Θ = {0, 1}.

X = 1 X = 2

θ = 0 2/3 1/3

θ = 1 1/3 2/3
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Θα ϐρούµε τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θ. Επειδή το δείγµα X
˜

είναι τετριµµένα

επαρκής στατιστική συνάρτηση (Παρατήρηση 6.1.1) και στη συγκεκριµένη

περίπτωση έχουµε µόνο µία παρατήρηση, αυτή είναι επαρκής, δηλαδή

T (X) = X είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση.

Επιπλέον, ϑα δείξουµε ότι η T (X) = X είναι πλήρης. ΄Εστω

Eθφ(X) = 0, για θ ∈ {0, 1}

ή, ισοδύναµα,

2∑

x=1

φ(x)Pθ(X = x) = 0 για θ ∈ {0, 1}.

Για θ = 0, έχουµε

φ(1)P0(X = 1) + φ(2)P0(X = 2) = 0 ή φ(1)
2

3
+ φ(2)

1

3
= 0.

Οµοίως, για θ = 1 παίρνουµε,

φ(1)
1

3
+ φ(2)

2

3
= 0 ή φ(1)

1

3
+ φ(2)

2

3
= 0.

Λύνοντας το σύστηµα των δύο εξισώσεων ως προς φ(1) και φ(2), προκύπτει

φ(1) = φ(2) = 0, δηλαδή φ(x) = 0, για κάθε τιµή x της παρατήρησης X

(που έχει σύνολο τιµών το {1, 2}). Εποµένως η T (X) = X είναι πλήρης.

Αναζητούµε τώρα συνάρτηση της παρατήρησης X που είναι αµερόλη-

πτος εκτιµητής του θ. Θα «δοκιµάσουµε» ένα γραµµικό µετασχηµατισµό,

αX + β και ϑα ϐρούµε τις σταθερές α και β έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

Eθ(αX + β) = θ, για θ ∈ {1, 2}.

Για θ = 0, η σχέση αυτή γράφεται

αEθ=0X + β = 0 ή α

(
1 · 2

3
+ 2 · 1

3

)
+ β = 0 ή

4

3
α+ β = 0.

Ανάλογα, για θ = 1 προκύπτει

α

(
1 · 1

3
+ 2 · 2

3

)
+ β = 1 ή

5

3
α+ β = 1.
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Εποµένως, α = 3, β = −4, δηλαδή η 3X − 4 είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

θ ως αµερόληπτος και συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής

συνάρτησης X.

Παράδειγµα 6.3.6. ( U(θ, θ + 1)-ελάχιστη επαρκής αλλά µη πλήρης

στατιστική συνάρτηση) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από

την οµοιόµορφη κατανοµή U(θ, θ + 1) µε f1(x1; θ) = 1, θ < x1 < θ + 1,

θ ∈ Θ = R. Τότε T (X
˜
) = (X(1),X(n)) είναι (ελάχιστη) επαρκής (ϐλέπε

Παράδειγµα 6.1.6) αλλά δεν είναι πλήρης. Πράγµατι, εάν

Y1 = X1 − θ, . . . , Yn = Xn − θ,

τότε Y
˜

= (Y1, . . . , Yn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατα-

νοµή U(0, 1), όπως προκύπτει αµέσως από την Πρόταση 1.7.1. Εποµένως,

η κατανοµή των Y1, . . . , Yn δεν εξαρτάται από το θ. Παρατηρούµε τώρα ότι

X1 = Y1 + θ, . . . ,Xn = Yn + θ οπότε X(1) = Y(1) + θ,X(n) = Y(n) + θ,

όπου Y(1) = min(Y1, . . . , Yn) και Y(n) = max(Y1, . . . , Yn). Συνεπώς

Eθ(X(n) − X(1)) = E(Y(n) − Y(1)) = c, µε c σταθερά που δεν εξαρτά-

ται από το θ αφού η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Y(n) − Y(1) δεν

εξαρτάρται από το θ. Τελικά, έχουµε Eθ(X(n) − X(1) − c) = 0, για κάθε

θ ∈ Θ. ΄Αρα η στατιστική συνάρτηση φ(T ) = X(n) − X(1) − c πληροί τη

σχέση Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ ∈ Θ και είναι φ(T ) 6= 0. Εποµένως η

στατιστική συνάρτηση T δεν είναι πλήρης.

Παράδειγµα 6.3.7. (µετατοπισµένη εκθετική κατανοµή-επάρκεια και

πληρότητα) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανο-

µή µε πυκνότητα f1(x1; θ) = e−(x1−θ), x1 ≥ θ, θ ∈ Θ = R. Θα δείξουµε

ότι T (X
˜
) = X(1) = min(X1, . . . ,Xn) είναι επαρκής και πλήρης.

΄Εχουµε f1(x1; θ) = e−(x1−θ)I[θ,∞)(x1) (χρησιµοποιώντας τη δείκτρια συ-

νάρτηση). Εποµένως, η πυκνότητα του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = e−
∑

xi+nθ
n∏

i=1

I[θ,∞)(xi).
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Παρατηρούµε ότι

n∏

i=1

I[θ,∞)(xi) =




1, xi ≥ θ, i = 1, . . . , n

0, διαφορετικά

=




1, x(1) ≥ θ,

0, διαφορετικά

= I[θ,∞)(x(1)),

όπου x(1) = min(x1, . . . , xn). Συνεπώς έχουµε

f(x
˜
; θ) = e−

∑

i xi+nθI[θ,∞)(x(1)) = q(x(1), θ)h(x
˜
),

όπου q(x(1), θ) = enθI[θ,∞)(x(1)) και h(x
˜
) = e−

∑

i xi . ΄Αρα από το παραγο-

ντικό κριτήριο η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) = X(1) = min(X1, . . . ,Xn)

είναι επαρκής. Για να δείξουµε ότι η στατιστική συνάρτηση T είναι πλή-

ϱης χρειαζόµαστε την πυκνότητα της, fT (t; θ), που δίνεται από τον τύπο

(ϐλέπε Πρόταση 1.8.7)

fT (t; θ) = n [1− F1(t; θ)]
n−1 f1(t; θ).

Είναι τώρα

F1(t; θ) = Pθ(X1 ≤ t) =

∫ t

θ
f1(x1; θ) dx1

=

∫ t

θ
e−(x1−θ) dx1 = 1− e−(t−θ), t ≥ θ.

Εποµένως

fT (t; θ) = ne−(n−1)(t−θ)e−(t−θ) = ne−n(t−θ), t ≥ θ.

΄Εστω τώρα ότι Eθφ(T ) = 0, για κάθε θ ∈ Θ = R. Τότε

∫ ∞

θ
φ(t)ne−n(t−θ) dt = 0, θ ∈ R ή

∫ ∞

θ
φ(t)ne−nt dt = 0, θ ∈ R.
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΄Οπως στο Παράδειγµα 6.3.3, η τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι φ(t) = 0,

t ∈ R. Μία απλή απόδειξη αυτού µπορεί να δοθεί ϑεωρώντας ότι η φ είναι

συνεχής. Τότε παραγωγίζοντας ως προς θ έχουµε

−nφ(θ)e−nθ = 0, ∀ θ ∈ R ή φ(θ) = 0, ∀ θ ∈ R ή φ(t) = 0, ∀ t ∈ R,

δηλαδή φ(t) = 0 για κάθε τιµή t της στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) =

X(1). Εποµένως η T (X
˜
) = X(1) είναι πλήρης.

Παράδειγµα 6.3.8. (το δείγµα X
˜

είναι επαρκής αλλά δεν είναι πλή-

ϱης στατιστική συνάρτηση) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) , n ≥ 2, ένα τυ-

χαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1). Τότε η

στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) = X

˜
= (X1, . . . ,Xn), είναι επαρκής ϐάσει

της Παρατήρησης 6.1.1, αλλά δεν είναι πλήρης. Πράγµατι, εάν ορίσουµε

φ(T ) = X2 −X1 τότε

Eθφ(T ) = Eθ(X2 −X1) = EθX2 − EθX1 = θ − θ = 0, ∀ θ ∈ (0, 1),

ενώ φ(T ) δεν είναι η σταθερά συνάρτηση µηδέν όπως απαιτεί ο ορισµός

της πληρότητας. Σηµειώνουµε ότι η κατανοµή Bernoulli δεν παίζει κανένα

ουσιαστικό ϱόλο στην απόδειξη και µπορεί να αντικατασταθεί µε οποια-

δήποτε άλλη.

Παράδειγµα 6.3.9. (κανονική κατανοµή µε γνωστό συντελεστή µε-

ταβλητότητας - µη πληρότητα επαρκούς στατιστικής συνάρτησης)

΄Εστω ένα τυχαίο δείγµα X
˜

= (X1,X2, . . . ,Xn), n ≥ 2, από την κανονική

κατανοµή N (θ, θ2), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,∞). Θα δείξουµε ότι η στα-

τιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

(
n∑

i=1

Xi,
n∑

i=1

X2
i

)
είναι επαρκής, αλλά δεν

είναι πλήρης. ΄Εχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f(xi; θ) =

n∏

i=1

1√
2πθ

e−
(xi−θ)2

2θ2

=
1

(2π)n/2θn
exp

{
− 1

2θ2

n∑

i=1

(xi − θ)2

}

= exp

{
−n

2
ln 2π − n ln θ − 1

2θ2

n∑

i=1

x2i −
n

2
+

1

θ

n∑

i=1

xi

}
, x
˜
∈ R

n.
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Θέτουµε q(T (x
˜
); θ) = exp

{
−n ln θ − 1

2θ2
∑
i=1

n

x2i +
1

θ

∑
i=1

n

xi

}
, όπου T (x

˜
) =

(∑
i=1

n

xi,
∑
i=1

n

x2i

)
και h(x

˜
) = exp

{
−n

2
ln 2π − n

2

}
, οπότε

f(x
˜
; θ) = q(T (x

˜
); θ)h(x

˜
), ∀x

˜
, θ

οπότε, σύµφωνα µε το παραγοντικό κριτήριο των Neyman-Fisher, η στατι-

στική συνάρτηση T (X
˜
) =

(∑
i=1

n

Xi,
∑
i=1

n

X2
i

)
είναι επαρκής. Μάλιστα, µπορεί

να δειχθεί ότι η T (X
˜
) είναι ελάχιστη επαρκής. Παρατηρούµε λοιπόν ότι

ενώ η άγνωστη παράµετρος θ είναι µονοδιάστατη (πραγµατική παράµε-

τρος) η ελάχιστη επαρκής στατιστική συνάρτηση είναι διδιάστατη. Τέτοιες

περιπτώσεις δηµιουργούν, γενικότερα, «δυσκολίες» στην εκτίµηση της πα-

ϱαµέτρου. Μια τέτοια «δυσκολία» είναι η µη πληρότητα της T (X
˜
).

Θα ϐρούµε πρώτα δύο αµερόληπτους εκτιµητές του g(θ) = θ2 που είναι

συναρτήσεις της στατιστικής συνάρτησης T , έστω φ1(T ) και φ2(T ). Στη

συνέχεια, ϑα ϑεωρήσουµε τη στατιστική συνάρτηση φ(T ) = φ1(T )−φ2(T ),

η οποία ϑα δείξουµε ότι παραβιάζει τον ορισµό της πληρότητας. Επειδή

VarθXi = θ2, ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ2 είναι η δειγµατική

διασπορά

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(X1 − X̄)2 =
1

n− 1
{

n∑

i=1

X2
i − nX̄2}.

Επίσης, το θ µπορεί να εκτιµηθεί µε X̄ αφού είναι η µέση τιµή της κατα-

νοµής, οπότε το θ2 µπορεί να εκτιµηθεί µε X̄2. Τότε έχουµε

Eθ(X̄
2) = VarθX̄ + (EθX̄)2 =

θ2

n
+ θ2 =

n+ 1

n
θ2.

Εποµένως Eθ

(
n

n+1X̄
2
)
= θ2. Θέτουµε φ1(T ) = 1

n−1{
∑n

i=1 X
2
i − nX̄2}

και φ2(T ) =
n

n+1X̄
2, οπότε για τη στατιστική συνάρτηση

φ(T ) = φ1(T )− φ2(T ) = − 2

(n− 1)(n + 1)

(
n∑

i=1

Xi

)2

+
1

n− 1

n∑

i=1

X2
i

έχουµε Eθφ(T ) = Eθφ1(T ) − Eθφ2(T ) = θ2 − θ2 = 0, για κάθε θ ∈ Θ.

Επειδή φ(T ) 6= 0 και Eθφ(T ) = 0 για κάθε θ ∈ Θ, συµπεραίνουµε, από
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τον ορισµό της πληρότητας, ότι η Τ δεν είναι πλήρης. Στην ΄Ασκηση 6.15

δίνονται δύο άλλες στατιστικές συναρτήσεις µε την ίδια µέση τιµή, µέσω

των οποίων µπορεί επίσης να δειχθεί η µη πληρότητα της T .

Η απόδειξη της πληρότητας µιας στατιστικής συνάρτησης, γενικά, δεν

είναι εύκολη και απαιτεί γνώσεις Ανάλυσης και Θεωρίας Μέτρου. ∆ίνουµε

στη συνέχεια µία πρόταση που παρέχει πλήρη στατιστική συνάρτηση για

εκθετικές οικογένειες κατανοµών τάξης κ που ορίζονται ως εξής.

Ορισµός 6.3.3. Η οικογένεια κατανοµών τουX
˜

= (X1, . . . ,Xn) ,
{
f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ

}
,

ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών τάξης κ (Ε.Ο.Κ.) , εάν

(α) Το σύνολο S =
{
x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ R

n : f(x
˜
; θ) > 0

}
δεν εξαρτάται

από το θ.

(ϐ) Η πυκνότητα f(x
˜
; θ) έχει τη µορφή

f(x
˜
; θ) = exp

{
A(θ) +B(x

˜
) +

κ∑

j=1

Cj(θ)Dj(x
˜
)
}
, x
˜
∈ S, θ ∈ Θ.

Σηµειώνουµε ότι για κ = 1 και θ ∈ Θ ⊂ R, ο ορισµός συµπίπτει µε

αυτόν της Μ.Ε.Ο.Κ. (ϐλέπε Κεφάλαιο 5). Συνήθως (αλλά όχι πάντοτε) η

τάξη κ συµπίπτει µε τη διάσταση του θ, δηλαδή είναι θ = (θ1, . . . , θκ).

Θεωρούµε ότι στην παραπάνω µορφή της πυκνότητας f(x
˜
; θ), το κ είναι ο

ελάχιστος ϑετικός ακέραιος για τον οποίον ισχύει µια τέτοια παράσταση.

Επίσης, αδιακρίτως, ϑα χρησιµοποιούµε και την ορολογία η οικογένεια

κατανοµών του X
˜

είναι (αντί ανήκει) µια Ε.Ο.Κ τάξης κ.

Πρόταση 6.3.5. ΄Εστω ότι η οικογένεια κατανοµών τουX
˜

= (X1, . . . ,Xn) ,{
f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ

}
, ανήκει στην Ε.Ο.Κ. τάξης κ. Τότε ισχύουν τα εξής.

(α) Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

(
D1(X

˜
), . . . ,Dκ(X

˜
)
)

είναι επαρ-

κής.

(ϐ) Εάν το σύνολο
{(

C1(θ), . . . , Cκ(θ)
)
∈ R

κ : θ ∈ Θ
}

περιέχει ένα α-

νοικτό υποσύνολο του R
κ τότε η στατιστική συνάρτηση T (X

˜
) είναι

πλήρης.
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Απόδειξη.

(α) ΄Αµεση συνέπεια του παραγοντικού κριτηρίου (Θεώρηµα 6.1.1).

(ϐ) Η απόδειξη, ουσιαστικά, ϐασίζεται στην µοναδικότητα του µετα-

σχηµατισµού Laplace της πυκνότητας της στατιστικής συνάρτησης

T (X
˜
). Για τις τεχνικές λεπτοµέρειες της απόδειξής της παραπέ-

µπουµε τον αναγνώστη στους Lehmann and Romano (2005, παρά-

γραφος 4.3).

Στην περίπτωση τυχαίου δείγµατος, η επόµενη πρόταση δίνει την δυ-

νατότητα εύρεσης επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης µελε-

τώντας µόνον την κοινή κατανοµή των παρατηρήσεων.

Πρόταση 6.3.6. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την

Ε.Ο.Κ. τάξης κ µε πυκνότητα

f1(x; θ) = exp
{
A(θ) +B(x) +

κ∑

j=1

Cj(θ)D
∗
j (x)

}
, x ∈ S1, θ ∈ Θ.

Τότε έχουµε τα εξής.

(α) Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

(
D1(X

˜
), . . . ,Dκ(X

˜
)
)
, όπουDj(X

˜
) =

∑
i=1

n

D∗
j (Xi), είναι επαρκής.

(ϐ) Εάν το σύνολο
{(

C1(θ), . . . , Cκ(θ)
)
∈ R

κ : θ ∈ Θ
}

περιέχει ένα α-

νοικτό υποσύνολο του R
κ τότε η στατιστική συνάρτηση T (X

˜
) είναι

πλήρης.

Απόδειξη. Η πυκνότητα του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

= exp
{
nA(θ) +

n∑

i=1

B(xi) +

κ∑

j=1

Cj(θ)

n∑

i=1

D∗
j (xi)

}

= exp
{
nA(θ) +

n∑

i=1

B(xi) +
κ∑

j=1

Cj(θ)Dj(x
˜
)
}
,

x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ S = S1 × · · · × S1, θ ∈ Θ.
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Εποµένως η οικογένεια κατανοµών του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι Ε.Ο.Κ.

τάξης κ και η απόδειξη της πρότασης είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης

6.3.5.

Η Πρόταση 6.3.5 σε συνδυασµό µε την Πρόταση 6.3.4 δίνει ΑΟΕ∆

εκτιµητές σε Μ.Ε.Ο.Κ.

Πρόταση 6.3.7. ΄Εστω ότι η οικογένεια κατανοµών τουX
˜

= (X1, . . . ,Xn)

είναι µια Μ.Ε.Ο.Κ. µε πυκνότητα

f(x
˜
; θ) = exp

{
A(θ) +B(x

˜
) + C(θ)D(x

˜
)
}
, x
˜
∈ S, θ ∈ Θ ⊆ R.

και το σύνολο {C(θ) : θ ∈ Θ} περιέχει ένα ανοικτό υποσύνολο του R. Τότε

ισχύουν τα εξής.

(α) Η στατιστική συνάρτηση D(X
˜
) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ) =

EθD(X
˜
), εφ΄ όσον VarθD(X

˜
) < ∞.

(ϐ) Η στατιστική συνάρτηση αD(X
˜
) + β είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

αg(θ) + β, όπου α 6= 0 και β σταθερές, εφ΄ όσον VarθD(X
˜
) < ∞.

(γ) Η στατιστική συνάρτηση ϕ
(
D(X
˜
)
)

είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του h(θ) =

Eθϕ
(
D(X
˜
)
)
, εφ΄ όσον Varθϕ

(
D(X
˜
)
)
< ∞.

Απόδειξη. (α) D(X
˜
) είναι επαρκής και πλήρης, λόγω της Πρότασης

6.3.5. Επιπλέον είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ), εξ ορισµού

του g(θ). Το συµπέρασµα τώρα προκύπτει από την Πρόταση 6.3.4.

(ϐ) και (γ) Παρόµοια απόδειξη όπως το (α).

Η Πρόταση 6.3.7 µας υπενθυµίζει την Πρόταση 5.2.4 που δίνει απο-

δοτικούς εκτιµητές σε Μ.Ε.Ο.Κ.. Γνωρίζουµε επίσης ότι ένας αποδοτικός

εκτιµητής είναι και ΑΟΕ∆ εκτιµητής. Συνεπώς, το συµπέρασµα της Πρό-

τασης 5.2.4 είναι ισχυρότερο από αυτό της Πρότασης 6.3.7. ΄Οµως ϑα

πρέπει να αναγνωρίσουµε ότι η συνθήκη της Πρότασης 5.2.4 είναι ισχυ-

ϱότερη από αυτήν της Πρότασης 6.3.7, ας δούµε γιατί. Η Πρόταση 5.2.4
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απαιτεί να υπάρχει η παράγωγος C ′(θ), θ ∈ Θ, στην οποία περίπτωση

η C(θ) είναι συνεχής. Θεωρώντας ένα πεπερασµένο διάστηµα ∆ ⊂ Θ,

το σύνολο {C(θ) : θ ∈ ∆} είναι επίσης διάστηµα του R, εφόσον η C(θ)

είναι συνεχής και άρα τετριµµένα, περιέχει ένα ανοικτό υποσύνολο του

R. Αυτό το ανοικτό υποσύνολο, προφανώς περιέχεται και στο σύνολο

{C(θ) : θ ∈ Θ} ⊃ {C(θ) : θ ∈ ∆}. Εποµένως, η συνθήκη της Πρότασης

5.2.4 συνεπάγεται αυτήν της Πρότασης 6.3.7.

Η αξία λοιπόν της Πρότασης 6.3.7 (σε σχέση µε την Πρόταση 5.2.4)

είναι ότι όσον αφορά την εύρεση ΑΟΕ∆ εκτιµητή, δεν είναι απαραίτη-

το η C(θ) να είναι παραγωγίσιµη. Επιπλέον, η Πρόταση 6.3.7 (γ) δίνει

ΑΟΕ∆ εκτιµητές που δεν είναι κατ΄ ανάγκη γραµµικοί µετασχηµατισµοί

του D(X
˜
). Σηµειώνουµε επίσης ότι όλες οι σηµαντικές Μ.Ε.Ο.Κ. (ϐλέπε

τα Παραδείγµατα 5.2.1–5.2.4) ικανοποιούν την συνθήκη της Πρότασης

6.3.7. Μία Ε.Ο.Κ. τάξης κ = 2 που δεν ικανοποιεί αυτήν τη συνθή-

κη δίνεται στο Παράδειγµα 6.3.9, όπου C1(θ) = 1
θ και C2(θ) = − 1

2θ2
,

θ ∈ Θ = (0,∞). Σε αυτήν την περίπτωση, το σύνολο

{(
C1(θ), C2(θ)

)
∈ R

2 : θ ∈ Θ
}
=

{(1
θ
,− 1

2θ2
)
∈ R

2 : θ > 0

}

=

{(
t,−1

2
t2
)
∈ R

2 : t > 0

}

είναι µια καµπύλη (τµήµα παραβολής) στο επίπεδο R
2, που προφανώς δεν

περιέχει ανοικτό υποσύνολο του R
2.

Στην περίπτωση ενός τυχαίου δείγµατος από µία Μ.Ε.Ο.Κ., η Πρόταση

6.3.7 παίρνει την εξής µορφή.

Πρόταση 6.3.8. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από µια

Μ.Ε.Ο.Κ. µε πυκνότητα

f1(x; θ) = exp
{
A(θ) +B(x) + C(θ)D∗(x)

}
, x ∈ S1, θ ∈ Θ ⊂ R.

Εάν το σύνολο {C(θ) : θ ∈ Θ} περιέχει ένα ανοικτό υποσύνολο του R, τότε

ισχύουν τα συµπεράσµατα της Πρότασης 6.3.7 µε D(X
˜
) =

∑
i=1

n

D∗(Xi).
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Απόδειξη. ΄Οπως στην Πρόταση 6.3.6, η οικογένεια των κατανοµών του X
˜

είναι µια Μ.Ε.Ο.Κ µε πυκνότητα

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

= exp
{
nA(θ) +

n∑

i=1

B(xi) + C(θ)
n∑

i=1

D∗(xi)
}
,

x
˜
= (x1, . . . , xn) ∈ S = S1 × · · · × S1, θ ∈ Θ. Εποµένως το συµπέρασµα

της Πρότασης 6.3.8 ισχύει λόγω της Πρότασης 6.3.7.

Παράδειγµα 6.3.10. (κανονική κατανοµή - πληρότητα - ΑΟΕ∆ εκτι-

µητές των µ και σ2) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την

κανονική κατανοµή N (µ, σ2). Θα ϐρούµε επαρκή και πλήρη στατιστική

συνάρτηση.

1η Περίπτωση: σ2 γνωστό, µ = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = R .

Τότε έχουµε

f1(x; θ) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x−θ)2

= exp

{
− θ2

2σ2
− 1

2
ln(2πσ2)− x2

2σ2
+

θ

σ2
x

}
, x ∈ R.

Συνεπώς η οικογένεια {f1(x; θ) : θ ∈ Θ} είναι µία Ε.Ο.Κ. τάξης κ = 1,

δηλαδή Μ.Ε.Ο.Κ. µε A(θ) = − θ2

2σ2 , B(x) = −1
2 ln(2πσ

2) − x2

2σ2 , C1(θ) =
θ
σ2 , D1(x) = x. Επειδή το σύνολο {C1(θ) : θ ∈ Θ}=

{
θ
σ2 : θ ∈ R

}
=

R, προφανώς περιέχει ένα ανοικτό υποσύνολο, από την Πρόταση 6.3.6,

η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

D1(Xi) =
∑
i=1

n

Xi είναι επαρκής και

πλήρης.

2η Περίπτωση: µ γνωστό, σ2 = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = (0,∞) .

Τότε έχουµε

f1(x; θ) =
1

θ1/2
√
2π

e−
1
2θ

(x−µ)2

= exp

{
−1

2
ln(2πθ)− 1

2θ
(x− µ)2

}
, x ∈ R.
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Συνεπώς η οικογένεια {f1(x; θ) : θ ∈ Θ} είναι µία Ε.Ο.Κ. τάξης κ = 1, δη-

λαδή Μ.Ε.Ο.Κ. µε A(θ) = −1
2 ln(2πθ), B(x) = 0, C1(θ) = − 1

2θ , D1(x) =

(x − µ)2. Επειδή το σύνολο {C1(θ) : θ ∈ Θ}=
{
− 1

2θ : θ > 0
}
= (−∞, 0),

προφανώς περιέχει ένα ανοικτό υποσύνολο, από την Πρόταση 6.3.6, η

στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

D1(Xi) =
∑
i=1

n

(Xi − µ)2 είναι επαρκής

και πλήρης.

3η Περίπτωση: µ,σ2 άγνωστα, οπότε θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R× (0,∞).

Τότε

f1(x; θ) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x−µ)2

= exp

{
− µ2

2σ2
− 1

2
ln(2πσ2)− x2

2σ2
+

µ

σ2
x

}
, x ∈ R.

Συνεπώς η οικογένεια {f1(x; θ) : θ ∈ Θ} είναι Ε.Ο.Κ. τάξης κ = 2 µε

A(θ) = − µ2

2σ2 − 1
2 ln(2πσ

2), B(x) = 0, C1(θ) = µ
σ2 , C2(θ) = − 1

2σ2 ,

D1(x) = x, D2(x) = x2. Επειδή το σύνολο
{(

C1(θ), C2(θ)
)
∈ R

2 : θ ∈ Θ
}

=
{( µ

σ2 ,− 1
2σ2

)
: µ ∈ R, σ > 0

}
= R× (−∞, 0), προφανώς περιέχει ένα α-

νοικτό υποσύνολο (του R
2) από την Πρόταση 6.3.6 η στατιστική συνάρτηση

T (X
˜
) =

(∑
i=1

n

D1(Xi),
∑
i=1

n

D2(Xi)
)
=
(∑
i=1

n

Xi,
∑
i=1

n

X2
i

)
είναι επαρκής και πλή-

ϱης.

Θα ϐρούµε τώρα τους ΑΟΕ∆ εκτιµητές των µ, σ2, µ2 χρησιµοποιώντας την

τεχνική των Lehmann–Scheffé.

Επειδή EθX̄ = µ, για κάθε θ = (µ, σ2) έχουµε ότι X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του µ και συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους

στατιστικής συνάρτησης T . Εποµένως από την Πρόταση 6.3.4, X̄ είναι ο

ΑΟΕ∆ εκτιµητής του µ. Για τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή του σ2 παρατηρούµε ότι

η δειγµατική διασπορά

S2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

{ n∑

i=1

X2
i − nX̄2

}

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του σ2 (ϐλέπε Πρόταση 4.2.4) και συνάρτηση

της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης T . Εποµένως από την
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Πρόταση 6.3.4, S2 είναι ο ΑΟΕ∆ του σ2. Τέλος, παρατηρούµε ότι

Eθ(X̄
2) = VarθX̄ + (EθX̄)2 =

σ2

n
+ µ2 =

EθS
2

n
+ µ2 = Eθ(

S2

n
) + µ2.

Εποµένως, Eθ(X̄
2 − S2

n ) = µ2, για κάθε θ = (µ, σ2). ΄Αρα X̄2 − S2

n

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του µ2 και συνάρτηση της επαρκούς και

πλήρους στατιστικής συνάρτησης T . Συνεπώς, από την Πρόταση 6.3.4,

X̄2 − S2

n είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του µ2. Υπενθυµίζουµε ότι X̄ είναι,

επιπλέον, αποδοτικός εκτιµητής του µ, ενώ S2 είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής αλλά

µη αποδοτικός (ϐλέπε Παράδειγµα 5.3.1). Επίσης ο ΑΟΕ∆ του µ2 δεν είναι

αποδοτικός.

Παρατήρηση 6.3.2. Η ύπαρξη επαρκούς και πλήρους στατιστικής συ-

νάρτησης εξασφαλίζει, µέσω του Θεωρήµατος 6.3.3 (Lehmann–Scheffé),

την ύπαρξη ΑΟΕ∆ εκτιµητή εφόσον υπάρχει κάποιος αµερόληπτος εκτιµη-

τής. Ο πλέον λοιπόν τυπικός και συνηθισµένος τρόπος αναζήτησης ΑΟΕ∆

εκτιµητή είναι µέσω του Θεωρήµατος 6.3.3 (Lehmann–Scheffé). Φυσι-

κά υπάρχει και ο τρόπος εύρεσης ΑΟΕ∆ εκτιµητή µέσω της ανισότητας

Cramer–Rao (αφού ο αποδοτικός εκτιµητής είναι και ΑΟΕ∆ εκτιµητής),

αλλά αυτός ο τρόπος καλύπτει ειδικές µόνον περιπτώσεις (οι οποίες όµως

καλύπτονται και από το Θεώρηµα 6.3.3 (Lehmann–Scheffé)). Σηµειώνου-

µε εδώ ότι η ύπαρξη πλήρους στατιστικής συνάρτησης δεν είναι αναγκαία

για την ύπαρξη ΑΟΕ∆ εκτιµητή, και είναι δυνατόν να υπάρχει ΑΟΕ∆ εκτι-

µητής και όταν ακόµη δεν υπάρχει πλήρης στατιστική συνάρτηση, ϐλέπε

Rao (1973, σελ. 313). ΄Ετσι υπάρχουν περιθώρια µελέτης ΑΟΕ∆ εκτιµη-

τών και πέραν του Θεωρήµατος 6.3.3 (Lehmann–Scheffé). Συγκεκριµένα,

ϑα δείξουµε ότι αν S είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) µε VarθS < ∞
και ισχύει η σχέση

Covθ(S,U) = 0, ∀ θ ∈ Θ (6.14)

για κάθε στατιστική συνάρτηση U , µε VarθU < ∞, που ικανοποιεί τη

συνθήκη EθU = 0 για κάθε θ ∈ Θ, τότε S είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ)

και αντίστροφα. Πράγµατι, έστω S1 (αυθαίρετος) αµερόληπτος εκτιµητής

του g(θ) µε VarθS1 < ∞. Θέτοντας U = S − S1, προκύπτει EθU =
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EθS − EθS1 = g(θ) − g(θ) = 0, οπότε από τη σχέση (6.14) παίρνουµε

Covθ(S, S−S1) = 0. Από τις ιδιότητες της συνδιασποράς, Πρόταση 1.8.1,

η τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι VarθS − Covθ(S, S1) = 0, δηλαδή

VarθS = Covθ(S, S1). Τότε όµως έχουµε

0 ≤ Varθ(S − S1) = VarθS +VarθS1 − 2Covθ(S, S1) = VarθS1 −VarθS

και εποµένως VarθS ≤ VarθS1. Συνεπώς S είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

g(θ). Αντίστροφα, έστω S ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ) και U στατιστική

συνάρτηση µε EθU = 0. Τότε για κάθε λ ∈ R, S1 = S + λU είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) και εποµένως

VarθS ≤ VarθS1 = Varθ(S + λU) = VarθS + λ2
VarθU +2λCovθ(S,U),

που συνεπάγεται ότι ∆ = λ2
VarθU + 2λCovθ(S,U) ≥ 0. Αν τώρα

VarθU = 0, τότε σε συνδυασµό µε τη σχέση EθU = 0 έχουµε U = 0

µε πιθανότητα 1 και η (6.14) ισχύει τετριµµένα. Αν VarθU > 0, τότε

για λ = −Covθ(S,U)
VarθU

προκύπτει ∆ = −Cov2θ(S,U)
VarθU

που αντίκειται στη σχέση

∆ ≥ 0 εκτός αν Covθ(S,U) = 0.

Με διαφορετική διατύπωση, η (6.14) σηµαίνει ότι ο S είναι ΑΟΕ∆ εκτι-

µητής του g(θ) = EθS εάν και µόνον εάν είναι ασυσχέτιστος προς κάθε

αµερόληπτο εκτιµητή του µηδενός. Η σχέση λοιπόν (6.14) δίνει µία ικα-

νή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένας εκτιµητής ΑΟΕ∆ εκτιµητής.

Ως εφαρµογή αυτής της συνθήκης αποδεικνύουµε την µοναδικότητα του

ΑΟΕ∆ εκτιµητή, χωρίς την επίκληση επάρκειας και πληρότητας.

Πρόταση 6.3.9. Εάν T1, T2 είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητές του g(θ) µε VarθT1 =

VarθT2 < ∞, τότε µε πιθανότητα 1, T1 = T2.

Απόδειξη. Θέτουµε U = T1 − T2 και παρατηρούµε ότι

EθU = Eθ(T1 − T2) = EθT1 − EθT2 = g(θ)− g(θ) = 0, ∀ θ ∈ Θ.

Λόγω της (6.14) επειδή ο T1 είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ), έχουµε

Covθ(T1, U) = 0, δηλαδή

Covθ(T1, T1 − T2) = 0. (6.15)



Πληρότητα και ΑΟΕ∆ εκτιµητές 199

΄Οµως από την Πρόταση 1.8.1 (5,8),

Covθ(T1, T1−T2) = Covθ(T1, T1)−Covθ(T1, T2) = VarθT1−Covθ(T1, T2)

οπότε η (6.15) δίνει VarθT1 = Covθ(T1, T2). Εποµένως,

Varθ(T1 − T2) = VarθT1 + VarθT2 − 2Covθ(T1, T2)

= 2VarθT1 − 2VarθT1 = 0

το οποίο συνεπάγεται ότι µε πιθανότητα 1, T1 − T2 είναι σταθερά. Επειδή

όµως Eθ(T1−T2) = 0, αυτή η σταθερά είναι κατ΄ ανάγκη το µηδέν, δηλαδή

T1 − T2 = 0.

Γνωρίζουµε ότι η αµεροληψία µεταβιβάζεται σε γραµµικούς µετασχη-

µατισµούς. Ανάλογη ιδιότητα ισχύει και για γραµµικούς µετασχηµατι-

σµούς ΑΟΕ∆ εκτιµητών.

Πρόταση 6.3.10. ΕάνS(X
˜
) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ), τότε αS(X

˜
)+

β είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του αg(θ) + β, όπου α 6= 0 και β σταθερές (µη

εξαρτώµενες από το θ).

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε την ικανή και αναγκαία συνθήκη (6.14).

΄Εστω U αµερόληπτος εκτιµητής του µηδενός, EθU = 0. Τότε, από την

Πρόταση 1.8.1 έχουµε

Covθ(αS + β,U) = αCovθ(S,U) = 0, ∀ θ ∈ Θ.

Στο επόµενο ϑεώρηµα δίνουµε µία ακόµη χρήση των εννοιών της επάρ-

κειας και πληρότητας. Το ϑεώρηµα δείχνει ότι σε ορισµένες περιπτώσεις

η ανεξαρτησία µεταξύ τυχαίων µεταβλητών µπορεί να αποδειχθεί µέσω

επάρκειας και πληρότητας.

Θεώρηµα 6.3.11. (Basu) ΄Εστω ότι η στατιστική συνάρτηση T (X
˜
) είναι

επαρκής και πλήρης και S(X
˜
) είναι µία στατιστική συνάρτηση µε κατανοµή

που δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ ∈ Θ. Τότε S(X
˜
) και T (X

˜
)

είναι ανεξάρτητες στατιστικές συναρτήσεις.
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Απόδειξη. ΄Εστω A ένα υποσύνολο του συνόλου τιµών της στατιστικής συ-

νάρτησης S(X
˜
). Αρκεί να δείξουµε ότι P(S ∈ A | T = t) = P(S ∈ A)

για κάθε τιµή t της στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
). Παρατηρούµε τώρα ότι

εάν IA(S) είναι η δείκτρια συνάρτηση του συνόλου A, δηλαδή

IA(S) =




1, εάν S(X

˜
) ∈ A

0, εάν S(X
˜
) 6∈ A

τότε

E
(
IA(S) | T

)
= 1 · P

(
IA(S) = 1 | T

)
+ 0 · P

(
IA(S) = 0 | T

)

= P
(
IA(S) = 1 | T

)
= P(S ∈ A | T ).

Εποµένως,

Eθ

(
P(S ∈ A | T )− P(S ∈ A)

)
= Eθ

[
E
(
IA(S) | T

)
− P(S ∈ A)

]

= Eθ

[
E
(
IA(S) | T

)]
− P(S ∈ A)

= E IA(S)− P(S ∈ A)

= 1 · P
(
IA(S) = 1

)
+ 0 · P

(
IA(S) = 0

)
− P(S ∈ A)

= P
(
IA(S) = 1

)
− P(S ∈ A)

= P(S ∈ A)− P(S ∈ A) = 0, θ ∈ Θ.

΄Αρα µε φ(T ) = P(S ∈ A | T )− P(S ∈ A) έχουµε ότι

Eθφ(T ) = 0, ∀ θ ∈ Θ. (6.16)

Τώρα, η πιθανότητα P(S ∈ A) δεν εξαρτάται από το θ αφού εξ υποθέσεως

η κατανοµή του S δεν εξαρτάται από το θ. Ακόµη, λόγω επάρκειας, η

δεσµευµένη πιθανότητα P(S ∈ A | T ) δεν εξαρτάται από το θ. Συνεπώς η

φ(T ) είναι στατιστική συνάρτηση και συνάρτηση της πλήρους στατιστικής

συνάρτησης T . Εποµένως, λόγω της (6.16) και του ορισµού πληρότητας,

έχουµε φ(T ) = 0, δηλαδή φ(t) = 0 για κάθε τιµή t της T . ΄Αρα P(S ∈ A |
T = t)− P(S ∈ A) = 0 για κάθε τιµή t της T . Συνεπώς, P(S ∈ A | T =

t) = P(S ∈ A).
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Ως εφαρµογή του Θεωρήµατος 6.3.11 (Basu) αποδεικνύουµε την ακό-

λουθη πρόταση.

Πρόταση 6.3.12. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την

κανονική κατανοµή N (µ, σ2). Τότε X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi και (X1−X̄, . . . ,Xn−X̄)

είναι ανεξάρτητες στατιστικές συναρτήσεις.

Απόδειξη. Θα πρέπει να αποδείξουµε την ανεξαρτησία για οποιαδήποτε

τιµή του Ϲεύγους (µ, σ2). Θεωρούµε κατ’ αρχάς µία δεδοµένη τιµή του σ2,

έστω σ2 = σ2
0, και λαµβάνουµε το µ ως άγνωστη παράµετρο θ, δηλαδή θ =

µ ∈ Θ = R. Τότε γνωρίζουµε (ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.10) ότι η στατιστική

συνάρτηση T =
∑
i=1

n

Xi είναι επαρκής και πλήρης. Ακόµη, µπορούµε να

ϑέσουµε Xi = Zi + θ, i = 1, . . . , n, οπότε Z
˜

= (Z1, . . . , Zn) είναι ένα

τυχαίο δείγµα από την κατανοµή N (0, σ2
0) και X̄ = Z̄ + θ, όπου Z̄ =

1
n

∑
i=1

n

Zi. Παρατηρούµε τότε ότι η κατανοµή των Z1, . . . , Zn δεν εξαρτάται

από το θ και συνεπώς και η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης S =

(Z1− Z̄, . . . , Zn− Z̄) δεν εξαρτάται από το θ. Αλλά S = (Z1− Z̄, . . . , Zn−
Z̄) = (X1 − X̄, . . . ,Xn − X̄). ΄Αρα T =

∑
i=1

n

Xi είναι επαρκής και πλήρης

και S = (X1−X̄, . . . ,Xn−X̄) έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται από το θ.

Εποµένως
∑
i=1

n

Xi (και άρα X̄) και (X1 − X̄, . . . ,Xn− X̄) είναι ανεξάρτητες

στατιστικές συναρτήσεις για κάθε τιµή του θ = µ, από το Θεώρηµα 6.3.11

(Basu), δηλαδή για κάθε τιµή (µ, σ2
0). Επειδή τώρα η τιµή σ2 = σ2

0

είναι τυχούσα, συµπεραίνουµε ότι η ανεξαρτησία ισχύει για κάθε τιµή του

Ϲεύγους (µ, σ2).

Ως µία ακόµη ενδιαφέρουσα εφαρµογή του Θεωρήµατος του Basu και

του Θεωρήµατος των Lehmann και Scheffé δίνουµε το εξής παράδειγµα.

Παράδειγµα 6.3.11. (εκθετική κατανοµή - ΑΟΕ∆ εκτιµητές της συ-

νάρτησης αξιοπιστίας) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα α-

πό την εκθετική κατανοµή E(θ) µε πυκνότητα f1(x; θ) = 1
θ e

−x
θ , x > 0,

θ ∈ Θ = (0,∞). Θα ϐρούµε τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή του

g(θ) = Pθ(X1 > x0) =

∫ ∞

x0

1

θ
e−

x
θ dx = e−

x0
θ ,
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όπου x0 > 0 δοθείσα σταθερά. ΄Εχουµε αναφέρει, στο Κεφάλαιο 2 (Παρά-

δειγµα 2.1) ότι η εκθετική κατανοµή µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µοντέ-

λο του χρόνου Ϲωής ενός «συστήµατος». Σε αυτήν την περίπτωση, το g(θ)

είναι η πιθανότητα ένα τέτοιο σύστηµα να έχει χρόνο Ϲωής τουλάχιστον

x0 ή µε άλλα λόγια εκφράζει το ποσοστό τέτοιων «συστηµάτων» µε χρό-

νο Ϲωής µεγαλύτερο του x0. Στη Θεωρία Αξιοπιστίας (Reliability Theory)

η πιθανότητα Pθ(X1 > x0) αναφέρεται ως αξιοπιστία του «συστήµατος»,

την χρονική στιγµή x0. Αν το x0 ϑεωρηθεί ως η χρονική εγγύηση που

δίνει ο κατασκευαστής του «συστήµατος» υποχρεούµενος να το αντικατα-

στήσει στην περίπτωση που ο χρόνος Ϲωής του δεν υπερβεί την εγγύηση

x0, τότε 1 − Pθ(X1 > x0) = Pθ(X1 ≤ x0) ερµηνεύεται ως το ποσοστό

των «συστηµάτων» που ο κατασκευαστής υποχρεούται να αντικαταστήσει.

Οι παρατηρήσεις Xi, i = 1, . . . , n, είναι οι χρόνοι Ϲωής ενός δείγµατος

n «συστηµάτων». Από το Παράδειγµα 6.3.4, γνωρίζουµε ήδη ότι η στα-

τιστική συνάρτηση T (X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi (δηλαδή ο συνολικός χρόνος Ϲωής του

δείγµατος) είναι επαρκής και πλήρης. Σε αυτό το σηµείο, προσθέτουµε

ότι η οικογένεια κατανοµών του X
˜

είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ, οπότε η επάρκεια

και πληρότητα της T (X
˜
) µπορεί να διαπιστωθεί και µέσω της Πρότασης

6.3.7. Επιπλέον, επειδή το g(θ) εκφράζει πιθανότητα ενδεχοµένου, έ-

νας αµερόληπτος εκτιµητής του είναι η δείκτρια αυτού του ενδεχοµένου.

Συγκεκριµένα, ορίζουµε

S(X
˜
) = I(x0,∞)(X1) =




1, αν X1 > x0,

0, αν X1 ≤ x0

Τότε έχουµε

EθS(X
˜
) = 1 · Pθ(S(X

˜
) = 1) + 0 · Pθ(S(X

˜
) = 0)

= Pθ(X1 > x0) = g(θ), ∀ θ ∈ Θ

και συνεπώς η S(X
˜
) είναι αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ). Το Θεώρη-

µα Lehmann–Scheffé εξασφαλίζει ότι η Rao–Blackwell ϐελτίωση S∗(T ) =

E(S | T ) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ). Για να ϐρούµε τον τύπο του
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S∗(T ) έστω t > 0 µια τυχούσα τιµή της T (X
˜
). Τότε

S∗(t) = E(S | T = t) = 1 · Pθ(S = 1 | T = t) + 0 · Pθ(S = 0 | T = t)

= Pθ(X1 > x0 | T = t).

Σε αυτό το σηµείο, χρειαζόµαστε τη δεσµευµένη κατανοµή της X1 δο-

ϑέντος ότι T = t, την οποία ϑα ϐρούµε χρησιµοποιώντας (ευφυώς) το

Θεώρηµα Basu. Θέτουµε U = X1
T , και ϑα δείξουµε ότι οι U , T είναι α-

νεξάρτητες. Επειδή η T είναι επαρκής και πλήρης, αρκεί να δείξουµε ότι

η κατανοµή της U δεν εξαρτάται από το θ. Πράγµατι, αφού X1 ∼ E(θ),
έχουµε X1

θ ∼ E(1), ενώ T ∼ G(n, θ) συνεπάγεται ότι T
θ ∼ G(n, 1) λόγω

της Πρότασης 1.8.5 (10). Κατά συνέπεια U = X1/θ
T/θ έχει κατανοµή που

δεν εξαρτάται από το θ. Η X1 λοιπόν γράφεται ως γινόµενο ανεξαρτήτων

στατιστικών συναρτήσεων, X1 = U · T . Τώρα, δοθέντος ότι T = t, λόγω

ανεξαρτησίας η κατανοµή της U παραµένει αµετάβλητη, ενώ η X1 γίνεται

X1 = t U . Εν κατακλείδι, η δεσµευµένη κατανοµή της X1 δοθέντος ότι

T = t είναι η κατανοµή της t U , οπότε

S∗(t) = Pθ(X1 > x0 | T = t) = Pθ(t U > x0) = Pθ(U >
x0
t
).

Από την Πρόταση 1.8.8, η κατανοµή της U είναι Beta(α, β) µε α = 1 και

β = n− 1, n ≥ 2, δηλαδή έχει πυκνότητα (n − 1)(1 − u)n−2, 0 < u < 1.

Τελικά, λοιπόν,

S∗(t) =





∫ ∞

x0
t

(n− 1)(1 − u)n−2 du =
(
1− x0

t

)n−1
, αν x0 < t,

0, αν x0 ≥ t

το οποίο συνεπάγεται ότι

S∗(T ) =





(
1− x0

T

)n−1
, αν T > x0,

0, αν T ≤ x0

(6.17)

είναι ο ΑΟΕ∆ της πιθανότητας g(θ) = Pθ(X1 > x0), n ≥ 2. Για n = 1,

X
˜

= X1 και ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής είναι S(X1) από την Πρόταση 6.3.4.
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΄Οµως, ϑέτοντας n = 1 στην (6.17) προκύπτει S∗(T ) = S(X1). Συνεπώς

η (6.17) δίνει τον ΑΟΕ∆ του g(θ), για κάθε n ≥ 1. Επιπλέον, ο ΑΟΕ∆

εκτιµητής της συνάρτησης κατανοµής στο σηµείο x0 F (x0; θ) = Pθ(X1 ≤
x0) = 1− Pθ(X1 > x0) είναι ο 1− S∗(T ).

Παρατηρούµε ότι εάν ο συνολικός χρόνος Ϲωής των n «συστηµάτων» του

δείγµατος T , είναι µικρότερος του x0, η εκτίµηση που δίνει ο S∗(T ) για το

g(θ) είναι 0, παρότι 0 < g(θ) < 1. Αυτό το γεγονός είναι ένα µειονέκτηµα

του S∗(T ), όµως για κάθε πρακτικά ορθολογική τιµή της εγγύησης x0,

αναµένουµε ο συνολικός χρόνος Ϲωής του δείγµατος να είναι µεγαλύτερος

του x0, δηλαδή T > x0, οπότε

S∗(T ) =
(
1− x0

T

)n−1
και 0 < S∗(T ) < 1.

Ας προσθέσουµε ότι για n → ∞ από τον (Ασθενή) Νόµο των Μεγάλων

Αριθµών,

X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi =
T

n

Pθ−→ EθX1 = θ

(και άρα T
Pθ−→ ∞), το οποίο συνεπάγεται ότι

S∗(T ) =
(
1− x0

T

)n−1
≈
(
1− x0

nθ

)n−1
→ e−

x0
θ = g(θ).

Εποµένως για µεγάλο µέγεθος δείγµατος S∗(T ) ≈ g(θ), γεγονός καθησυ-

χαστικό για τη συµπεριφορά του S∗(T ).

Ως εφαρµογή ας ϑεωρήσουµε ότι είναι x0 = 1 (έτος-συνήθης εγγύηση π.χ.

σε ϕορητούς υπολογιστές), n = 20 και ότι κατά µέσο όρο στο δείγµα ο

χρόνος Ϲωής είναι 5 (έτη), δηλαδή x̄ = 5 οπότε
∑
i=1

20

xi = nx̄ = 100 (λόγω

επάρκειας, δεν έχουν ιδιαίτερη σηµασία οι παρατηρηθέντες χρόνοι Ϲωής

xi, i = 1, . . . , 20). Τότε από την (6.17) προκύπτει ως εκτίµηση του ποσο-

στού των ϕορητών υπολογιστών µε χρόνο Ϲωής µεγαλύτερο του ενός έτους

η τιµή s∗ =
(
1− 1

100

)19
⋍ 0.8261 ή 83%.

Από την Ενότητα 3.3 (ε), για B = (x0,∞), ο εκτιµητής 1
n

∑
i=1

n

I(x0,∞)(Xi)

είναι αµερόληπτος για το g(θ) = Pθ(X1 > x0), όµως είναι µη αποδεκτός

µε κριτήριο το ΜΤΣ επειδή δεν είναι συνάρτηση της επαρκούς στατιστικής
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συνάρτησης T (Πρόταση 6.2.2). Ανάλογο συµπέρασµα ισχύει και για την

εµπειρική συνάρτηση κατανοµής F̂ (x0) = 1
n

∑
i=1

n

I(0,x0](Xi), που σύµφω-

να µε την Πρόταση 4.2.5 είναι αµερόληπτος εκτιµητής της συνάρτησης

κατανοµής της Xi στο x0, F (x0; θ) = 1− e−
x0
θ . �

Κλείνουµε αυτήν την ενότητα µε µερικά ακόµη παραδείγµατα.

Παράδειγµα 6.3.12. (ανεξάρτητες Γάµµα παρατηρήσεις) ΄Εστω X
˜

=

(X1,X2, . . . ,Xn), όπου οι Xi είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις, Xi ∼
G(i, θ), i = 1, . . . , n, θ ∈ Θ = (0,∞). Θα ϐρούµε τους ΑΟΕ∆ εκτιµη-

τές των θ και θr (εφόσον υπάρχει ο δεύτερος).

Αρχικά ϑα ϐρούµε επαρκή και πλήρη στατιστική συνάρτηση. Η οικο-

γένεια κατανοµών του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ. διότι,

1. Το σύνολο S = {x
˜
: f(x

˜
; θ) > 0} = Rn

+ δεν εξαρτάται από το θ.

2. f(x
˜
, θ) =

n∏

k=1

1

Γ(k)θk
xk−1
k e−

xk
θ =

1

(
∏n

k=1 Γ(k))θ
n(n+1)/2

n∏

k=1

xk−1
k e−

∑
xk
θ

= exp

{
−

n∑

k=1

ln Γ(k)− n(n+ 1)

2
ln θ +

n∑

k=1

(k − 1) ln xk −
1

θ

n∑

k=1

xk

}
.

Θέτουµε

A(θ) = −
n∑

k=1

ln Γ(k) − n(n+ 1)

2
ln θ, B(x

˜
) =

n∑

k=1

(k − 1) ln xk, C(θ) =

−1

θ
και D(x

˜
) =

n∑

k=1

xk καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η οικογένεια

κατανοµών του X
˜

είναι µια Μ.Ε.Ο.Κ.

Κάνοντας χρήση της Πρότασης 6.3.5, η στατιστική συνάρτηση D(X
˜
) =

∑
k=1

n

Xk είναι επαρκής και επειδή το σύνολο τιµών της συνάρτησης C(θ) =

−1

θ
είναι το (−∞, 0), δηλαδή ανοικτό υποσύνολο του R, είναι και πλήρης.

Η εύρεση ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θ, ανάγεται πλέον στο πρόβληµα ύπαρ-

ξης αµερόληπτου εκτιµητή του θ ο οποίος είναι συνάρτηση της επαρκούς

και πλήρους στατιστικής συνάρτησης D(X
˜
) =

∑
k=1

n

Xk. Υπολογίζοντας την

EθD(X
˜
) προκύπτει ότι

EθD(X
˜
) = Eθ

n∑

k=1

Xk =
n∑

k=1

EθXk =
n∑

k=1

kθ =
n(n+ 1)

2
θ,
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οπότε Eθ

{
2

n(n+1)

∑
k=1

n

Xk

}
= θ.

Συνεπώς, ο εκτιµητής
2

n(n+ 1)

∑
k=1

n

Xk, ως αµερόληπτος εκτιµητής του θ

και συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης D(X
˜
),

είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ (ϐλέπε Πρόταση 6.3.4).

Εφ΄ όσον η στατιστική συνάρτηση D =
∑
k=1

n

Xk χρησιµοποιήθηκε για την

εύρεση ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θ, είναι λογικό να δουλέψουµε µε τον Dr για

την εκτίµηση του θr. Από την Πρόταση 1.8.5 (7) προκύπτει

D(X
˜
) =

n∑

k=1

Xk ∼ G
(

n∑

k=1

k, θ

)
≡ G

(
n(n+ 1)

2
, θ

)
.

΄Εχουµε λοιπόν,

EθD
r =

∫ ∞

0
xr

1

Γ(n(n+ 1)/2)θn(n+1)/2
xn(n+1)/2−1e−

x
θ dx =

Γ(n(n+ 1)/2 + r)

Γ(n(n+ 1)/2)
θr

ή Eθ

{
Γ(n(n+1)/2)

Γ(n(n+1)/2+r)D
r
}
= θr, για κάθε θ > 0 και r > −n(n+ 1)

2
.

Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 6.3.4, η στατιστική συνάρτηση
Γ(n(n+1)/2)

Γ(n(n+1)/2+r)D
r

είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr.

Παράδειγµα 6.3.13. (ανεξάρτητες Poisson παρατηρήσεις) ΄Εστω ότι

X
˜

= (X1, . . . ,Xn) όπου οι Xi είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις, Xi ∼
P(θti), i = 1, 2, . . . , n, θ ∈ Θ = (0,∞) και ti > 0, γνωστές σταθερές

i = 1, 2, . . . , n. Θα ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητές των θ και θ2.

Αρχικά ϑα ϐρούµε επαρκή και πλήρη στατιστική συνάρτηση. Η οικο-

γένεια κατανοµών του X
˜

ανήκει στην Μ.Ε.Ο.Κ. διότι,

1. Το σύνολο S = {x
˜
: f(x

˜
; θ) > 0} = {0, 1, . . .}n δεν εξαρτάται από το θ.

2. f(x
˜
, θ) =

n∏

i=1

e−θti
(θti)

xi

xi!
= e−θ

∑n
i=1 tiθ

∑n
i=1 xi

n∏

i=1

txi
i

n∏

i=1

1

xi!

= exp

{
−θ

n∑

i=1

ti +
n∑

i=1

xi ln ti −
n∑

i=1

lnxi! + ln θ
n∑

i=1

xi

}
.

Θέτουµε,

A(θ) = −θ

n∑

i=1

ti, B(x
˜
) =

n∑

i=1

xi ln ti −
n∑

i=1

lnxi!, C(θ) = ln θ και
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D(x
˜
) =

n∑

i=1

xi και καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η οικογένεια κατα-

νοµών του X
˜

είναι µία Μ.Ε.Ο.Κ..

Κάνοντας χρήση της Πρότασης 6.3.5, η στατιστική συνάρτηση D(X
˜
) =

∑
i=1

n

Xi είναι επαρκής και επειδή το σύνολο τιµών της συνάρτησης C(θ) =

− ln θ είναι το (−∞,∞), είναι και πλήρης.

Από την Πρόταση 1.8.5 προκύπτει

D = D(X
˜
) =

n∑

i=1

Xi ∼ P(θ
n∑

i=1

ti),

άρα

EθD = θ
n∑

i=1

ti ή Eθ

{
1∑n
i=1 ti

D

}
= θ, ∀ θ > 0. (6.18)

Κάνοντας χρήση της Πρότασης 6.3.4 προκύπτει ότι ο αµερόληπτος εκτιµη-

τής
1∑n
i=1 ti

D του θ, είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ, αφού είναι συνάρτηση

της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης D.

Οµοίως,

EθD
2 = VarθD + (EθD)2 = θ

n∑

i=1

ti + (
n∑

i=1

ti)
2θ2.

Η παραπάνω σχέση, λόγω της σχέσης (6.18), γίνεται

EθD
2 = EθD+(

n∑

i=1

ti)
2θ2 ή Eθ

{
D(D − 1)

(
∑n

i=1 ti)
2

}
= θ2, για κάθε θ > 0,

οπότε, η στατιστική συνάρτηση
D(D − 1)

(
∑n

i=1 ti)
2 είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ2.

6.4 Βέλτιστοι εκτιµητές ειδικής µορφής

Από τη µελέτη της επάρκειας και συγκεκριµένα από την Πρόταση 6.2.2

γνωρίζουµε ότι για την εκτίµηση του g(θ), αρκεί να περιοριστούµε σε εκτι-

µητές που είναι συναρτήσεις (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης–
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οι υπόλοιποι εκτιµητές είναι µη αποδεκτοί. ΄Ολοι οι πρώτοι εκτιµητές συ-

νιστούν µία κατηγορία εκτιµητών ειδικής (συναρτησιακής) µορφής. Σε

ορισµένες περιπτώσεις, η κατανοµή του δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) και

ο τύπος της g τεκµηριώνουν περαιτέρω µείωση του αριθµού των εν δυνάµει

εκτιµητών, γεγονός που καθιστά τεχνικά πιο εύκολη την εύρεση ϐέλτιστου

εκτιµητή µεταξύ αυτών. Μία τέτοια περίπτωση περιγράφεται παρακάτω.

΄Εστω ότι η πυκνότητα στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) έχει τη µορφή fT (t; θ) =

h(t− θ), t ∈ R, θ ∈ Θ = R, είναι δηλαδή συνάρτηση της διαφοράς t− θ.

Στις εφαρµογές η T (X
˜
) είναι επαρκής ή συνάρτηση επαρκούς στατιστικής

συνάρτησης. Από την Πρόταση 1.7.1 προκύπτει ότι, για κάθε c ∈ R, η

T ∗ = T + c έχει πυκνότητα fT+c(t; θ) = fT (t; θ + c), δηλαδή η T + c

έχει πυκνότητα της ίδιας µορφής όπως η T αλλά µε παράµετρο θ + c α-

ντί θ. Συµβολικά, ϑα γράφουµε T ∼ fT (t; θ) και T + c ∼ fT (t; θ + c).

Σε αυτήν την περίπτωση, το θ αναφέρεται ως παράµετρος ϑέσης (location

parameter) για την οικογένεια των κατανοµών της T . Ο µετασχηµατισµός

T → T + c αλλάζει, λοιπόν, τη «ϑέση» της κατανοµής της T , από θ σε

θ + c.

΄Εστω τώρα ότι για την εκτίµηση του g(θ) = θ υιοθετούµε τον εκτιµητή

S(T ), όπου ας µην ξεχνάµε ότι T ∼ fT (t; θ). Εποµένως, το γεγονός ότι

T ∗ ∼ fT (t; θ + c) δικαιολογεί την υιοθέτηση του S(T ∗) για την εκτίµηση

του θ + c. ΄Οµως, το θ + c µπορεί επίσης να εκτιµηθεί µε τον εκτιµητή

S(T )+ c µε ϐάση την αρχή της αντικατάστασης (Ενότητα 3.3). Περαιτέρω

είναι λογικά ορθό να απαιτήσουµε να συµπίπτουν οι δύο αυτοί εκτιµητές

του θ + c, αφού έχουν προκύψει από τον ίδιο εκτιµητή του θ, τον S(T ).

Απαιτούµε δηλαδή ο S(T ) να ικανοποιεί τη συνθήκη

S(T ∗) = S(T ) + c ή ισοδύναµα S(T + c) = S(T ) + c, για κάθε c ∈ R.

Η τελευταία σχέση συνεπάγεται S(t + c) = S(t) + c, για κάθε τιµή t της

T , οπότε ϑέτοντας c = −t προκύπτει ότι S(0) = S(t)− t ή S(t) = t+S(0)

που ισοδυναµεί µε S(T ) = T + S(0). Το S(0) είναι µία πραγµατική

σταθερά, ας τη συµβολίσουµε µε c0 (µόνον σηµειολογική σηµασία έχει

αυτός ο συµβολισµός), οπότε S(T ) = T + c0.
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Εν κατακλείδι, όταν T ∼ fT (t; θ) = h(t − θ), t ∈ R, θ ∈ Θ = R, για

την εκτίµηση του θ τεκµηριώνεται σύµφωνα µε το παραπάνω σκεπτικό η

χρησιµοποίηση εκτιµητών της µορφής

S(T ) = T + c0, (6.19)

όπου c0 = S(0) είναι τυχούσα πραγµατική σταθερά. Η (6.19) ορίζει λοιπόν

µία κλάση εκτιµητών του θ και η επόµενη πρόταση δίνει τον ϐέλτιστο

εκτιµητή µέσα σε αυτήν.

Πρόταση 6.4.1. ΄Εστω T ∼ fT (t; θ) = h(t − θ), t ∈ R, θ ∈ Θ = R.

Θεωρούµε την κλάση εκτιµητών του θ, C = {T + c0 : c0 ∈ R}. Τότε, µε

κριτήριο το ΜΤΣ, ο ϐέλτιστος εκτιµητής στην κλάση C είναι T + c∗, όπου

c∗ = −Eθ=0T .

Απόδειξη. Επειδή, όπως είδαµε παραπάνω T + c ∼ fT (t; θ + c) για κάθε

c ∈ R, ϑέτοντας c = −θ συµπεραίνουµε ότι T−θ ∼ fT (t; 0). ΄Αρα η τυχαία

µεταβλητή T − θ έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται από το θ και συνεπώς

συµπίπτει µε την κατανοµή της T όταν θ = 0. Εποµένως, το ΜΤΣ του

T + c0 είναι

ΜΤΣ(T +c0, θ) = Eθ(T +c0−θ)2 = Eθ=0(T +c0)
2 = c20+2c0E0T +E0T

2,

το οποίο ελαχιστοποιείται ως προς c0 για την τιµή c0 = c∗ = −E0T .

Παράδειγµα 6.4.1. (µετατοπισµένη εκθετική κατανοµή-συνέχεια του

Παραδείγµατος 6.3.7) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από

την κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ) = e−(x−θ), x ≥ θ, θ ∈ Θ = R. Στο

Παράδειγµα 6.3.7 δείξαµε ότι T (X
˜
) = X(1) = min(X1, . . . ,Xn) είναι ε-

παρκής και πλήρης µε πυκνότητα fT (t; θ) = ne−n(t−θ), t ≥ θ. Περαιτέρω,

EθT =

∫ ∞

θ
t ne−n(t−θ) dt = θ +

1

n
(6.20)

οπότε Eθ

(
T − 1

n

)
= θ, για κάθε θ ∈ Θ. Από την Πρόταση 6.3.4, συµπε-

ϱαίνουµε ότι T − 1
n είναι ο ΑΟΕ∆ του θ ως αµερόληπτος και συνάρτηση
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της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης T . Παρατηρούµε,

επιπλέον, ότι η πυκνότητα της T µπορεί να γραφεί στη µορφή

fT (t; θ) = ne−n(t−θ)I[0,∞)(t− θ) = h(t− θ),

όπου h(x) = ne−nxI[0,∞)(x). Οι προϋποθέσεις της Πρότασης 6.4.1 λοι-

πόν ικανοποιούνται, συνεπώς ο ϐέλτιστος εκτιµητής της κλάσης C =

{T + c0 : c0 ∈ R} είναι T + c∗, όπου c∗ = −Eθ=0T = − 1
n λόγω της (6.20)

δηλαδή ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής. Συµπερασµατικά ο T − 1
n είναι ο ϐέλτιστος

µεταξύ όλων των αµερόληπτων εκτιµητών του θ καθώς επίσης µεταξύ όλων

των µη αµερόληπτων της µορφής T + c0, c0 ∈ R.

Σε αυτό το σηµείο ϑα προσθέσουµε ότι δεν ήταν απαραίτητη η επίκληση

της Πρότασης 6.4.1 προκειµένου να διαπιστώσουµε ότι ο ΑΟΕ∆ του Πα-

ϱαδείγµατος 6.4.1 είναι ο ϐέλτιστος της κλάσης C. Αρκεί το γεγονός ότι

είναι µέλος της κλάσης C (µε c0 = − 1
n ) όπως αποδεικνύεται στην επόµενη

πρόταση.

Πρόταση 6.4.2. Θεωρούµε την κλάση εκτιµητών του g(θ), C = {T + c0 : c0 ∈ R},

όπου T είναι τυχούσα στατιστική συνάρτηση. Εάν υπάρχει αµερόληπτος ε-

κτιµητής του g(θ) που ανήκει στην C, τότε αυτός είναι ο ϐέλτιστος εκτιµητής

στην C µε κριτήριο το ΜΤΣ.

Απόδειξη. ΄Εστω T + c1, c1 ∈ R αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) που

ανήκει στην κλάση C. Τότε Eθ(T + c1) = g(θ) και

ΜΤΣ(T + c1, θ) = Varθ(T + c1) = VarθT.

Επιπλέον από την (4.2), για κάθε άλλον εκτιµητή T + c0, c0 6= c1, προκύ-

πτει ότι

ΜΤΣ(T + c0, θ) = Varθ(T + c0) + (Eθ(T + c0)− g(θ))2

= VarθT + (Eθ(T + c1)− g(θ) + c0 − c1)
2

= VarθT + (c0 − c1)
2

> VarθT = ΜΤΣ(T + c1, θ).
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Μία ακόµη ενδιαφέρουσα περίπτωση ύπαρξης ϐέλτιστου εκτιµητή είναι

η ακόλουθη. ΄Εστω ότι η πυκνότητα στατιστικής συνάρτησης T (X
˜
) έχει τη

µορφή fT (t; θ) =
1
θh(

t
θ ), t > 0, θ ∈ Θ = (0,∞), είναι δηλαδή συνάρτηση

του λόγου t
θ . Στις εφαρµογές η T (X

˜
) είναι επαρκής ή συνάρτηση επαρ-

κούς στατιστικής συνάρτησης. Από την Πρόταση 1.7.1 προκύπτει ότι, για

κάθε c > 0, T ∗ = c T ∼ fT (t; c θ), δηλαδή η c T έχει πυκνότητα της ίδιας

µορφής όπως η T αλλά µε παράµετρο c θ αντί θ. Σε αυτήν την περίπτω-

ση, το θ αναφέρεται ως παράµετρος κλίµακος (scale parameter) για την

οικογένεια κατανοµών της T . Ο µετασχηµατισµός T → c T µπορεί να

ϑεωρηθεί ότι αλλάζει κλίµακα µέτρησης (µονάδα µέτρησης) της T .

΄Εστω τώρα S(T ) εκτιµητής του θ. Τότε, σκεπτόµενοι παρόµοια µε την

περίπτωση παραµέτρου ϑέσης, για την εκτίµηση του c θ δικαιολογείται υ-

ιοθέτηση του εκτιµητή S(T ∗), επειδή T ∗ ∼ fT (t; c θ), αλλά και του c S(T )

από την αρχή της αντικατάστασης (Ενότητα 3.3). Για αυτούς τους δύο

εκτιµητές του c θ, που έχουν προκύψει από τον ίδιο αρχικό εκτιµητή του

θ, τον S(T ), είναι εύλογο να απαιτήσουµε να συµπίπτουν, µε άλλα λόγια

να ικανοποιούν τη συνθήκη

S(T ∗) = c S(T ) ή ισοδύναµα S(c t) = c S(t),

για κάθε τιµή t > 0 της T και κάθε c > 0. ϑέτοντας c = 1
t , προκύπτει

ότι S(1) = 1
tS(t) ή S(t) = S(1)t που ισοδυναµεί µε S(T ) = S(1)T ή

S(T ) = c0T όπου c0 = S(1).

Συµπερασµατικά όταν T ∼ fT (t; θ) =
1
θh(

t
θ ), t > 0, θ ∈ Θ = (0,∞), για

την εκτίµηση του θ τεκµηριώνεται η χρησιµοποίηση εκτιµητών της µορφής

S(T ) = c0T, (6.21)

όπου c0 = S(1) είναι τυχούσα ϑετική σταθερά. Η (6.21) ορίζει λοιπόν µία

κλάση εκτιµητών του θ και η επόµενη πρόταση δίνει τον ϐέλτιστο εκτιµητή

εξ αυτών.

Πρόταση 6.4.3. ΄Εστω T ∼ fT (t; θ) =
1
θh(

t
θ ), t > 0, θ ∈ Θ = (0,∞). Θε-

ωρούµε την κλάση εκτιµητών του θ, C = {c0T : c0 > 0}. Τότε, µε κριτήριο

το ΜΤΣ, ο ϐέλτιστος εκτιµητής στην κλάση C είναι c∗T , όπου c∗ = Eθ=1T
Eθ=1T 2 .
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Απόδειξη. Επειδή, όπως είδαµε παραπάνω, c T ∼ fT (t; c θ) για κάθε

c > 0, ϑέτοντας c = 1
θ συµπεραίνουµε ότι T

θ ∼ fT (t; 1). ΄Αρα η τυχαί-

α µεταβλητή T
θ έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται από το θ και συνεπώς

συµπίπτει µε την κατανοµή της T όταν θ = 1. Εποµένως, το ΜΤΣ του c0T

είναι

ΜΤΣ(c0T, θ) = Eθ(c0T − θ)2 = θ2Eθ(c0
T

θ
− 1)2

= θ2Eθ=1(c0T − 1)2 = θ2
{
c20E1T

2 − 2c0E1T + 1
}
,

το οποίο ελαχιστοποιείται ως προς c0 για την τιµή c0 = c∗ = E1T
E1T 2 .

Παραθέτουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα εφαρµογής της Πρό-

τασης 6.4.3.

Παράδειγµα 6.4.2. (συνέχεια του Παραδείγµατος 6.3.10, κανονική

κατανοµή µε άγνωστη µέση τιµή και διασπορά– µη αποδεκτικότητα

της δειγµατικής διασποράς) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) , n ≥ 2, ένα τυ-

χαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ, σ2), θ
˜
= (µ, σ2) ∈ R×R

+.

Ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του σ2 είναι η δειγµατική διασπορά S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi−
X̄)2, όπως είδαµε στο Παράδειγµα 6.3.10. ΄Οµως, από την Πρόταση 4.3.1,

ο εκτιµητής S2
1 = c1S

2, c1 = n(n−1)
n(n−1)+2 έχει µικρότερο ΜΤΣ από τον S2

για κάθε κατανοµή, άρα και για την N (µ, σ2). Εποµένως ο S2 είναι µη

αποδεκτός µε κριτήριο το ΜΤΣ. Στην προκειµένη µάλιστα περίπτωση, µέ-

σω της Πρότασης 6.4.3, ϑα δείξουµε ότι ο εκτιµητής 1
n+1

∑n
i=1(Xi − X̄)2

είναι ο καλύτερος εκτιµητής του σ2 µε κριτήριο το ΜΤΣ µεταξύ όλων των

εκτιµητών της µορφής c
∑n

i=1(Xi − X̄)2, όπου c ϑετική σταθερά, άρα και

από τον S2 και τον S2
1 . Η απόδειξη έχει ως εξής.

Θέτουµε T =
∑
i=1

n

(Xi − X̄)2, οπότε από την Πρόταση 1.8.6 γνωρίζουµε ότι

T
σ2 ∼ χ2

n−1 µε πυκνότητα

h(x) =
1

Γ
(
n−1
2

)
2

n−1
2

x
n−1
2

−1e−
x
2 , x > 0.

Από την Πρόταση 1.7.1 η πυκνότητα της T είναι

f(t;σ2) =
1

σ2
h

(
t

σ2

)
, t > 0.
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Εφαρµόζοντας λοιπόν την Πρόταση 6.4.3 (µε θ το σ2) έχουµε

c∗ =
Eσ2=1T

Eσ2=1T 2
=

Eσ2=1T

Varσ2=1T + (Eσ2=1T )2
=

n− 1

2(n − 1) + (n− 1)2
=

1

n+ 1
,

δηλαδή ο 1
n+1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 είναι ο ϐέλτιστος στην κλάση c
∑
i=1

n

(Xi − X̄)2.

Παράδειγµα 6.4.3. (συνέχεια του Παραδείγµατος 6.3.3, οµοιόµορ-

ϕη κατανοµή– µη αποδεκτικότητα του ΑΟΕ∆ εκτιµητή) ΄Εστω X
˜

=

(X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ),
θ ∈ Θ = (0,∞). Η πυκνότητα της επαρκούς και πλήρους στατιστικής

συνάρτησης T (X
˜
) = X(n) είναι, όπως είδαµε στο Παράδειγµα 6.3.3,

fT (t; θ) =
n

θn
tn−1I(0,θ)(t) =

1

θ
h

(
t

θ

)
,

όπου h(x) = nxn−1I(0,1)(x). Η Πρόταση 6.4.3, συνεπώς, συνεπάγεται ότι

µεταξύ των εκτιµητών του θ, που έχουν τη µορφή c T , c > 0, ο ϐέλτιστος

εκτιµητής ως προς το ΜΤΣ είναι ο c∗T , όπου

c∗ =
Eθ=1T

Eθ=1T 2
=

∫ 1
0 ntndt

∫ 1
0 ntn+1dt

=
n+ 2

n+ 1
,

δηλαδή ο n+2
n+1T . Ειδικά, ο n+2

n+1T είναι καλύτερος από τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή
n+1
n T (ϐλέπε το Παράδειγµα 6.3.3). Επίσης µη αποδεκτός είναι και ο

ΑΟΕ∆ της µέσης τιµής θ
2 , n+1

2n T , επειδή ο n+2
2(n+1)T έχει µικρότερο ΜΤΣ.

6.5 Αποτίµηση της αµεροληψίας

Η ιδιότητα της αµεροληψίας µελετήθηκε ενδελεχώς στα Κεφάλαια 4, 5

και 6. Είναι µια λογική ιδιότητα–συνθήκη που εκφράζει «κατάσταση ουδε-

τερότητας» από την πλευρά του εκτιµητή. Συνδέεται άµεσα µε το ΜΤΣ και

µάλιστα το ερµηνεύει αφού για αµερόληπτους εκτιµητές το ΜΤΣ συµπί-

πτει µε τη διασπορά του. Είναι µια εύπεπτη και καλοδεχούµενη ιδιότητα

σε ευρεία κλίµακα χρηστών Στατιστικής Μεθοδολογίας. Εστιάζοντας σε α-

µερόληπτους εκτιµητές, είναι δυνατόν σε πολλές περιπτώσεις να ϐρεθεί ο
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ϐέλτιστος µεταξύ αυτών ως προς τη διασπορά, δηλαδή ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής.

΄Ενα σηµείο άσκησης κριτικής για τους ΑΟΕ∆ εκτιµητές είναι το γεγονός

ότι το σύνολο τιµών τους δεν συµπίπτει κατ΄ ανάγκη µε το σύνολο των εν

δυνάµει τιµών της εκτιµώµενης «ποσότητας». Αν και αυτό δεν συµβαί-

νει στις περισσότερες των πρακτικών εφαρµογών, ωστόσο δεν µπορεί να

αποκλειστεί. Ως ένα (ϑεωρητικό) παράδειγµα, στην περίπτωση τυχαίου

δείγµατος από την κανονική κατανοµή N (θ, 1), θ ∈ Θ = R, ο ΑΟΕ∆ ε-

κτιµητής του θ είναι ο δειγµατικός µέσος X̄ που έχει (δυνητικά) σύνολο

τιµών επίσης το R, όµως ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ2 είναι X̄2− 1
n , ο οποίος,

µε ϑετική πιθανότητα, µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές ενώ θ2 ∈ [0,∞).

Ειδικά στην περίπτωση που η πραγµατική (αλλά άγνωστη) τιµή του θ εί-

ναι 0, η πιθανότητα αρνητικής εκτίµησης του θ2 είναι πολύ µεγάλη καθώς

X̄ ∼ N
(
0, 1

n

)
, οπότε Z =

√
nX̄ ∼ N (0, 1) και εποµένως

Pθ=0

(∣∣X̄
∣∣ < 1√

n

)
= P0

(∣∣√nX̄
∣∣ < 1

)
= P (|Z| < 1)

= P (−1 < Z < 1) = Φ(1)− Φ(−1) = Φ(1)− (1− Φ(1))

= 2Φ(1) − 1 ≃ 2 · 0.84 − 1 = 0.68(!!!),

όσο µεγάλο και αν είναι το µέγεθος δείγµατος n.

Μια άλλη δυσκολία είναι ότι σε αρκετές πριπτώσεις, η «επιβολή» της α-

µεροληψίας µπορεί να προκαλέσει την «εισαγωγή πρόσθετης διασποράς»,

ακόµη και αν πρόκειται για τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή, µε τελικό προϊόν τη

δηµιουργία σχετικά µεγάλου ΜΤΣ. Η σχέση αµεροληψίας και διασπο-

ϱάς µελετήθηκε διεξοδικά στο Παράδειγµα 4.1.3. Η πιο ηχηρή πάντως

περίπτωση είναι αυτή του Παραδείγµατος 6.4.2 όπου ο ΑΟΕ∆ εκτιµη-

τής της διασποράς κανονικής κατανοµής µε (επίσης) άγνωστη µέση τιµή,

S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi − X)2 έχει µεγαλύτερο ΜΤΣ (άρα είναι µη αποδεκτός)

από τον εκτιµητή S2
1 = 1

n+1

∑
i=1

n

(Xi − X)2. Μία ακόµη περίπτωση είναι

αυτή του Παραδείγµατος 6.4.3

Στοιχείο σκεπτικισµού αποτελεί επίσης η εγγενής αδυναµία «µεταβίβα-

σης» της αµεροληψίας σε µετασχηµατισµούς αµερόληπτων εκτιµητών, µε

εξαίρεση τους γραµµικούς µετασχηµατισµούς. Η αδυναµία αυτή έχει σχο-
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λιαστεί στην Παρατήρηση 4.2.1.

Κλείνοντας την αποτίµηση της αµεροληψίας, σηµειώνουµε ότι το κατά

πόσον ϑα επιδιώξουµε τη χρησιµοποίηση αµερόληπτου εκτιµητή σε ένα

πρόβληµα εκτίµησης δεν είναι ένα ερώτηµα που µπορεί να απαντηθεί γε-

νικά µε ένα ναι ή ένα όχι. Η απόφαση πρέπει να ληφθεί λαµβάνοντας

πρωτίστως υπόψη το ϕυσικό πρόβληµα, τον σκοπό της εκτίµησης και τις

συνέπειές της.

6.6 Ασκήσεις

6.1. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, είναι ένα τυχαίο δείγµα από την

κανονική κατανοµή N (µ, σ2) µε σ2 άγνωστο, σ2 ∈ (0,∞), να ϐρεθεί ο

ΑΟΕ∆ εκτιµητής του σκ, κ > 0. (2 περιπτώσεις)

6.2. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Γάµµα

G(α, θ) µε α γνωστό και θ ∈ Θ = (0,∞). Να ϐρεθεί ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής

του θ.

6.3. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από τη γεωµετρική κατα-

νοµή Ge(θ), θ ∈ Θ = (0, 1). Να δειχθεί ότι η κατανοµή αυτή ανήκει στην

Μ.Ε.Ο.Κ., να ϐρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση καθώς

και ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του 1
θ .

6.4. ΄Εστω X µία παρατήρηση από την οµοιόµορφη κατανοµή U(−θ, θ),

θ ∈ Θ = (0,∞). Να δειχθεί ότι η X είναι επαρκής αλλά δεν είναι πλήρης.

Να ευρεθεί ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ.

6.5. Ποιες από τις εξής οικογένειες κατανοµών είναι Ε.Ο.Κ.;

α. Κατανοµή Γάµµα G(α, β), f(x;α, β) = 1
Γ(α)βαx

α−1e−
x
β , x > 0. (3

περιπτώσεις)

ϐ. Κατανοµή Βήτα Beta(α, β), f(x;α, β) = 1
B(α,β)x

α−1(1− z)β−1, 0 <

x < 1. (3 περιπτώσεις)

γ. f(x; θ, γ) = 1
θe

− 1
θ
(x−γ), x ≥ γ. (3 περιπτώσεις)
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Σε όσες περιπτώσεις οι κατανοµές ανήκουν στην Ε.Ο.Κ. να ϐρεθεί επαρκής

και πλήρης στατιστική συνάρτηση µε ϐάση ένα τυχαίο δείγµα από την

κατανοµή.

6.6. Η παρατήρηση X έχει κατανοµή που δίνεται στον πίνακα για θ ∈
Θ = {−1, 0, 1}. Είναι η στατιστική συνάρτηση T (X) = X πλήρης ;

X = 1 X = 2 X = 3

θ = −1 1/6 1/6 2/3

θ = 0 1/3 1/3 1/3

θ = 1 2/3 1/6 1/6

6.7. ΄Εστω X µία παρατήρηση από την κατανοµή Poisson, P(θ), θ ∈
Θ = (0,∞). Να δειχθεί ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ) = e−2θ είναι

T (X) = (−1)X . (Ο εκτιµητής T είναι πολύ «άστοχος» εκτιµητής αφού

παίρνει τιµές −1 ή 1 ενώ 0 < e−2θ < 1.)

6.8. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την διω-

νυµική κατανοµή B(2, θ), 0 < θ < 1. Να ϐρεθεί ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

g(θ) = Pθ(X1 ≤ 1).

6.9. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(θ − 1/2, θ + 1/2) να ϐρεθεί (ελάχιστη) επαρκής στατιστική

συνάρτηση.

6.10. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι τυχαίο δείγµα από την κανονική κα-

τανοµή N (µ, σ2) µε µ, σ2 άγνωστα, να ϐρεθεί ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του µ/σ.

6.11. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) και Y
˜

= (Y1, . . . , Ym) δύο ανεξάρτητα

τυχαία δείγµατα µε την ίδια άγνωστη µέση τιµή θ και γνωστές διασπορές

σ2
1 και σ2

2 αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση Tc = cX̄ +

(1− c)Ȳ , 0 ≤ c ≤ 1 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ. Να ϐρεθεί η τιµή

του c για την οποία η διασπορά του Tc είναι ελάχιστη. Είναι οι εκτιµητές

X̄ και Ȳ αποδεκτοί ως εκτιµητές του θ;

6.12. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιό-

µορφη κατανοµή U(θ, 2θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Να δειχθεί ότι T = 2
3X̄ είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του θ αλλά µη αποδεκτός.
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6.13. Εάν T1, T2 είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητές των g1(θ), g2(θ) αντίστοιχα, να

δειχθεί ότι T1 + T2 είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g1(θ) + g2(θ).

6.14. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κα-

τανοµή E(θ). Να ϐρεθεί µε κριτήριο το ΜΤΣ, ο ϐέλτιστος εκτιµητής του θ,

στην κλάση C =
{
cX̄ : c > 0

}
.

6.15. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανο-

νική κατανοµή N (θ, αθ2), µε θ ∈ Θ = (0,∞) και α γνωστή σταθερά.

α. Να ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής του θ της µορφής cS, όπου S2 =
1

n−1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 και c > 0.

ϐ. Να ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής του θ, της µορφής cX̄.

γ. Από τα α. και ϐ. να δειχθεί ότι η επαρκής στατιστική συνάρτηση του

Παραδείγµατος 6.3.9 δεν είναι πλήρης.

δ. (Khan, 1968) Μεταξύ των αµερόληπτων εκτιµητών του θ της µορφής

αX̄ + βS να ϐρεθεί αυτός που έχει την ελάχιστη διασπορά.

ε. Να δειχθεί ότι ο X̄ είναι µη αποδεκτός εκτιµητής του θ µε κριτήριο

το ΜΤΣ.

6.16. ΄Εστω T στατιστική συνάρτηση και θ παράµετρος κλίµακας για την

οικογένεια κατανοµών της T , δηλαδή η T έχει πυκνότητα fT (t; θ) =
1
θh
(
t
θ

)
, t > 0, θ ∈ Θ = (0,∞). Θεωρούµε την κλάση των εκτιµητών

του θ, C = {cT : c > 0} και τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) = t
θ − ln t

θ − 1

(γνωστή ως entropy loss ή Stein loss).

α. Να δειχθεί ότι το µέλος της κλάσης C, c0T όπου c0 =
1

Eθ=1T
είναι ο

αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

ϐ. Ο c0T (εκτός από αµερόληπτος) είναι επιπλέον ο ϐέλτιστος εκτιµητής

της κλάσης C µε κριτήριο τη µέση Ϲηµία EL(cT, θ).
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6.17. (Η δειγµατική διασπορά «αντεπιτίθεται». Στο Παράδειγµα 6.4.2 αλ-

λά και στην Ενότητα 4.3 είδαµε ότι στην περίπτωση κανονικής κατανοµής

µε άγνωστη µέση τιµή και άγνωστη διασπορά, υπάρχουν εκτιµητές της

µορφής c
∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
µε µικρότερο ΜΤΣ από αυτό του ΑΟΕ∆ εκτιµητή

S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
. Η άσκηση αυτή δείχνει µία ϐέλτιστη ιδιότητα

του S2 ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας του Stein.)

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανονι-

κή κατανοµή N (µ, σ2), µε µ και σ2 άγνωστα. Για την εκτίµηση του σ2

ϑεωρούµε την κλάση των εκτιµητών C =
{
Tc = c

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
: c > 0

}

και την συνάρτηση Ϲηµίας του Stein L(t, σ2) = t
σ2 − ln t

σ2 − 1. Να δει-

χθεί ότι ο ϐέλτιστος εκτιµητής στην κλάση C µε κριτήριο τη µέση Ϲηµία

EL(Tc, θ) είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του σ2, δηλαδή η δειγµατική διασπορά

S2 = 1
n−1

∑
i=1

n (
Xi − X̄

)2
.

6.18. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την

οµοιόµορφη κατανοµή U(−θ, θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Θέτουµε Y(n) =

max{Y1, . . . , Yn} όπου Yi = |Xi|, i = 1, . . . , n.

α. Να δειχθεί ότι η Y(n) είναι επαρκής και πλήρης µε πυκνότητα

n
yn−1

θn
, 0 ≤ y < θ.

ϐ. Να ϐρεθεί ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής της διασποράς της κατανοµής, θ2

3 .

γ. Να ϐρεθεί ο ϐέλτιστος εκτιµητής του θ2

3 στην κλάση των εκτιµητών

C =
{
cY 2

(n) : c > 0
}

µε κριτήριο το ΜΤΣ.

δ. Να δειχθεί ότι η δειγµατική διασπορά S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 και

S2
0 = 1

n

∑
i=1

n

X2
i είναι µη αποδεκτοί και να ϐρεθούν καλύτεροι εκτιµη-

τές από αυτούς.

ε. Να δειχθεί ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ2

3 είναι µη αποδεκτός ϐρίσκο-

ντας έναν καλύτερο εκτιµητή.
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Κεφάλαιο 7

Μέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας και

µέθοδος των ϱοπών

Στα Κεφάλαια 4, 5 και 6 δόθηκε έµφαση στους αποδοτικούς εκτιµητές

και τους ΑΟΕ∆ εκτιµητές, η αναζήτηση των οποίων έχει ως αφετηρία το

κριτήριο του ΜΤΣ, ενώ ϐασίζεται σε δύο λογικοφανείς ιδιότητες : την αµε-

ϱοληψία και την ελάχιστη διασπορά. Με άλλα λόγια, πρώτα «επιβλήθηκαν»

στους εκτιµητές οι ιδιότητες αυτές και κατόπιν κατασκευάστηκαν οι εκτι-

µητές που τις ικανοποιούν. Αντίθετα, οι εκτιµητές που παρουσιάζονται σε

αυτό το κεφάλαιο ϐασίζονται σε δύο απλές στατιστικές αρχές, που τις είδα-

µε εν συντοµία στην Ενότητα 3.3, αυτές της µέγιστης πιθανοφάνειας και

της αντικατάστασης και αναφέρονται, αντίστοιχα, ως εκτιµητές µέγιστης

πιθανοφάνειας και εκτιµητές ϱοπών. Η µελέτη των ιδιοτήτων αυτών των

εκτιµητών έπεται της κατασκευής τους. ΄Ενα σηµαντικό πλεονέκτηµά τους

είναι ότι η κατασκευή τους δεν απαιτεί προηγούµενη στατιστική γνώση

(όπως επάρκεια ή πληρότητα).

7.1 Μέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας

Η µέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας αποτελεί µία γενική τεχνική κατα-

σκευής εκτιµητή για µία άγνωστη παράµετρο θ, πραγµατική ή διανυσµα-

τική και γενικότερα για µία άγνωστη τιµή g(θ). Σε ειδικές περιπτώσεις,

η µέθοδος χρησιµοποιήθηκε από τον Gauss, αλλά και νωρίτερα από τον

Laplace (γνωστό και από τον τύπο της κλασικής πιθανότητας). ΄Οµως, ως

221
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γενική µέθοδος εκτίµησης προτάθηκε, ονοµάστηκε και καθιερώθηκε από

τον Fisher σε µια σειρά εργασιών του, Fisher (1912, 1922, 1925, 1934),

όπου µελέτησε τις ιδιότητές της. Η µέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας

έχει πλέον ταυτιστεί µε το όνοµα του Fisher, µπορεί να εφαρµοστεί εύκο-

λα σε πάρα πολλά προβλήµατα εκτίµησης, ερµηνεύεται διαισθητικά πολύ

απλά και γενικά παράγει καλούς εκτιµητές ειδικά για µεγάλο µέγεθος

δείγµατος. ∆εν είναι υπερβολή να ισχυριστούµε ότι είναι η πλέον γνωστή

και η πλέον χρησιµοποιούµενη στις εφαρµογές µέθοδος εκτίµησης. ΄Ο-

πως αναλύθηκε στην Ενότητα 3.3, η µέθοδος στηρίζεται στην απλή και

ϐασική αρχή ότι, εάν x
˜

= (x1, . . . , xn) είναι η παρατηρηθείσα τιµή του

X
˜

= (X1, . . . ,Xn), (δηλαδή x
˜

είναι τα προς ανάλυση δεδοµένα σύµφωνα

µε την Ενότητα 3.1), τότε επιλέγεται ως εκτίµηση του θ η τιµή θ̂(x
˜
) ∈ Θ,

που µεγιστοποιεί ως προς θ ∈ Θ την πιθανοφάνεια του x
˜

(αρχή της µέγιστης

πιθανοφάνειας) . Για διακριτό X
˜

, η πιθανοφάνεια του x
˜

είναι η πιθανό-

τητα να προκύψει η ήδη παρατηρηθείσα τιµή x
˜

, δηλαδή Pθ(X
˜

= x
˜
), που

συµπίπτει µε την πυκνότητα του X
˜

στο σηµείο x
˜

. Γενικά, εάν το δείγ-

µα X
˜

(διακριτό ή συνεχές) έχει πυκνότητα f(x
˜
; θ), θ ∈ Θ, η συνάρτηση

πιθανοφάνειας (ή απλά πιθανοφάνεια του x
˜

) ορίζεται από τη σχέση

L(θ | x
˜
) = f(x

˜
; θ), θ ∈ Θ.

Είναι, δηλαδή, η συνάρτηση πιθανοφάνειας απλά και µόνον η πυκνότητα

του X
˜

, f(x
˜
; θ), υπολογιζόµενη στην παρατηρηθείσα τιµή x

˜
του X

˜
και

ϑεωρούµενη ως συνάρτηση του θ (µε σταθερό x
˜

). Συχνά η συνάρτηση

L(θ | x
˜
) ϑα συµβολίζεται απλά µε L(θ).

Η διαισθητική ερµηνεία της µεγιστοποίησης ως προς θ της πιθανοφά-

νειας L(θ | x
˜
) = f(x

˜
; θ) δόθηκε µέσω ενός παραδείγµατος στην Ενότητα

3.3. Μια πιο αυστηρή αιτιολόγηση παρουσιάζεται στην Πρόταση 7.1.1.

Θεωρούµε ότι το X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κα-

τανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ και υποθέτουµε τα εξής.

Σ1. Το κοινό σύνολο τιµών των Xi, S1 = {x : f1(x; θ) > 0}, δεν εξαρτά-

ται από το θ.
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Σ2. Για κάθε θ1 6= θ2, σηµεία του Θ, ισχύει f1(x; θ1) 6= f1(x; θ2), x ∈
S2 ⊂ S1 µε P(S2) > 0, σε κάθε δηλαδή σηµείο του Θ αντιστοιχεί

διαφορετική κατανοµή πιθανότητας. 1

Επίσης, συµβολίζουµε µε θ0 την άγνωστη, αλλά µοναδική τιµή της πα-

ϱαµέτρου θ, προς διάκριση από τα υπόλοιπα σηµεία του παραµετρικού

χώρου Θ, και ϑα την αναφέρουµε εµφατικά ως αληθή τιµή του θ. Τα δε-

δοµένα X
˜

έχουν δηλαδή παραχθεί από την κατανοµή πιθανότητας, που

αντιστοιχεί στο θ0 (και µόνο σε αυτό) και την οποία συµβολίζουµε Pθ0 .

Πρόταση 7.1.1. Υπό τις Σ1 και Σ2 ισχύει ότι

Pθ0

(
lim
n→∞

1

n
ln

L(θ0 | X
˜
)

L(θ | X
˜
)
> 0

)
= 1 , (7.1)

για κάθε θ ∈ Θ, θ 6= θ0.

Απόδειξη. ΄Εχουµε L(θ | x
˜
) = f(x

˜
; θ) =

∏n
i=1 f1(xi; θ) για κάθε θ ∈ Θ,

οπότε η (7.1) ισοδύναµα γράφεται

Pθ0

(
lim
n→∞

1

n
ln

n∏

i=1

f1(Xi; θ0)

f1(Xi; θ)
> 0

)
= 1

ή

Pθ0

(
lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Yi > 0

)
= 1 , (7.2)

όπου

Yi = ln
f1(Xi; θ0)

f1(Xi; θ)
, i = 1, . . . , n.

Θα πρέπει λοιπόν να δείξουµε την (7.2).

1Υποσηµείωση : ΄Οταν η οικογένεια πυκνοτήτων {f1(x; θ) : θ ∈ Θ} ικανοποιεί τη

συνθήκη Σ2, η παράµετρος θ λέγεται αναγνωρίσιµη ή ταυτοποιήσιµη (identifiable). Για

παράδειγµα, στην οικογένεια κανονικών κατανοµών N (θ, 1), θ ∈ ℜ, το θ είναι αναγνω-

ϱίσιµο, ενώ στην οικογένεια κανονικών κατανοµών N (cos θ, 1), θ ∈ ℜ, το θ δεν είναι

αναγνωρίσιµο, γιατί όλα τα θ = 2κπ + π
3

, κ = 0, 1, . . . παράγουν την ίδια κατανοµή

N (1/2, 1). Ουσιαστικά, δεν έχει νόηµα η εκτίµηση µη αναγνωρίσιµης παραµέτρου.
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Η υπόθεση Σ1 εξασφαλίζει ότι 0 < f1(Xi;θ0)
f1(Xi;θ)

< ∞ µε πιθανότητα 1

ως προς την κατανοµή Pθ0 (αφού ο αριθµητής και ο παρανοµαστής είναι

ϑετικοί για Xi στο ίδιο σύνολο, το S1, και Pθ0(Xi ∈ S1) = 1). Εποµένως οι

τυχαίες µεταβλητές Yi, i = 1, . . . , n είναι καλώς ορισµένες. Επιπλέον, οι

Yi, i = 1, . . . , n είναι ανεξάρτητες µε κοινή κατανοµή ως συναρτήσεις των

Xi, i = 1, . . . , n, αντίστοιχα. Συνεπώς, από τον Ισχυρό Νόµο των Μεγάλων

Αριθµών (Θεώρηµα 1.10.2) έχουµε Pθ0

(
lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

Yi = Eθ0Y1

)
= 1 και

η (7.2) ϑα ισχύει αν δείξουµε ότι

Eθ0Y1 = Eθ0 ln
f1(X1; θ0)

f1(X1; θ)
> 0 , για θ 6= θ0. (7.3)

Η (7.3) είναι ένα κλασικό αποτέλεσµα που περιέχεται στον Wald (1949).

(Ενδεχοµένως να ήταν και γνωστό νωρίτερα σε κύκλους της Στατιστικής Θε-

ωρίας Πληροφοριών. Μάλιστα, το δεύτερο µέλος της ισότητας στην (7.3)

ονοµάζεται Kullback­Leibler απόσταση µεταξύ των πυκνοτήτων (κατανο-

µών) f1(x; θ0) και f1(x; θ), χρησιµεύει ως αριθµητικός δείκτης της δια-

ϕορετικότητας (discrimination) τους (ϐλέπε Kullback and Leibler, 1951),

ενώ επίσης έχει εφαρµογές και σε Ελέγχους Στατιστικών Υποθέσεων για

n → ∞, ϐλέπε π.χ. Bahadur (1960).) Η απόδειξή της (7.3) χρησιµοποιεί

την ανισότητα Jensen (ϐλέπε Πρόταση 1.5.2). Από την υπόθεση Σ2, για

θ 6= θ0 η τυχαία µεταβλητή
f1(Xi; θ0)

f1(Xi; θ)
δεν είναι σταθερά (= 1, αν ήταν)

και επειδή η συνάρτηση − lnx είναι γνησίως κυρτή έχουµε

Eθ0Y1 = Eθ0

(
− ln

f1(Xi; θ)

f1(Xi; θ0)

)
> − lnEθ0

f1(Xi; θ)

f1(Xi; θ0)
=

= − ln

∫

S1

f1(x; θ)

f1(x; θ0)
f1(x; θ0)dx = − ln

∫

S1

f1(x; θ)dx = − ln 1 = 0.

(Στην περίπτωση διακριτής κατανοµής, το ολοκλήρωµα αντικαθίσταται µε

σειρά ή άθροισµα.)

Η (7.1) συνεπάγεται ότι µε πιθανότητα 1,
1

n
ln

L(θ0 | X
˜
)

L(θ | X
˜
)
> 0 για n → ∞.
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Ως εκ τούτου έχουµε

L(θ0 | X
˜
)

L(θ | X
˜
)
> 1 ή L(θ0 | X

˜
) > L(θ | X

˜
) , ∀θ 6= θ0

και συνεπώς το σηµείο θ0, η αληθής τιµή της παραµέτρου, µεγιστοποιεί

την πιθανοφάνεια του X
˜

= (X1, . . . ,Xn), L(θ | X
˜
), καθώς n → ∞, αν

δηλαδή είχαµε «άπειρα» το πλήθος διαθέσιµα δεδοµένα. Λόγω αυτής της

οριακής – «πληθυσµιακής» ιδιότητας του θ0 επιλέγουµε ως εκτίµηση του το

δειγµατικό του ανάλογο, συγκεκριµένα, εκείνη την τιµή θ(x
˜
) ∈ Θ, που έχει

την ίδια ακριβώς ιδιότητα στο πεπερασµένο δείγµα x
˜
= (x1, . . . , xn), δηλα-

δή µεγιστοποιεί ως προς θ ∈ Θ τη συνάρτηση L(θ | x
˜
). Η τιµή θ̂(x

˜
) είναι η

εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας και η στατιστική συνάρτηση θ̂(X
˜
) είναι

ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας του θ για κάθε πεπερασµένο µέγεθος

δείγµατος n. Σηµειώνουµε ότι ο ιδιαίτερος συµβολισµός θ̂(X
˜
), αντί π.χ.

T (X
˜
) ή S(X

˜
) κλπ, έχει καθιερωθεί στη διεθνή ϐιβλιογραφία. Ο εκτιµητής

µέγιστης πιθανοφάνειας του θ ορίζεται λοιπόν ως εξής.

Ορισµός 7.1.1. Ο εκτιµητής θ̂(X
˜
) ονοµάζεται εκτιµητής µέγιστης πιθανο-

ϕάνειας (ε.µ.π.) του θ εάν για κάθε τιµή x
˜

του X
˜

ισχύει

L
(
θ̂(x
˜
)
)
= max

θ∈Θ
L(θ | x

˜
). (7.4)

Η συντοµογραφία ε.µ.π. ϑα χρησιµοποιείται αδιακρίτως, λόγω απλό-

τητας, για τον εκτιµητή θ̂(X
˜
), αλλά και την εκτίµηση θ̂(x

˜
), προτάσσοντας

το αντίστοιχο άρθρο (ο ή η). Η εύρεση λοιπόν του ε.µ.π. του θ ανάγεται

στην εύρεση της τιµής θ ∈ Θ, που µεγιστοποιεί ολικά τη συνάρτηση πι-

ϑανοφάνειας L(θ | x
˜
). Το ολικό µέγιστο µπορεί να επιτυγχάνεται σε µία

τιµή θ̂(x
˜
) (η πλέον τυπική περίπτωση) ή σε περισσότερες από µία τιµές ή

να µην υπάρχει. Ανάλογα, ο ε.µ.π. είναι µοναδικός ή υπάρχουν πολλοί

ε.µ.π. ή δεν υπάρχει ε.µ.π.. Εάν η συνάρτηση L(θ | x
˜
) παραγωγίζεται

ως προς θ, το µέγιστο υπάρχει και επιτυγχάνεται σε εσωτερικό σηµείο

του Θ τότε µπορεί να ϐρεθεί µε παραγώγιση. Σε αυτές τις περιπτώσεις

λόγω της µορφής της L(θ | x
˜
), είναι συχνά πιο εύκολο να µεγιστοποιή-

σουµε τον (νεπέριο) λογάριθµο lnL(θ | x
˜
). Προφανώς, κάθε τιµή του θ
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που µεγιστοποιεί τη συνάρτηση lnL(θ | x
˜
) επίσης µεγιστοποιεί και τη συ-

νάρτηση L(θ | x
˜
), γιατί ο λογάριθµος είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση.

Στην περίπτωση τυχαίου δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) από κατανοµή µε

πυκνότητα f1(x; θ), η συνάρτηση πιθανοφάνειας έχει τη µορφή

L(θ) = L(θ | x
˜
) =

n∏

i=1

f1(xi; θ), x
˜
= (x1, . . . , xn),

οπότε

lnL(θ) =
n∑

i=1

ln f1(xi; θ).

Αν το θ είναι πραγµατικός αριθµός και το µέγιστο µπορεί να ϐρεθεί µε

παραγώγιση, ο ε.µ.π. είναι λύση ως προς θ της εξίσωσης

0 =
∂

∂θ
lnL(θ) =

n∑

i=1

∂
∂θf1(xi; θ)

f1(xi; θ)
, (7.5)

η οποία αναφέρεται ως εξίσωση πιθανοφάνειας . Στην περίπτωση που το

θ είναι διανυσµατική παράµετρος θ = (θ1, . . . , θr) και το µέγιστο µπορεί

να ϐρεθεί µε παραγώγιση, ο ε.µ.π. είναι λύση ως προς θ1, . . . , θr του

συστήµατος των εξισώσεων πιθανοφάνειας

0 =

n∑

i=1

∂
∂θj

f1(xi; θ)

f1(xi; θ)
, j = 1, . . . , r. (7.6)

Λύνοντας την (7.5) ή τις (7.6), πρέπει περαιτέρω να διαπιστώνεται ότι η

λύση αντιστοιχεί σε ολικό µέγιστο. Ανάλογα µε τη µορφή της L(θ | x
˜
),

οι εξισώσεις (7.5) και (7.6) είναι δυνατόν να επιδέχονται λύση σε κλειστή

µορφή ως συναρτήσεις του x
˜

ή µόνον αριθµητική επίλυση.

∆ίνουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα υπολογισµού εκτιµητών

µέγιστης πιθανοφάνειας.

Παράδειγµα 7.1.1. (∆ιακριτός παραµετρικός χώρος) ∆ίνεται µία πα-

ϱατήρηση X από την κατανοµή που ϕαίνεται στον πίνακα. Το σύνολο

τιµών του X είναι {1, 2, 3}, τα στοιχεία του πίνακα είναι οι αντίστοιχες

πιθανότητες αυτών των τιµών και θ ∈ Θ = {0, 1}.
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X = 1 X = 2 X = 3

θ = 0 0.1 0.7 0.2

θ = 1 0.9 0.05 0.05

Εάν X = 1, η πιθανοφάνεια L(θ) έχει τιµές L(0) = 0.1, L(1) = 0.9

και µεγιστοποιείται για θ = 1. Ανάλογα, εάν X = 2, η πιθανοφάνεια

µεγιστοποιείται για θ = 0 και εάν X = 3 η πιθανοφάνεια µεγιστοποιείται

για θ = 0. Εποµένως, ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂(X) µε θ̂(1) = 1, θ̂(2) = 0,

θ̂(3) = 0.

Παράδειγµα 7.1.2. (Κανονική κατανοµή - ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,

Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ, σ2).

1η Περίπτωση: σ2 γνωστό, µ = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = R .

Τότε

f1(x; θ) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x−θ)2

και εποµένως έχουµε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
1

σn(2π)n/2
e−

1
2σ2

∑n
i=1(xi−θ)2 ,

lnL(θ) = −n

2
lnσ2 − n

2
ln(2π)− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − θ)2,

∂

∂θ
lnL(θ) =

1

σ2

n∑

i=1

(xi − θ).

Από την εξίσωση πιθανοφάνειας ∂
∂θ lnL(θ) = 0, προκύπτει

∑n
i=1(xi−θ) =

0, δηλαδή θ = 1
n

∑n
i=1 xi = x̄. Η λύση x̄ ανήκει στο Θ, είναι µοναδική

και αντιστοιχεί σε ολικό µέγιστο, επειδή ∂2

∂θ2
lnL(θ) = − n

σ2 < 0 για κάθε

θ ∈ Θ. ΄Αρα ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂(X
˜
) = 1

n

∑n
i=1 Xi = X̄. Παρατηρούµε

ότι ο ε.µ.π. συµπίπτει µε τον αποδοτικό εκτιµητή του θ (ϐλέπε Παράδειγµα

5.2.11).

2η Περίπτωση: µ γνωστό, σ2 = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = (0,∞) .
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Τότε

f1(x; θ) =
1

θ1/2
√
2π

e−
1
2θ

(x−µ)2

και εποµένως έχουµε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
1

θn/2(2π)n/2
e−

1
2θ

∑n
i=1(xi−µ)2 ,

lnL(θ) = −n

2
ln θ − n

2
ln(2π) − 1

2θ

n∑

i=1

(xi − µ)2,

∂

∂θ
lnL(θ) = − n

2θ
+

1

2θ2

n∑

i=1

(xi − µ)2.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε
∑n

i=1(xi − µ)2 > 0 (λόγω της

συνεχούς κατανοµής των Xi). Τότε, λύνοντας την εξίσωση πιθανοφά-

νειας ∂
∂θ lnL(θ) = 0, προκύπτει −n + 1

θ

∑n
i=1(xi − µ)2 = 0, δηλαδή

θ = 1
n

∑n
i=1(xi − µ)2 = θ̂ (έστω). Η λύση είναι µοναδική, αντιστοιχεί σε

µέγιστο, επειδή ∂2

∂θ2
lnL(θ) |θ=θ̂=

n
θ̂2
− 1

θ̂3

∑n
i=1(xi−µ)2 = − n

2θ̂2
< 0, το ο-

ποίο είναι ολικό µέγιστο, αφού lim
θ→0+

lnL(θ) = lim
θ→∞

lnL(θ) = −∞. ΄Αρα ο

ε.µ.π. του θ είναι θ̂(X
˜
) = 1

n

∑n
i=1(Xi−µ)2. Παρατηρούµε ότι ο ε.µ.π. συ-

µπίπτει µε τον αποδοτικό εκτιµητή του θ (ϐλέπε Παράδειγµα 5.2.12). Αν

ϑεωρήσουµε το σ ως άγνωστη παράµετρο αντί του σ2 και ακολουθήσουµε

την παραπάνω διαδικασία (οπότε τώρα ϑα παραγωγίσουµε ως προς σ), ϑα

ϐρούµε ως ε.µ.π. τη στατιστική συνάρτηση

√
1
n

∑n
i=1(Xi − µ)2 =

√
θ̂(X
˜
).

Στην Ενότητα 7.2, όπου µελετάµε γενικές ιδιότητες των ε.µ.π. ϑα διαπι-

στώσουµε ότι, έχοντας ήδη ϐρει τον ε.µ.π. του σ2, θ̂(X
˜
), µπορούµε να

ϐρούµε τον ε.µ.π. του σ παίρνοντας κατ΄ ευθείαν την τετραγωνική ϱίζα√
θ̂(X
˜
).

3η Περίπτωση: µ,σ2 άγνωστα, οπότε θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R× (0,∞).

Τότε

f1(x; θ) =
1

σ
√
2π

e−
1

2σ2 (x−µ)2
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και εποµένως έχουµε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) =
1

σn(2π)n/2
e−

1
2σ2

∑n
i=1(xi−µ)2 ,

lnL(θ) = −n

2
lnσ2 − n

2
ln(2π) − 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2,

∂

∂σ2
lnL(θ) = − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑

i=1

(xi − µ)2,

∂

∂µ
lnL(θ) =

1

σ2

n∑

i=1

(xi − µ).

Ανάλογα µε την προηγούµενη περίπτωση, ϑεωρούµε
∑n

i=1(xi − µ)2 > 0

και
∑n

i=1(xi − x̄)2 > 0. Τότε, λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων πιθα-

νοφάνειας ∂
∂σ2 lnL(θ) = 0 και ∂

∂µ lnL(θ) = 0 έχουµε µ = 1
n

∑n
i=1 xi = x̄

και σ2 = 1
n

∑n
i=1(xi − x̄)2. Η λύση είναι µοναδική και αντιστοιχεί σε

ολικό µέγιστο (δικαιολογείται παρακάτω). ΄Αρα οι ε.µ.π. των µ, σ2 είναι

αντίστοιχα µ̂ = X̄, σ̂2 = 1
n

∑n
i=1(Xi− X̄)2. Παρατηρούµε ότι ο ε.µ.π. του

σ2 διαφέρει από τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή που είναι 1
n−1

∑
i(Xi − X̄)2 (ϐλέπε

Παράδειγµα 6.3.10). Θα αποδείξουµε τώρα ότι η τιµή θ̂ = (µ̂, σ̂2) όντως

µεγιστοποιεί ολικά τη συνάρτηση lnL(θ). Κατ΄ αρχάς, ας συµβολίσουµε τη

συνάρτηση πιθανοφάνειας L(µ, σ2) αντί L(θ), αφού εξ άλλου θ = (µ, σ2).

Τότε για κάθε σ2 > 0, έχουµε

lnL(µ, σ2) 6 lnL(x̄, σ2) , ∀µ ∈ ℜ, (7.7)

επειδή, όπως είδαµε στην 1η περίπτωση, x̄ είναι η ε.µ.π. του µ για κάθε

δεδοµένο (γνωστό), αλλά οποιοδήποτε σ2 > 0. Περαιτέρω και κατ΄ αναλο-

γία µε την 2η περίπτωση, η συνάρτηση lnL(x̄, σ2) = −n
2 lnσ

2− n
2 ln(2π)−

1
2σ2

∑
i=1

n

(xi − x̄)2, µεγιστοποιείται µοναδικά για σ2 = σ̂2 = 1
n

∑
i=1

n

(xi − x̄)2.

Εποµένως, έχουµε

lnL(x̄, σ2) 6 lnL(x̄, σ̂2) , ∀σ2 > 0. (7.8)
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Τελικά, συνδυάζοντας τις (7.7) και (7.8), προκύπτει ότι

lnL(µ, σ2) 6 lnL(x̄, σ̂2) , ∀(µ, σ2) ∈ ℜ × (0,∞) ,

δηλαδή το σηµείο (x̄, σ̂2) µεγιστοποιεί µοναδικά τη συνάρτηση lnL(µ, σ2).

Σηµειώνουµε, ότι αυτός ο τρόπος απόδειξης, που αποφεύγει τη χρησιµο-

ποίηση του πίνακα των δεύτερων παραγώγων, είναι γενικός, δεν εξαρτάται

δηλαδή από τη συγκεκριµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας και ϑα τον χρη-

σιµοποιήσουµε και στο Παράδειγµα 7.1.8.

Παράδειγµα 7.1.3. (Κατανοµή Poisson - ε.µ.π.) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn),

ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Poisson, P(θ), θ ∈ Θ = (0,∞). ΄Ε-

χουµε

f1(x; θ) = e−θ θ
x

x!
, x = 0, 1, 2, . . .

και εποµένως

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ) = e−nθ θ
∑n

i=1 xi

x1! · · · xn!
.

Παρατηρούµε, ότι εάν
∑n

i=1 xi = 0 ⇔ xi = 0, i = 1, . . . , n, τότε L(θ |
0
˜
) = e−nθ και supθ∈Θ L(θ | 0

˜
) = 1, το οποίο όµως δεν επιτυγχάνεται για

καµία τιµή του θ ∈ (0,∞), αφού 0 < e−nθ < 1, για κάθε θ > 0. ΄Αρα,

εάν η παρατηρηθείσα τιµή του X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι 0
˜
= (0, . . . , 0),

τότε δεν υπάρχει maxθ∈Θ L(θ), δηλαδή για X
˜

= 0
˜

δεν υπάρχει ε.µ.π. του

θ. Εάν όµως
∑n

i=1 xi > 0, δηλαδή η παρατηρηθείσα τιµή του X
˜

είναι

διάφορη του 0
˜
, τότε

lnL(θ) = −nθ +
( n∑

i=1

xi
)
ln θ − ln(x1! · · · xn!) ,

∂

∂θ
lnL(θ) = −n+

1

θ

n∑

i=1

xi .

Λύνοντας την εξίσωση πιθανοφάνειας ∂
∂θ lnL(θ) = 0 ως προς θ, έχουµε

θ = 1
n

∑n
i=1 xi = x̄. Η λύση είναι µοναδική, αντιστοιχεί σε ολικό µέγιστο,
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επειδή ∂2

∂θ2
lnL(θ) = − 1

θ2
∑n

i=1 xi < 0 για κάθε θ ∈ Θ και ανήκει στο

Θ = (0,+∞), αφού
∑n

i=1 xi > 0. Τελικά έχουµε ότι ο ε.µ.π. του θ είναι

θ̂(X
˜
) =





δεν υπάρχει , εάν X
˜

= 0
˜

X̄ , εάν X
˜

6= 0
˜

.

Η πιθανότητα µη ύπαρξης του ε.µ.π. του θ είναι

Pθ(δεν υπάρχει ο ε.µ.π. του θ) = Pθ(X
˜

= 0
˜
) = Pθ(X1 = 0, . . . ,Xn = 0)

=

n∏

i=1

Pθ(Xi = 0) =

n∏

i=1

e−θ = e−nθ > 0,

µε limn→∞ Pθ(δεν υπάρχει ο ε.µ.π. του θ) = 0. Στο παράδειγµα λοιπόν

αυτό υπάρχει µεν ϑετική πιθανότητα να µην υπάρχει ο ε.µ.π. της παρα-

µέτρου θ, αλλά το «παρήγορο» είναι ότι η πιθανότητα αυτή συγκλίνει στο

µηδέν µε εκθετική ταχύτητα, καθώς το µέγεθος του δείγµατος n → ∞.

Με άλλα λόγια, ο ε.µ.π. του θ υπάρχει µε πιθανότητα που τείνει στο 1,

όταν n → ∞.

Παράδειγµα 7.1.4. (Οµοιόµορφη κατανοµή µε ένα άκρο γνωστό -

ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U [0, θ], θ ∈ Θ = (0,∞).

΄Εχουµε

f1(x; θ) =





1
θ , 0 6 x 6 θ

0 , διαφορετικά
,

οπότε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=





1
θn , 0 ≤ xi ≤ θ, i = 1, . . . , n

0 , διαφορετικά

=





1
θn , θ ≥ x(n) = max(x1, . . . , xn)

0 , διαφορετικά.
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L(θ)

θx(n)

Σχήµα 7.1: Συνάρτηση πιθανοφάνειας για την οµοιόµορφη κατανοµή

Το µέγιστο της L(θ) ϑα αναζητηθεί, προφανώς, στον ϑετικό κλάδο,

δηλαδή είναι το µέγιστο της συνάρτησης 1
θn για θ ≥ x(n), που είναι

γνησίως ϕθίνουσα ως προς θ. Συνεπώς, το µέγιστο επιτυγχάνεται, ό-

ταν θ = x(n) (ϐλέπε Σχήµα 7.1). ΄Αρα ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂(X
˜
) =

X(n) = max(X1, . . . ,Xn). Σηµειώνουµε ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ είναι
n+1
n X(n) (ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.3). Επίσης παρατηρούµε ότι Pθ(θ̂(X

˜
) 6

θ) = Pθ(X(n) 6 θ) = Pθ(X1 6 θ,X2 6 θ, . . . ,Xn 6 θ) = Pθ(X1 6

θ)Pθ(X2 6 θ) . . .Pθ(Xn 6 θ) = [Pθ(X1 6 θ)]n = 1, δηλαδή µε πιθανότη-

τα 1, ισχύει θ̂(X
˜
) 6 θ, το οποίο σηµαίνει ότι στην προκειµένη περίπτωση

ο ε.µ.π. υποεκτιµά την άγνωστη παράµετρο θ. Η χρησιµοποίηση, εδώ,

του ε.µ.π. γνωρίζοντας ότι το θ είναι µε πιθανότητα 1 µεγαλύτερο από

την εκτίµηση του δεν πρέπει γενικά να περάσει απαρατήρητη, αντίθετα

πρέπει να προβληµατίσει τον χρήστη, ανάλογα µε το υπό µελέτη ϕυσικό

πρόβληµα. Περαιτέρω, είναι εύκολο να δειχθεί, χρησιµοποιώντας τις σχέ-

σεις EθX(n) =
n

n+1θ και VarθX(n) =
n

(n+ 2)(n + 1)2
θ2, (η απόδειξη των

οποίων ϐασίζεται στην κατανοµή της X(n), ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.3), ότι

ΜΤΣ(
n+ 1

n
X(n); θ) = Varθ(

n+ 1

n
X(n)) =

1

n(n+ 2)
θ2,

ενώ

ΜΤΣ(θ̂(X
˜
); θ) = Varθ(X(n)) + (EθX(n) − θ)2 =

2

(n+ 1)(n + 2)
θ2.

Εποµένως ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής είναι καλύτερος από τον ε.µ.π. µε κριτήριο

το ΜΤΣ. Εάν τώρα ϑεωρήσουµε την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ), δηλαδή
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στο ανοικτό διάστηµα (0, θ), τότε έχουµε

L(θ) =





1
θn , θ > x(n)

0 , διαφορετικά.

Σε αυτήν την περίπτωση sup
θ>x(n)

L(θ) =
1

xn(n)
, το οποίο όµως δεν επιτυγχά-

νεται για καµία τιµή του θ ∈ (x(n),∞), άρα δεν υπάρχει ο ε.µ.π. του θ.

Βλέπουµε, εδώ, ότι µία µη ουσιαστική αλλαγή στον ορισµό της (συνεχούς)

πυκνότητας των δεδοµένων, επέφερε δραστική µεταβολή στην εκτίµηση

του θ µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας.

Παράδειγµα 7.1.5. (Οµοιόµορφη κατανοµή µε άγνωστα άκρα - ε.µ.π.)

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανο-

µή U [θ, θ + 1], θ ∈ Θ = R.

΄Εχουµε

f1(x; θ) =




1 , θ ≤ x ≤ θ + 1

0 , διαφορετικά.

Εποµένως,

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=




1 , θ ≤ xi ≤ θ + 1 , i = 1, . . . , n

0 , διαφορετικά

=




1 , x(n) − 1 ≤ θ ≤ x(1)

0 , διαφορετικά
,

όπου x(1) = min(x1, . . . , xn) και x(n) = max(x1, . . . , xn). Προφανώς,

maxθ∈Θ L(θ) = 1, το οποίο επιτυγχάνεται για οποιαδήποτε τιµή του θ στο

διάστηµα [x(n) − 1, x(1)]. Συνεπώς, κάθε εκτιµητής θ̂(X
˜
) που ικανοποιεί

τη σχέση X(n) − 1 ≤ θ̂(X
˜
) ≤ X(1) είναι ε.µ.π. του θ. Συνεπώς υπάρχουν

άπειροι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας του θ. Μερικοί από αυτούς
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είναι X(1), X(n)−1, c(X(n)−1)+(1− c)X(1), όπου c σταθερά, 0 ≤ c ≤ 1,

c(X
˜
)(X(n) − 1) +

(
1− c(X

˜
)
)
X(1), όπου c(X

˜
) είναι στατιστική συνάρτηση

µε 0 ≤ c(X
˜
) ≤ 1 (π.χ. c(X

˜
) = cos2X1).

Παράδειγµα 7.1.6. (Κατανοµή Γάµµα - ε.µ.π.) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn),

n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Γάµµα G(α, β) µε α, β άγνω-

στα, οπότε θ = (α, β) ∈ (0,∞) × (0,∞).

΄Εχουµε

f1(x; θ) =
1

Γ(α)βα
xα−1e

− x
β , x > 0.

Εποµένως,

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=
1[

Γ(α)
]n
βnα

( n∏

i=1

xi
)α−1

e−
1
β

∑n
i=1 xi ,

lnL(θ) = −n ln Γ(α) − nα ln β + (α− 1)
n∑

i=1

lnxi −
1

β

n∑

i=1

xi,

∂

∂α
lnL(θ) = −n

Γ′(α)
Γ(α)

− n ln β +

n∑

i=1

lnxi,

∂

∂β
lnL(θ) = −nα

1

β
+

1

β2

n∑

i=1

xi.

Θέτοντας ∂
∂α lnL(θ) = 0 και ∂

∂β lnL(θ) = 0, έχουµε

−n
Γ′(α)
Γ(α)

− n ln β +
n∑

i=1

lnxi = 0,

αβ = x̄.

Είναι δυνατόν να δειχθεί ότι το σύστηµα των δύο αυτών εξισώσεων πιθα-

νοφάνειας έχει ακριβώς µία λύση και η λύση αυτή αντιστοιχεί σε ολικό
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µέγιστο της συνάρτησης L(θ) (ϐλέπε Ηλιόπουλος, 2013, σελ. 151). Επο-

µένως υπάρχουν οι ε.µ.π. των α, β και είναι µοναδικοί. Για τη λύση του

συστήµατος παρατηρούµε ότι

β =
x̄

α
,

οπότε

−n
Γ′(α)
Γ(α)

+ n lnα− n ln x̄+

n∑

i=1

lnxi = 0.

Η λύση της τελευταίας εξίσωσης δεν υπάρχει σε αναλυτική µορφή, µπορεί

όµως η εξίσωση να λυθεί µε µεθόδους αριθµητικής ανάλυσης και έτσι

να υπολογιστεί (κατά προσέγγιση) η τιµή α̂(x1, . . . , xn), που ικανοποιεί

την εξίσωση, δοθέντων των x1, . . . , xn. Αυτή η τιµή είναι η ε.µ.π. του α.

Κατόπιν, η ε.µ.π. του β για X
˜

= x
˜

είναι β̂(x1, . . . , xn) =
x̄

α̂(x1,...,xn)
.

Παράδειγµα 7.1.7. (Οµοιόµορφη κατανοµή µε δύο άγνωστες παρα-

µέτρους - ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγ-

µα από την οµοιόµορφη κατανοµή U [θ1, θ2] µε θ1, θ2 άγνωστα, οπότε

θ = (θ1, θ2) ∈ Θ =
{
(θ1, θ2) : θi ∈ R, θ1 < θ2

}
.

΄Εχουµε

f1(x; θ) =





1
θ2−θ1

, θ1 ≤ x ≤ θ2

0 , διαφορετικά
.

Εποµένως,

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=





1
(θ2−θ1)n

, θ1 ≤ xi ≤ θ2, i = 1, . . . , n

0 , διαφορετικά

=





1
(θ2−θ1)n

, θ1 ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ θ2

0 , διαφορετικά
,
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όπου x(1) = min(x1, . . . , xn) και x(n) = max(x1, . . . , xn). Παρατηρούµε

ότι για να µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας L(θ) πρέπει να

µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση 1
(θ2−θ1)n

για θ1 ≤ x(1), θ2 ≥ x(n). Επειδή

η συνάρτηση 1
(θ2−θ1)n

είναι γνησίως ϕθίνουσα ως προς θ2 και γνησίως

αύξουσα ως προς θ1, το µέγιστο της επιτυγχάνεται για θ2 = x(n), θ1 = x(1).

΄Αρα οι ε.µ.π. των θ1, θ2 είναι θ̂1(X
˜
) = X(1) = min(X1, . . . ,Xn) και

θ̂2(X
˜
) = X(n) = max(X1, . . . ,Xn). Σηµειώνουµε ότι ο θ̂1(X

˜
) υπερεκτιµά

το θ1, ενώ ο θ̂2(X
˜
) υποεκτιµά το θ2 (όπως στο Παράδειγµα 7.1.4).

Παράδειγµα 7.1.8. (∆ιπαραµετρική εκθετική κατανοµή - ε.µ.π.) ΄Ε-

στω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από τη διπαραµετρική

εκθετική κατανοµή µε πυκνότητα
1

σ
e−

x−µ
σ για x > µ και 0 για x < µ,

όπου µ ∈ ℜ και σ > 0 είναι σταθερές. Η κατανοµή αυτή αναφέρεται

και ως µετατοπισµένη εκθετική, επειδή, ϑέτοντας Yi = Xi − µ, η Yi έ-

χει εκθετική κατανοµή E(σ), οπότε Xi = Yi + µ είναι η «µετατόπιση»

της Yi κατά µ. Από αυτήν την παράσταση της Xi, προκύπτει αµέσως ότι

EXi = EYi + µ = σ + µ και VarXi = Var(Yi + µ) = VarYi = σ2. Στην

πράξη η κατανοµή ϐρίσκει εφαρµογές ως µοντέλο χρόνου Ϲωής συστήµα-

τος, (όπως εξ΄ άλλου και η εκθετική κατανοµή). Σε αυτήν την περίπτωση,

επειδή Pθ(Xi > µ) = 1, η σταθερά µ παριστάνει τον ελάχιστο χρόνο Ϲωής

του συστήµατος, ενώ σε κάθε περίπτωση η σταθερά σ είναι η τυπική από-

κλιση της κατανοµής.

1η Περίπτωση: σ γνωστό, µ = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = R .

Τότε

f1(x; θ) =





1
σ e

−x−θ
σ , x > θ

0 , διαφορετικά
,

οπότε έχουµε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=





1
σn e

− 1
σ

∑

i=1

n

(xi−θ)
, xi > θ , i = 1, . . . , n

0 , διαφορετικά

,
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=





1
σn e

− 1
σ

∑

i=1

n

xi+
nθ
σ

, x(1) > θ

0 , διαφορετικά

,

όπου x(1) = min(x1, . . . , xn). Προφανώς, το µέγιστο της L(θ) ϑα αναζη-

τηθεί στο ϑετικό κλάδο, 1
σn e

− 1
σ

∑

i=1

n

xi+
nθ
σ

για θ ∈ (−∞, x(1)]. Η συνάρτηση

αυτή είναι γνησίως αύξουσα ως προς θ, (επειδή σ > 0) και εποµένως το

µέγιστό της επιτυγχάνεται για θ = x(1). Συνεπώς, ο ε.µ.π. του θ είναι

θ̂(X
˜
) = X(1). Σηµειώνουµε ότι θ 6 X(1) (µε πιθανότητα 1) δηλαδή στην

προκειµένη περίπτωση ο ε.µ.π. υπερεκτιµά την άγνωστη παράµετρο θ,

γεγονός που στην πράξη χρήζει προσοχής, ανάλογα µε το υπό µελέτη ϕυ-

σικό πρόβληµα.

2η Περίπτωση: µ γνωστό, σ = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = (0,∞) .

Τότε

f1(x; θ) =





1
θ e

−x−µ
θ , x > µ

0 , διαφορετικά
,

οπότε έχουµε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=





1
θn e

− 1
θ

∑

i=1

n

(xi−µ)
, x(1) > µ

0 , διαφορετικά.

Για την εύρεση του ε.µ.π. του θ, πρέπει να µεγιστοποιήσουµε τη συνάρ-

τηση L1(θ) =
1
θn e

− 1
θ

∑

i=1

n

(xi−µ)
ή ισοδύναµα το λογάριθµο της,

lnL1(θ) = −n ln θ − 1

θ

n∑

i=1

(xi − µ)

για θ ∈ Θ. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ϑεωρούµε
∑
i=1

n

(xi − µ) > 0,

αφού P(Xi > µ) = 1 και η κατανοµή των Xi είναι συνεχής. Θέτοντας
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∂
∂θ lnL1(θ) = 0, προκύπτει η εξίσωση −n

θ +
1
θ2
∑
i=1

n

(xi−µ) = 0, η οποία έχει

µοναδική λύση θ̂(x
˜
) = 1

n

∑
i=1

n

(xi − µ). Η λύση αυτή αντιστοιχεί σε µέγιστο,

επειδή ∂2

∂θ2
lnL1(θ) |θ=θ̂(x

˜
)= − n

θ̂2(x
˜
)

< 0. Επιπροσθέτως, lnL1(θ)
θ→0

=

lnL1(θ)
θ→∞

= −∞ και συνεπώς η λύση θ̂(x
˜
) είναι ϑέση ολικού µεγίστου.

΄Αρα ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂(X
˜
) = 1

n

∑n
i=1(Xi − µ).

3η Περίπτωση: µ, σ άγνωστα, θ = (µ, σ) ∈ Θ = ℜ× (0,∞) .

Τότε

f1(x; θ) =





1
σ e

−x−µ
σ , x > µ

0 , διαφορετικά
,

οπότε έχουµε

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=





1
σn e

− 1
σ

∑

i=1

n

xi+
nµ
σ

, x(1) > µ

0 , διαφορετικά.

Ανάλογα µε τις προηγούµενες περιπτώσεις πρέπει να µεγιστοποιήσουµε τη

συνάρτηση L1(θ) =
1
σn e

− 1
σ

∑

i=1

n

xi+
nµ
σ

ως προς µ και σ, για µ ∈ [x(1),∞) και

σ ∈ (0,∞). Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση L1(θ) είναι γνησίως αύξουσα

ως προς µ και εποµένως για κάθε σ > 0,

L1(θ) = L1(µ, σ) 6 L1(x(1), σ) =
1

σn
e
− 1

σ

∑

i=1

n

xi+
nx(1)

σ
=

1

σn
e
− 1

σ

∑

i=1

n

(xi−x(1))
.

(7.9)

Περαιτέρω, η συνάρτηση L1(x(1), σ) µπορεί να µεγιστοποιηθεί ως προς σ,

ακριβώς όπως η συνάρτηση L1(θ) της 2ης Περίπτωσης ως προς θ, αφού

είναι η ίδια συνάρτηση µε µεταβλητή σ αντί θ και x(1) αντί µ. Κατ΄ αναλογία

µε την προηγούµενη περίπτωση ϑεωρούµε
∑
i=1

n

(xi−x(1)) > 0. Εποµένως το

µέγιστο της L1(x(1), σ) επιτυγχάνεται για σ = 1
n

∑
i=1

n

(xi − x(1)) = σ̂ (έστω),

οπότε έχουµε

L1(x(1), σ) 6 L1(x(1), σ̂) , ∀σ > 0. (7.10)
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Συνδυάζοντας τις (7.9) και (7.10) προκύπτει ότι

L1(µ, σ) 6 L1(x(1), σ̂) , ∀µ ∈ [x(1),∞) , σ > 0

και η ισότητα ισχύει αν και µόνον αν µ = x(1) και σ = σ̂, το οποίο τελικά

σηµαίνει ότι το µέγιστο της L1(µ, σ) επιτυγχάνεται για (µ, σ) = (x(1), σ̂).

΄Αρα ο ε.µ.π. των µ και σ είναι µ̂ = X(1) (που υπερεκτιµά το µ) και

σ̂ = 1
σ

∑n
i=1(Xi −X(1)).

Παράδειγµα 7.1.9. (Κανονική κατανοµή µε περιορισµένο παραµε-

τρικό χώρο - ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα

από την κανονική κατανοµή N (θ, σ2), όπου σ2 είναι γνωστό, θ είναι ά-

γνωστο και θ ∈ Θ = [θ1, θ2], µε θ1 και θ2 δοθείσες (γνωστές) σταθερές.

Η περίπτωση αυτή διαφέρει από την 1η Περίπτωση του Παραδείγµατος

7.1.2, γιατί εδώ η άγνωστη παράµετρος (µέση τιµή) θ «περιορίζεται» στο

διάστηµα [θ1, θ2] αντί να έχει τιµή στο (−∞,∞). Στην πράξη, τα δεδοµένα

X
˜

µπορούν να αφορούν ύψη ενός δείγµατος από έναν πληθυσµό, οπότε το

θ1 παριστάνει ένα κάτω ϕράγµα του µέσου ύψους αυτού του πληθυσµού

και αντίστοιχα το θ2 είναι ένα άνω ϕράγµα του µέσου ύψους.

΄Οπως στο Παράδειγµα 7.1.2 (1η Περίπτωση) πρέπει να µεγιστοποιή-

σουµε τη συνάρτηση

L(θ) =
1

σn(2π)n/2
e−

1
2σ2

∑n
i=1(xi−θ)2

ή ισοδύναµα το λογάριθµο της

lnL(θ) = −n

2
lnσ2 − n

2
ln(2π)− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − θ)2 ,

όµως, για θ ∈ [θ1, θ2] και όχι για θ ∈ (−∞,∞).

Θέτοντας ∂
∂θ lnL(θ) = 0 προκύπτει η εξίσωση

∑n
i=1(xi − θ) = 0 µε

µοναδική λύση θ = 1
n

∑n
i=1 xi = x̄. Αυτή η λύση αντιστοιχεί σε µέγιστο

της L(θ) για θ ∈ (−∞,∞), όπως διαπιστώθηκε στο Παράδειγµα 7.1.2 (1η

Περίπτωση), και προφανώς αντιστοιχεί σε µέγιστο της L(θ) για θ ∈ [θ1, θ2],

αν x̄ ∈ [θ1, θ2]. Αν όµως x̄ /∈ [θ1, θ2], τότε πρέπει να αναζητηθεί σηµείο του

[θ1, θ2] που µεγιστοποιεί την L(θ).
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Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι η lnL(θ) είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, x̄]

και γνησίως ϕθίνουσα στο [x̄,∞). Αν x̄ < θ1, τότε η lnL(θ), ως γνησί-

ως ϕθίνουσα στο [θ1, θ2] ⊂ [x̄,∞) έχει µέγιστο για θ = θ1. Ανάλογα, αν

x̄ > θ2 η lnL(θ), ως γνησίως αύξουσα στο [θ1, θ2] ⊂ (−∞, x̄] έχει µέγιστο

για θ = θ2. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ο ε.µ.π. του θ είναι

θ̂(X
˜
) =





θ1 , X̄ < θ1

x̄ , θ1 6 X̄ 6 θ2

θ2 , X̄ > θ2.

7.2 Ιδιότητες των εκτιµητών µέγιστης πιθανοφά-

νειας

Στην ενότητα αυτή µελετάµε γενικές ιδιότητες των εκτιµητών µέγιστης πι-

ϑανοφάνειας.

1. Είναι σηµαντικό για έναν εκτιµητή να είναι συνάρτηση της (ελάχιστης)

επαρκούς στατιστικής συνάρτησης, γιατί, αν δεν είναι, τότε είναι µη απο-

δεκτός και η Rao - Blackwell ϐελτίωσή του είναι καλύτερος εκτιµητής µε

κριτήριο το ΜΤΣ (Πρόταση 6.2.1). Υπό αυτό το πρίσµα, η αξία της αρχής

της µέγιστης πιθανοφάνειας ϑα ετίθετο τουλάχιστον υπό αµφισβήτηση, αν

ο ε.µ.π. δεν ήταν συνάρτηση της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρ-

τησης. Ως πρώτη και ϐασική ιδιότητα, στην επόµενη πρόταση, αποδεικνύ-

ουµε ότι ο ε.µ.π. είναι συνάρτηση της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής

συνάρτησης, εφ΄ όσον είναι µοναδικός.

Πρόταση 7.2.1. ΄Εστω T (X
˜
) επαρκής στατιστική συνάρτηση και θ̂(X

˜
)

ε.µ.π. του θ, ο οποίος είναι µοναδικός. Τότε θ̂(X
˜
) είναι συνάρτηση του

T (X
˜
).

Απόδειξη. Από το παραγοντικό κριτήριο, η πυκνότητα του X
˜

, f(x
˜
; θ),

επιδέχεται την παραγοντοποίηση

f(x
˜
; θ) = q

(
T (x
˜
), θ
)
h(x
˜
) , ∀x

˜
, ∀θ ∈ Θ , (7.11)
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όπου q και h είναι µη αρνητικές συναρτήσεις και η h δεν εξαρτάται από το

θ. Επειδή ο ε.µ.π. θ̂(X
˜
) είναι µοναδικός, για κάθε τιµή x

˜
του X

˜
, η εκτίµη-

ση θ̂(x
˜
) µεγιστοποιεί µοναδικά, ως προς θ, τη συνάρτηση πιθανοφάνειας

L(θ) = f(x
˜
; θ) ή ισοδύναµα, λόγω της (7.11), µεγιστοποιεί µοναδικά την

q(T (x
˜
), θ) αφού h(x

˜
) > 0 και η h δεν εξαρτάται από το θ. ΄Εχουµε λοιπόν

ότι

q(T (x
˜
), θ̂(x

˜
)) = max

θ∈Θ
q(T (x

˜
), θ) , ∀x

˜

ή ϑέτοντας T (x
˜
) = t

q(t, θ̂(x
˜
)) = max

θ∈Θ
q(t, θ) , ∀x

˜
. (7.12)

Για να δείξουµε ότι ο θ̂(X
˜
) είναι συνάρτηση του T (X

˜
), αρκεί να δείξουµε

ότι, αν x
˜1

και x
˜2

είναι τιµές του X
˜

, τέτοιες ώστε T (x
˜1

) = T (x
˜2

), τότε

ισχύει θ̂(x
˜1

) = θ̂(x
˜2

). ΄Εστω λοιπόν τέτοια x
˜1

και x
˜2

και ας ϑέσουµε t0 =

T (x
˜1

) = T (x
˜2

). Τότε από την (7.12) για x
˜
= x

˜1
και x

˜
= x

˜2
παίρνουµε,

αντίστοιχα,

q(t0, θ̂(x
˜1

)) = max
θ∈Θ

q(t0, θ) και q(t0, θ̂(x
˜2

)) = max
θ∈Θ

q(t0, θ),

δηλαδή η συνάρτηση q(t0, θ) µεγιστοποιείται ως προς θ στα σηµεία θ̂(x
˜1

)

και θ̂(x
˜2

). ΄Οµως η q(t0, θ) µεγιστοποιείται µοναδικά ως προς θ, άρα

θ̂(x
˜1

) = θ̂(x
˜2

).

Παρατήρηση 7.2.1. Η συνθήκη της µοναδικότητας είναι απαραίτητη για

την ισχύ της Πρότασης 7.2.1. Στο Παράδειγµα 7.1.5, όπου υπάρχουν

άπειροι ε.µ.π. του θ, η (ελάχιστη) επαρκής στατιστική συνάρτηση είναι

T (X
˜
) = (X(1),X(n)), διδιάστατη ενώ η παράµετρος είναι πραγµατική. Οι

ε.µ.π. X(1), X(n) − 1, 1
2X(1) +

1
2 (X(n) − 1) είναι συναρτήσεις του T (X

˜
),

ενώ ο ε.µ.π. (cos2X1)X(1) + (sin2X1)(X(n) − 1) δεν είναι συνάρτηση του

T (X
˜
). Σε όλα τα υπόλοιπα παραδείγµατα της Ενότητας 7.1, ο ε.µ.π. του

θ είναι µοναδικός και όντως είναι συνάρτηση της (ελάχιστης) επαρκούς

στατιστικής συνάρτησης.
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2. Θα παρατηρήσατε ότι ο ε.µ.π. ορίστηκε (µόνον) για την άγνωστη παρά-

µετρο θ και όχι γενικότερα για µία άγνωστη τιµή g(θ). Σύµφωνα, όµως, µε

τον Ορισµό 7.1.1 για να έχει έννοια ο ε.µ.π. του ξ = g(θ), ϑα πρέπει στην

πυκνότητα των δεδοµένων X
˜

, f(x
˜
; θ) θ ∈ Θ, να γίνει αλλαγή παραµέτρου

από θ σε ξ και εν συνεχεία να µεγιστοποιηθεί η συνάρτηση πιθανοφάνειας

ως προς ξ. Αυτή η αλλαγή παραµέτρου µπορεί να πραγµατοποιηθεί αµέ-

σως στην περίπτωση που η g είναι 1−1 συνάρτηση και αυτή ϑα εξετάσουµε

αρχικά. ΄Εστω λοιπόν Ξ = g(Θ) ο (νέος) παραµετρικός χώρος για την (νέα)

παράµετρο ξ = g(θ), δηλαδή το σύνολο Ξ είναι η εικόνα του Θ µέσω της

g. Επειδή η g είναι 1− 1, αντιστρέφεται, άρα θ = g−1(ξ) και η συνάρτηση

πιθανοφάνειας γίνεται

L(θ) = f(x
˜
; θ) = f(x

˜
; g−1(ξ)) = f∗(x

˜
; ξ) = L∗(ξ) , (7.13)

όπου f∗(x
˜
; ξ) είναι η πυκνότητα των δεδοµένων X

˜
µε παράµετρο ξ ∈ Ξ

και L∗(ξ) η αντίστοιχη συνάρτηση πιθανοφάνειας, η µεγιστοποίηση της

οποίας ως προς ξ ∈ Ξ παρέχει τον ε.µ.π. του ξ, έστω ξ̂(X
˜
). Η επόµενη

πρόταση αποδεικνύει ότι ο εκτιµητής ξ̂(X
˜
) υπολογίζεται κατ΄ ευθείαν από

τη σχέση ξ̂(X
˜
) = g(θ̂(X

˜
)), όπου θ̂(X

˜
) είναι ε.µ.π. του θ, αντικαθιστώντας

δηλαδή στον τύπο της g(θ), το θ µε θ̂ (χωρίς να είναι απαραίτητη η µεγι-

στοποίηση της L∗(ξ) ως προς ξ). Η ιδιότητα αυτή δηλώνει ότι η αρχή της

µέγιστης πιθανοφάνειας είναι συµβατή µε την αρχή της αντικατάστασης

(ϐλέπε Ενότητα 3.3).

Πρόταση 7.2.2. ΄Εστω θ̂(X
˜
) ε.µ.π. του θ και g µία 1 − 1 συνάρτηση

ορισµένη στο Θ. Τότε ο εκτιµητής g(θ̂(X
˜
)) είναι ε.µ.π. του g(θ).

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 7.1.1 του ε.µ.π., αρκεί να δείξουµε ότι

ισχύει η σχέση

L∗(g(θ̂(x
˜
))) = max

ξ∈Ξ
L∗(ξ) , ∀x

˜
(7.14)

όπου, όπως παραπάνω, ξ = g(θ) και Ξ = g(Θ). Από την (7.13) παίρνουµε

L∗(g(θ̂(x
˜
))) = L(θ̂(x

˜
)) ,
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ενώ από τον ορισµό του θ̂(x
˜
), σχέση (7.4), έχουµε

L(θ̂(x
˜
)) = max

θ∈Θ
L(θ)

και συνεπώς

L∗(g(θ̂(x
˜
))) = max

θ∈Θ
L(θ) (7.15)

Επίσης από την (7.13) προκύπτει ότι

max
θ∈Θ

L(θ) = max
ξ∈Ξ

L∗(ξ), (7.16)

αφού L(θ) = L∗(ξ) και το Θ απεικονίζεται στο Ξ µέσω του µετασχηµα-

τισµού ξ = g(θ). Συνδυάζοντας την (7.15) µε την (7.16), παίρνουµε την

(7.14).

Στην περίπτωση που η g δεν είναι 1 − 1, η εξίσωση ξ = g(θ) δεν έχει

µοναδική λύση ως προς θ και άρα δεν µπορεί να γίνει αλλαγή µεταβλητής

από θ σε ξ στην πυκνότητα f(x
˜
; θ). Αυτό συνεπάγεται ότι δεν έχει έννοια

η πιθανοφάνεια, ως συνάρτηση του ξ. Συνεπώς για να οριστεί ο ε.µ.π.

του ξ = g(θ) για αυθαίρετη συνάρτηση του g, απαιτείται να δοθεί πρώτα

ένας γενικότερος ορισµός της πιθανοφάνειας ως συνάρτησης του ξ = g(θ).

΄Εστω λοιπόν Ξ = g(Θ) και για κάθε ξ ∈ Ξ ορίζουµε Θξ = {θ ∈ Θ : g(θ) =

ξ} και

L∗(ξ) = sup
θ∈Θξ

L(θ) = sup
θ∈Θξ

f(x
˜
; θ). (7.17)

Η συνάρτηση L∗(ξ), ξ ∈ Ξ, λέγεται γενικευµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας

ως προς ξ και ο ε.µ.π. του ξ = g(θ) είναι η τιµή ξ̂ που µεγιστοποιεί τη

συνάρτηση L∗(ξ) για ξ ∈ Ξ. ΄Εχουµε δηλαδή τον εξής γενικό ορισµό του

ε.µ.π.

Ορισµός 7.2.1. ΄Εστω ξ = g(θ), όπου g αυθαίρετη συνάρτηση. Ο εκτιµη-

τής ξ̂(X
˜
) ονοµάζεται εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας (ε.µ.π.) του ξ, εάν

για κάθε τιµή x
˜

του X
˜

ισχύει η σχέση

L∗(ξ̂(x
˜
)
)
= max

ξ∈Ξ
L∗(ξ). (7.18)
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Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση g(θ) = θ, ο Ορισµός 7.2.1 συµπίπτει

µε τον Ορισµό 7.1.1, ενώ, εάν γενικότερα η g είναι 1 − 1, τότε η L∗(ξ)

στην (7.17) συµπίπτει µε την L∗(ξ) στην (7.13) αφού Θξ = {g−1(ξ)},

και ο Ορισµός 7.2.1 ανάγεται στον Ορισµό 7.1.1. Η επόµενη πρόταση

επεκτείνει την Πρόταση 7.2.2 για συναρτήσεις g που δεν είναι κατ΄ ανάγκη

1− 1.

Πρόταση 7.2.3. ΄Εστω θ̂(X
˜
) ε.µ.π. του θ και g αυθαίρετη συνάρτηση

ορισµένη στο Θ. Τότε, ο εκτιµητής g(θ̂(X
˜
)) είναι ε.µ.π. του g(θ).

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 7.2.1, αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει η

σχέση

L∗(g(θ̂(x
˜
))) = max

ξ∈Ξ
L∗(ξ) , ∀x

˜
, (7.19)

όπου, ξ = g(θ) και L∗ είναι η συνάρτηση στη σχέση (7.17). Από την (7.17)

έχουµε

L∗(g(θ̂(x
˜
))) = sup

θ∈Θ
g(θ̂(x

˜
))

L(θ). (7.20)

Προφανώς, θ̂(x
˜
) ∈ Θg(θ̂(x

˜
)) = {θ ∈ Θ : g(θ) = g(θ̂(x

˜
))} και επειδή η τιµή

θ̂(x
˜
) µεγιστοποιεί την συνάρτηση L(θ) για θ ∈ Θ, ειδικά µεγιστοποιεί την

L(θ) και για θ ∈ Θg(θ̂(x
˜
)), δηλαδή

sup
θ∈Θ

g(θ̂(x
˜

))

L(θ) = L(θ̂(x
˜
)) = max

θ∈Θ
L(θ). (7.21)

Από τις (7.20) και (7.21) συνάγουµε ότι

L∗(g(θ̂(x
˜
))) = max

θ∈Θ
L(θ). (7.22)

΄Οµως, από τον ορισµό της L∗(ξ) στην (7.17) προκύπτει ότι οι συναρτήσεις

L∗(ξ), ξ ∈ Ξ και L(θ), θ ∈ Θ έχουν το ίδιο supremum, δηλαδή

sup
ξ∈Ξ

L∗(ξ) = sup
θ∈Θ

L(θ) = max
θ∈Θ

L(θ). (7.23)

΄Αρα, από τις (7.22) και (7.23) έχουµε

L∗(g(θ̂(X
˜
))) = sup

ξ∈Ξ
L∗(ξ)
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που είναι η σχέση (7.19) αφού g(θ̂(x
˜
)) ∈ Ξ.

Παρατήρηση 7.2.2. Ορισµένοι ερευνητές ορίζουν κατ΄ ευθείαν ως ε.µ.π.

του ξ = g(θ) τον εκτιµητή ξ̂ = g(θ̂), όπου θ̂ είναι ε.µ.π. του θ, για

κάθε συνάρτηση g. Ο ορισµός αυτός είναι συµβατός µε τις Προτάσεις

7.2.1 και 7.2.2. Για περαιτέρω µελέτη όσον αφορά τον ορισµό του ε.µ.π.

παραπέµπουµε στους Zehna (1966), Berk (1967), Scholz (1980, 2006)

και Efron (1982).

Παράδειγµα 7.2.1. (κατανοµή Bernoulli - ε.µ.π. του odds ratio θ
1−θ )

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Bernoulli B(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1). ΄Εχουµε f1(x; θ) = θx(1 − θ)1−x,

x = 0, 1 και εποµένως

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=




θ

∑

i=1

n

xi

(1− θ)
n−∑

i=1

n

xi

, xi = 0, 1 , i = 1, . . . , n

0 , διαφορετικά.

Για xi = 0, 1, έχουµε
∑
i=1

n

xi ∈ {0, 1, . . . , n}. Παρατηρούµε ότι, αν
∑
i=1

n

xi = n

(δηλαδή xi = 1, i = 1, . . . , n), τότε sup
θ∈Θ

L(θ) = sup
θ∈Θ

θn = 1, το οποίο

όµως δεν επιτυγχάνεται για καµία τιµή του θ ∈ Θ = (0, 1), αφού 0 <

θn < 1. Εποµένως, δεν υπάρχει το max
θ∈Θ

L(θ) και συνεπώς δεν υπάρχει

ο ε.µ.π. του θ, αν
∑
i=1

n

xi = n. Το ίδιο ϕαινόµενο παρατηρείται και αν

∑
i=1

n

xi = 0 (δηλαδή xi = 0, i = 1, . . . , n) επειδή sup
θ∈Θ

L(θ) = sup
θ∈Θ

(1 − θ)n =

1, αλλά 0 < (1 − θ)n < 1 για κάθε θ ∈ (0, 1). Αυτή η «παθολογική»

συµπεριφορά που εξάλλου έχει πιθανότητα που τείνει στο 0, µπορεί να

διορθωθεί, αν ϑεωρήσουµε ως παραµετρικό χώρο το κλειστό διάστηµα

Θ∗ = [0, 1], δηλαδή ϑεωρήσουµε ότι η πιθανότητα «επιτυχίας» θ µπορεί να

είναι και 0 ή 1. Σε αυτήν την περίπτωση αν
∑
i=1

n

xi = n, έχουµε max
06θ61

L(θ) =

max
06θ61

θn = 1 = L(1) και ανάλογα αν
∑
i=1

n

xi = 0, έχουµε max
06θ61

L(θ) =
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max
06θ61

(1 − θ)n = 1 = L(0). Αποµένει λοιπόν να µεγιστοποιήσουµε την

συνάρτηση L(θ) και συγκεκριµένα τον κλάδο L1(θ) = θ

∑

i=1

n

xi

(1− θ)
n−∑

i=1

n

xi

ως προς θ ∈ Θ∗ για 0 <
∑
i=1

n

xi < n. Προφανώς το µέγιστο δεν επιτυγχάνεται

για θ = 0 ή θ = 1, γιατί L(0) = L(1) = 0, άρα παρακάτω ϑεωρούµε

θ ∈ (0, 1). ΄Εχουµε

lnL1(θ) =

n∑

i=1

xi ln θ + (n−
n∑

i=1

xi) ln(1− θ)

και
∂

∂θ
lnL1(θ) =

∑n
i=1 xi
θ

− n−∑n
i=1 xi

1− θ
. (7.24)

Η λύση της εξίσωσης πιθανοφάνειας ∂
∂θ lnL1(θ) = 0 είναι µοναδική, θ =

1
n

∑
i=1

n

xi = x̄ και όντως αντιστοιχεί σε ολικό µέγιστο (επειδή ∂2

∂θ2
lnL1(θ)

∣∣
θ=x̄

=

− n

x̄(1− x̄)
< 0 και lnL1(θ)

θ→0

= lnL1(θ)
θ→1

= −∞). Εποµένως ο ε.µ.π. του

θ ∈ Θ∗ είναι

θ̂(X
˜
) =





0 ,
∑n

i=1 Xi = 0

X̄ , 0 <
∑n

i=1 Xi < n

1 ,
∑n

i=1 Xi = n

,

δηλαδή θ̂(X
˜
) = X̄. Επιπλέον ο ε.µ.π. του odds ratio g(θ) = θ

1−θ , θ ∈ Θ

(ϐλέπε Παράδειγµα 4.2.3) σύµφωνα µε την Πρόταση 7.2.2 είναι

g(θ̂(X
˜
)) =





θ̂(X
˜
)

1− θ̂(X
˜
)

, 0 <

n∑

i=1

Xi < n

δεν υπάρχει ,
n∑

i=1

Xi = 0 ή

n∑

i=1

Xi = n

δηλαδή

g(θ̂(X
˜
)) =





X̄

1− X̄
, 0 <

n∑

i=1

Xi < n

δεν υπάρχει ,
n∑

i=1

Xi = 0 ή

n∑

i=1

Xi = n.
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Αν τώρα, ο παραµετρικός χώρος περιοριστεί στο σύνολο, έστω, Θ1 =

[0.25, 0.35], π.χ. το θ παριστάνει το ποσοστό που ϑα πάρει στις επόµενες

ϐουλευτικές εκλογές ένα κόµµα µε πολλούς υποστηρικτές, ο ε.µ.π. του

θ δεν είναι κατ΄ ανάγκη X̄, όπως όταν θ ∈ (0, 1) (αγνοώντας τις µη ϱεαλι-

στικές τιµές x
˜
= (0, . . . , 0) και x

˜
= (1, . . . , 1)), αφού η µεγιστοποίηση της

L1(θ) πρέπει να γίνει για θ ∈ Θ1. Από την (7.24), έχουµε ∂
∂θ lnL1(θ) > 0

εάν και µόνον εάν

∑n
i=1 xi
θ

− n−∑n
i=1 xi

1− θ
> 0 ⇔ θ < x̄,

το οποίο συνεπάγεται ότι η L1(θ) είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα

(0, x̄), γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα (x̄, 1) και έχει ολικό µέγιστο στο

Θ = (0, 1) για θ = x̄. Αν λοιπόν x̄ ∈ [0.25, 0.35] τότε η τιµή x̄ µεγι-

στοποιεί την L1(θ) και για θ ∈ Θ1. ΄Εστω ότι x̄ < 0.25. Τότε η L1(θ)

ως γνησίως ϕθίνουσα στο (x̄, 1), είναι ειδικά γνησίως ϕθίνουσα και στο

Θ1 = [0.25, 0.35] ⊂ (x̄, 1), οπότε µεγιστοποιείται για θ = 0.25. ΄Εστω

ότι x̄ > 0.35. Τότε η L1(θ) ως γνησίως αύξουσα στο (0, x̄), είναι ειδικά

γνησίως αύξουσα και στο [0.25, 0.35] ⊂ (0, x̄), οπότε µεγιστοποιείται για

θ = 0.35. Τελικά ο ε.µ.π. του θ για θ ∈ [0.25, 0.35] είναι

θ̂(X
˜
) =





0.25 , X̄ < 0.25

X̄ , 0.25 6 X̄ 6 0.35

0.35 , X̄ > 0.35 .

Οι εκτιµήσεις του ποσοστού θ, 0.25 και 0.35 ερµηνεύονται και διαισθητικά.

Αν δηλαδή ο X̄, το ποσοστό του δείγµατος των ψηφοφόρων που υποστη-

ϱίζουν το κόµµα, «αποκλίνει» λίγο από τα άκρα του Θ1 = [0.25, 0.35] είναι

λογικό να ϑεωρηθεί ως εκτίµηση του θ το ένα ή το άλλο άκρο, αντίστοιχα

εφ΄ όσον είναι δεδοµένο ότι θ ∈ [0.25, 0.35]. Αν ο X̄ «αποκλίνει» πολύ από

τα άκρα αυτά, τότε η εκτίµηση είναι µεν πάλι το αντίστοιχο άκρο, όµως σε

αυτήν την περίπτωση ϑα πρέπει τουλάχιστον να επανεξεταστεί η διαδικα-

σία συλλογής των συγκεκριµένων δεδοµένων ή/και η ϑεώρηση (υπόθεση)

ότι θ ∈ [0.25, 0.35].
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3. Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας είναι υπό ορισµένες συνθήκες

(που δίνονται στη συνέχεια) συνεπής εκτιµητής. Η συνέπεια είναι ασυµ-

πτωτική ιδιότητα, αναφέρεται δηλαδή σε µέγεθος δείγµατος n → ∞ (τέ-

τοιες ιδιότητες λέγονται και ιδιότητες µεγάλου δείγµατος - large sample

properties).

΄Ενας εκτιµητής Tn(X1, . . . ,Xn) του g(θ) ονοµάζεται ασθενώς συνεπής,

εάν συγκλίνει κατά πιθανότητα στο g(θ), δηλαδή

Tn(X1, . . . ,Xn)
Pθ−→ g(θ) καθώς n → ∞ , ∀θ ∈ Θ (7.25)

ή ισοδύναµα

Pθ

(
|Tn(X1, . . . ,Xn)−g(θ)| > ε

)
→ 0 καθώς n → ∞ , ∀ε > 0 , ∀θ ∈ Θ.

Αντίστοιχα, ο Tn(X1, . . . ,Xn) ονοµάζεται ισχυρά συνεπής, εάν συγκλίνει

µε πιθανότητα 1 στο g(θ), δηλαδή

Tn(X1, . . . ,Xn)
µ.π. 1−−−→ g(θ) καθώς n → ∞ , ∀θ ∈ Θ. (7.26)

ή ισοδύναµα

Pθ( lim
n→∞

Tn(X1, . . . ,Xn) = g(θ)) = 1 , ∀ θ ∈ Θ.

Σε αδρές γραµµές, και στις δύο περιπτώσεις, συνέπεια σηµαίνει ό-

τι, όταν υπάρχει διαθέσιµο µεγάλο πλήθος δεδοµένων, n, ο εκτιµητής

Tn(X1, . . . ,Xn) προσεγγίζει (συγκλίνει προς) την άγνωστη τιµή g(θ). Φυ-

σικά, δεν χρειάζεται να επιχειρηµατολογήσουµε ότι ένας καλός εκτιµητής

«επιβάλλεται» να συγκλίνει προς την υπό εκτίµηση τιµή όταν n → ∞. Με

άλλα λόγια, η συνέπεια είναι µία ελάχιστη ασυµπτωτική ιδιότητα (minimal

asymptotic property) που πρέπει να ικανοποιεί ένας υποψήφιος εκτιµη-

τής. Μάλιστα, ϑα µπορούσαµε να την παραλληλίσουµε µε την αποδεκτι-

κότητα που επίσης είναι ελάχιστη ιδιότητα ως προς το κριτήριο του ΜΤΣ

για σταθερό (πεπερασµένο) µέγεθος δείγµατος n.

Είναι κατανοητό ότι η συνέπεια (ασθενής ή ισχυρή) είναι ιδιότητα της

ακολουθίας των εκτιµητών {Tn(X1, . . . ,Xn) : n = 1, 2, . . .} και όχι του α-

ντιπροσωπευτικού µέλους της Tn(X1, . . . ,Xn), όµως χάριν απλότητας ϑα
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διατηρήσουµε την παραπάνω ορολογία. Επίσης, επειδή η σύγκλιση µε πι-

ϑανότητα 1 συνεπάγεται τη σύγκλιση κατά πιθανότητα (Πρόταση 1.10.4),

ένας εκτιµητής ισχυρά συνεπής είναι και ασθενώς συνεπής. Γενικά, όµως,

είναι πιο εύκολο να αποδείξουµε ασθενή συνέπεια.

∆ιαισθητικά, ο ε.µ.π. του θ αναµένεται να είναι συνεπής λόγω της ερ-

µηνείας του (ϐάσει της Πρότασης 7.1.1) ως το δειγµατικό ανάλογο του θ.

Εγγενής ιδιότητα εκτιµητή, που κατασκευάζεται ως δειγµατικό ανάλογο

παραµέτρου, είναι να προσεγγίζει την παράµετρο, καθώς αυξάνει το µέ-

γεθος δείγµατος, και αυτό ακριβώς σηµαίνει, κατ΄ ουσίαν, συνέπεια. Ο

Fisher (1912, 1922, 1925) ισχυρίστηκε ότι ο ε.µ.π. είναι «πάντοτε» συ-

νεπής, χωρίς να δώσει όµως αυστηρή απόδειξη. Αυτός ο ισχυρισµός ήταν

αφετηρία για έρευνα που και ακόµη επί των ηµερών µας έχει ενδιαφέρον.

Η πρόκληση για τη µελέτη της συνέπειας δεν είναι τόσο πια η απόδειξη

της συνέπειας, αλλά κυρίως η εύρεση των πιο γενικών συνθηκών, υπό τις

οποίες ισχύει και η κάλυψη περιπτώσεων που δεν έχουν απαντηθεί από

προηγούµενη έρευνα. Μεµονωµένες περιπτώσεις µη συνεπούς ε.µ.π. υ-

πάρχουν, (ϐλέπε Bahadur (1958), Le Cam (1979, 1990), Lehmann and

Casella (1998, σελ. 495), Neymann and Scott (1948)).

Η επόµενη πρόταση αποδεικνύει υπό ορισµένες (απλές) συνθήκες την

ισχυρή συνέπεια του ε.µ.π. του θ. ΄Οπως στην Πρόταση 7.1.1, ϑεωρού-

µε ότι το X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανο-

µή f1(x; θ), µε θ0 συµβολίζουµε την αληθή τιµή του θ, µε S1 το σύνολο

{x : f1(x; θ) > 0} και µε Ln(θ|x
˜
) =

∏n
i=1 f1(xi; θ) τη συνάρτηση πιθα-

νοφάνειας. Οι συνθήκες Σ1 και Σ2 που αναφέρονται στην Πρόταση 7.2.4

είναι αυτές της Πρότασης 7.1.1. Υποθέτουµε τα εξής.

Σ0. Ο παραµετρικός χώροςΘ είναι ανοικτό υποσύνολο τουℜ = (−∞,∞).

Σ3. Για κάθε x ∈ S1 και θ ∈ Θ, υπάρχει η παράγωγος ∂
∂θf1(x; θ) και

είναι πεπερασµένη.

Πρόταση 7.2.4. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες Σ0, Σ1, Σ2, Σ3. Τότε έχουµε

τα εξής.
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( i). Υπάρχει µία ακολουθία εκτιµητών {θ̂n(X
˜
) : n = 1, 2, . . .}, η οποία έχει

τις εξής ιδιότητες.

α. Με πιθανότητα 1 ως προς την κατανοµή Pθ0 , θ̂n(X
˜
) µεγιστοποιεί τοπι-

κά τη συνάρτηση πιθανοφάνειας Ln(θ|X
˜
) και είναι λύση της εξίσωσης

πιθανοφάνειας ∂
∂θLn(θ|X

˜
) = 0, για κάθε n > n0, όπου το n0 εξαρτά-

ται εν γένει από το X
˜

,

ϐ. θ̂n(X
˜
)

µ.π. 1−−−→ θ0, ως προς την κατανοµή Pθ0.

( ii). Εάν υπάρχει ο ε.µ.π. του θ και η εξίσωση πιθανοφάνειας ∂
∂θLn(θ|X

˜
) =

0 έχει µοναδική λύση, τότε ο ε.µ.π. του θ είναι ισχυρά συνεπής εκτιµητής

του θ.

Απόδειξη. (i). (Σύµφωνα µε τον Cramer (1946, σελ. 500-504) και τον

Serfling (1980, σελ. 147-148) ) ΄Εστω m ϑετικός ακέραιος τέτοιος, ώστε

θ0− 1
m και θ0+

1
m ∈ Θ. Η ύπαρξη του m εξασφαλίζεται από το γεγονός ότι

το Θ είναι ανοικτό και άρα το θ0 είναι εσωτερικό σηµείο του. Θεωρούµε

προς το παρόν ακέραιο κ > m, οπότε θ0 ± 1
κ ∈ Θ. Από την Πρόταση

7.1.1, για θ = θ0 − 1
κ και θ = θ0 +

1
κ µε πιθανότητα 1 ως προς Pθ0 ισχύει

lim
n→∞

1

n
ln

Ln(θ0 | X
˜
)

Ln(θ0 ± 1
κ | X

˜
)
> 0 και συνεπώς

Ln(θ0 | x
˜
) > Ln(θ0 −

1

κ
| x
˜
) και Ln(θ0 | x

˜
) > Ln(θ0 +

1

κ
| x
˜
) (7.27)

για κάθε n > Nκ(x
˜
) και για κάθε x

˜
∈ Sκ µε Pθ0(Sκ) = 1. Από την

Σ3, η Ln(θ|X
˜
) είναι παραγωγίσιµη ως προς θ και άρα είναι συνεχής στο

[θ0 − 1
κ , θ0 +

1
κ ]. Λόγω της συνέχειας και της (7.27) παρουσιάζει τοπικό

µέγιστο για θ = θ̂nκ(x
˜
), έστω, στο διάστηµα (θ0 − 1

κ , θ0 +
1
κ). Περαιτέρω,

η παραγωγισιµότητα συνεπάγεται ότι το θ̂nκ(x
˜
) είναι λύση της εξίσωσης

πιθανοφάνειας ∂
∂θLn(θ|x

˜
) = 0. Ορίζουµε S0 =

∞⋂

κ=m

Sκ, οπότε Pθ0(S0) =

1. 2 ΄Εστω x
˜

∈ S0. Τότε x
˜

∈ Sκ για όλα τα κ > m και χωρίς ϐλάβη

2Υποσηµείωση : Εάν για µια ακολουθία ενδεχοµένων An, n = 1, 2, . . . ισχύει P(An) =
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της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι η ακολουθία Nκ(x
˜
), κ =

m,m+1, . . . είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία ϑετικών ακεραίων. Για n =

1, 2, . . . ορίζουµε θ̂n(x
˜
) = θ̂nκ(x

˜
) αν Nκ(x

˜
) 6 n < Nκ+1(x

˜
) για κάποιο

κ = m,m + 1, . . . και θ̂n(x
˜
) = 0 (αυθαίρετα) αν n < Nm(x

˜
). Θέτουµε

n0 = Nm(x
˜
). Επίσης, αν x

˜
/∈ S0 ϑέτουµε θ̂n(x

˜
) = 0 (αυθαίρετα) για όλα

τα n = 1, 2, . . .. Τότε µε πιθανότητα 1 ως προς Pθ0, για n > n0, το θ̂n(X
˜
)

µεγιστοποιεί τοπικά την Ln(θ|X
˜
), αφού θ̂n(X

˜
) = θ̂nκ(X

˜
). Επί πλέον, από

την κατασκευή του θ̂n(x
˜
) για x

˜
∈ S0 έχουµε, θ̂n(x

˜
) ∈ (θ0 − 1

κ , θ0 +
1
κ) για

όλα τα n > Nκ(x
˜
) και συνεπώς |θ̂n(x

˜
) − θ0| < 1/κ, n > Nκ(x

˜
) και για

κάθε κ > m. Για κ < m, είναι |θ̂n(x
˜
)− θ0| < 1

m < 1
κ , n > Nm(x

˜
).

Τελικά για κάθε κ > 0 και x
˜
∈ S0 υπάρχει N∗

κ(x
˜
) (= Nκ(x

˜
) ή Nm(x

˜
)),

έτσι ώστε |θ̂n(x
˜
) − θ0| < 1/κ, n > N∗

κ(x
˜
). Εποµένως, για x

˜
∈ S0 έχουµε

θ̂n(X
˜
) → θ0 καθώς n → ∞, δηλαδή θ̂n(X

˜
)

µ.π. 1−−−→ θ0 ως προς την κατανο-

µή Pθ0.

(ii). Εφ΄ όσον υπάρχει ο ε.µ.π., το Θ είναι ανοικτό και η Ln(θ|X
˜
) είναι

παραγωγίσιµη, τότε ο ε.µ.π. είναι η λύση της εξίσωσης πιθανοφάνειας
∂
∂θLn(θ|X

˜
) = 0. Επειδή η λύση είναι µοναδική, ο ε.µ.π. συµπίπτει µε τη

λύση θ̂n(X
˜
) του i(α) και η ισχυρή συνέπεια του προκύπτει από το i(ϐ).

Μερικά σχόλια για την Πρόταση 7.2.4 έχουν ως εξής. Ο αναλυτικός

εντοπισµός του ολικού µεγίστου της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι γε-

νικά µια δύσκολη διαδικασία, όταν υπάρχουν περισσότερα του ενός τοπι-

κά µέγιστα και οι λύσεις της εξίσωσης πιθανοφάνειας δεν είναι δυνατόν

να ϐρεθούν σε αναλυτική µορφή (σύνηθες ϕαινόµενο σε σύνθετα προ-

ϐλήµατα). Είναι όµως πιο εύκολο να αποδειχθεί η ύπαρξη ενός τοπικού

µεγίστου (που είναι, άρα, υποψήφιο για ολικό µέγιστο), η ϑέση του οποίου

ϐρίσκεται ακολούθως λύνοντας (αναλυτικά ή αριθµητικά) την εξίσωση πι-

ϑανοφάνειας. Για αυτούς τους λόγους, η διεθνής ϐιβλιογραφία και έρευνα

έχει επικεντρωθεί προς την κατεύθυνση ύπαρξης συνεπούς λύσης της εξί-

1, τότε P(A) = 1 όπου A =

∞⋂

n=1

An. Πράγµατι P(Ac) = P(∪∞
n=1An) 6

∞∑

n=1

P(Ac
n) = 0,

λόγω της υποπροσθετικής ιδιότητας (ϐλέπε Ενότητα 1.1). ΄Αρα P(Ac) = 0, που συνεπάγε-

ται P(A) = 1.
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σωσης πιθανοφάνειας, παρά στο τεχνικά πιο δύσκολο πρόβληµα ύπαρξης

και συνέπειας του ε.µ.π.. Ωστόσο, στις περιπτώσεις που η ύπαρξη και µο-

ναδικότητα του ε.µ.π. µπορεί να διασφαλιστεί, η συνέπεια του προκύπτει

από την Πρόταση 7.2.4(ii), εφ΄ όσον ικανοποιούνται οι υποθέσεις της.

Η σύγκλιση µε πιθανότητα 1 ως προς Pθ0 , θ̂n(X
˜
) → θ0, και το γεγονός

ότι η αληθής τιµή θ0 µπορεί να είναι οποιοδήποτε σηµείο του Θ, όντως

δηλώνουν ότι ο θ̂n(X
˜
) είναι ισχυρά συνεπής εκτιµητής του θ. Οπωσδήποτε

δεν πρέπει να περάσει απαρατήρητο ότι οι συνθήκες Σ0 - Σ3 είναι πολύ

ήπιες και ισχύουν σε πολλές πρακτικές εφαρµογές. Μάλιστα, το Θ δεν

χρειάζεται να είναι ανοικτό, αρκεί το θ0 να είναι εσωτερικό του σηµείο.

Ανάλογα, η παραγωγισιµότητα της f1(x; θ) ως προς θ αρκεί να ισχύει σε

µια περιοχή του θ0. Το ϑέµα όµως είναι ότι δεν γνωρίζουµε «που µέσα στο

Θ είναι το θ0» και, για να ξεπεράσουµε αυτή τη δυσκολία, επιβάλλουµε τη

συνθήκη ανοικτότητας του Θ και παραγωγισιµότητας σε όλο το Θ.

Η Πρόταση 7.2.4 απαιτεί τα δεδοµένα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) να αποτελούν

τυχαίο δείγµα. Η γενίκευση της για οποιοδήποτε X
˜

µε παρατηρήσεις Xi

ανεξάρτητες ή µη ανεξάρτητες και κατανοµή κοινή ή µη κοινή έχει δοθεί

από τον Kourouklis (1987) υπό επίσης ήπιες συνθήκες. Για την επέκταση

της Πρότασης 7.2.4 σε διανυσµατική παράµετρο θ = (θ1, . . . , θr) παρα-

πέµπουµε στον Cramer (1946, σελ. 504) και τον Serfling (1980, σελ.

148).

Κλείνοντας τα σχόλια για την Πρόταση 7.2.4, µέσα στην πληθώρα της

έρευνας για τη συνέπεια, ϑα ήταν παράλειψη, αν δεν ξεχωρίζαµε την σπου-

δαία και κλασική εργασία του Wald (1949), όπου δίνονται άλλου τύπου

συνθήκες - χωρίς την απαίτηση παραγωγισιµότητας - για την ισχυρή συ-

νέπεια του ε.µ.π. (και όχι λύσης της εξίσωσης πιθανοφάνειας). Η εργασία

αυτή ξεπερνάει τα όρια αυτών των σηµειώσεων. Ενδεικτικά, αναφέρουµε

επίσης τους Hotelling (1930), Doob (1934, 1936), Bahadur (1958), Hu-

ber (1967), Hoadley (1971), Le Cam (1979, 1990), Bai and Fu (1987) και

Wasserman (2003).

Θα ασχοληθούµε στη συνέχεια µε την ιδιότητα της ασθενούς συνέπειας

του ε.µ.π. και γενικότερα ενός εκτιµητή Tn του g(θ). Η επόµενη πρόταση
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καταδεικνύει ότι, µελετώντας µόνον τη µέση τιµή και τη διασπορά του

εκτιµητή, µπορούµε να οδηγηθούµε στην ασθενή συνέπειά του.

Πρόταση 7.2.5. Ο εκτιµητής Tn είναι ασθενώς συνεπής εκτιµητής του g(θ)

εάν

(α) EθTn → g(θ) καθώς n → ∞, ∀θ ∈ Θ (ασυµπτωτική αµεροληψία)

(ϐ) VarθTn → 0 καθώς n → ∞, ∀θ ∈ Θ.

Απόδειξη. Για την τυχαία µεταβλητή Y από την ανισότητα Markov (Πρό-

ταση 1.5.1), έχουµε P(|Y | > ε) = P(Y 2 > ε2) 6 EY 2

ε2 για κάθε ε > 0.

Θέτουµε Y = Tn − g(θ), οπότε παίρνουµε

Pθ

(
|Tn − g(θ)| > ε

)
6

Eθ

(
Tn − g(θ)

)2

ε2

=
VarθTn +

(
EθTn − g(θ)

)2

ε2
→ 0

καθώς n → ∞, ϐάσει των (α), (ϐ). Εποµένως, Pθ

(
|Tn − g(θ)| > ε

)
→ 0

καθώς n → ∞, το οποίο εξ΄ ορισµού σηµαίνει ότι ο Tn είναι ασθενώς

συνεπής εκτιµητής του g(θ).

Παρατήρηση 7.2.3. Οι συνθήκες της Πρότασης 7.2.5 έχουν µια πολύ α-

πλή διαισθητική ερµηνεία. ΄Οταν η διασπορά συγκλίνει στο 0, ο εκτιµητής

«τείνει να γίνει σταθερά», αυτή η σταθερά, όµως, ϑα είναι και η µέση τιµή

του. Αφού η µέση τιµή τείνει στο g(θ), αυτή η σταθερά ϑα είναι το g(θ).

Τελικά λοιπόν, ο εκτιµητής «τείνει να γίνει g(θ)», το οποίο σηµαίνει ότι ο

εκτιµητής είναι συνεπής.

Παρατήρηση 7.2.4. Η συνθήκη (ϐ) µπορεί να αντικατασταθεί µε την

(γ) EθT
2
n → g2(θ), καθώς n → ∞, ∀θ ∈ Θ.

Πράγµατι, αν ισχύει η (γ), τότε σε συνδυασµό µε την (α) συµπεραίνουµε

ότι

VarθTn = EθT
2
n − (EθTn)

2 → g2(θ)− g2(θ) = 0,
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καθώς n → ∞, για κάθε θ ∈ Θ, δηλαδή ισχύει και η (ϐ), οπότε ισχύει

και το συµπέρασµα της Πρότασης 7.2.5. Η συνθήκη (γ) είναι πρακτικά

χρήσιµη στις περιπτώσεις που η επαλήθευση της (ϐ) διέρχεται µέσα από

τον υπολογισµό της EθT
2
n και εν συνεχεία εφαρµογή του τύπου VarθTn =

EθT
2
n − (EθTn)

2 για τον υπολογισµό της VarθTn.

Παραθέτουµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής της Πρότασης 7.2.5.

Παράδειγµα 7.2.2. (ασθενής συνέπεια των δειγµατικών ϱοπών) ΄Ε-

στω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από µία κατανοµή µε (πεπε-

ϱασµένες) ϱοπές κ τάξης µκ = EθX
κ
1 , κ = 1, 2, . . ., θ ∈ Θ. Θεωρούµε

τα αντίστοιχα δειγµατικά ανάλογα, δηλαδή τις δειγµατικές ϱοπές κ τάξης

mκ = 1
n

∑n
i=1X

κ
i . Τότε οι στατιστικές συναρτήσεις mκ είναι ασθενώς συ-

νεπείς εκτιµητές των µκ, κ = 1, 2, . . ., αντίστοιχα (εδώ, δηλαδή, g(θ) = µκ).

Πράγµατι,

Eθ(mκ) = Eθ

(
1

n

n∑

i=1

Xκ
i

)
=

1

n

n∑

i=1

EθX
κ
i =

1

n

n∑

i=1

µκ = µκ

και εποµένως η συνθήκη (α) της Πρότασης 7.2.5 ισχύει τετριµµένα. Επι-

πλέον,

Varθ(mκ) = Varθ

(
1

n

n∑

i=1

Xκ
i

)
=

1

n2

n∑

i=1

VarθX
κ
i =

=
1

n2

n∑

i=1

(EθX
2κ
i − (EθX

κ
i )

2)

=
1

n2

n∑

i=1

(µ2κ − µ2
κ) =

1

n
(µ2κ − µ2

κ) → 0,

καθώς n → ∞, δηλαδή ισχύει και η συνθήκη (ϐ).

Σηµειώνουµε, ότι η ασθενής συνέπεια των mκ µπορεί επίσης να προ-

κύψει κατευθείαν από τον ΑΝΜΑ (όπως και η ισχυρή συνέπεια, από τον

ΙΝΜΑ).

Παράδειγµα 7.2.3. (Οµοιόµορφη κατανοµή - ασθενής συνέπεια του

ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n > 1, ένα τυχαίο δείγµα από την
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οµοιόµορφη κατανοµή U [0, θ], θ ∈ Θ = (0,∞). Στο Παράδειγµα 7.1.4,

είδαµε ότι ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂n(X
˜
) = X(n). Η ισχυρή συνέπεια του X(n),

αν και ισχύει, δεν µπορεί να αποδειχθεί µέσω της Πρότασης 7.2.4, γιατί

δεν ικανοποιείται η συνθήκη Σ1, αφού το σύνολο S1 = {x : f1(x; θ) >

0} = [0, θ] εξαρτάται από το θ. Θα αποδείξουµε, όµως, ασθενή συνέπεια

επαληθεύοντας τις συνθήκες της Πρότασης 7.2.5 µε Tn = X(n) και g(θ) =

θ. ΄Εχουµε

f1(x; θ) =





1
θ , 0 ≤ x ≤ θ

0 , διαφορετικά
.

Χρησιµοποιώντας την πυκνότητα του X(n) (ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.3)

fX(n)
(t; θ) =





n
θn t

n−1 , 0 ≤ t ≤ θ

0 , διαφορετικά

παίρνουµε

EθX(n) =
n

n+ 1
θ και EθX

2
(n) =

n

n+ 2
θ2,

οπότε VarθX(n) = EθX
2
(n) − (EθX(n))

2 =
n

(n + 2)(n + 1)2
θ2.

Εποµένως, EθX(n) → θ και VarθX(n) → 0 καθώς n → ∞ και συνε-

πώς X(n) είναι ασθενώς συνεπής εκτιµητής του θ. Σηµειώνουµε ότι δεν

χρειαζόταν ο υπολογισµός της VarθX(n), γιατί ισχύει η συνθήκη (γ) της

Παρατήρησης 7.2.4 αφού EθX
2
(n) → θ2.

Μία άλλη απόδειξη της ασθενούς συνέπειας του ε.µ.π. X(n), η οποί-

α ϐασίζεται στον ορισµό της είναι η ακόλουθη. Για ε > 0 και, επειδή

Pθ(X(n) 6 θ) = 1, έχουµε

Pθ(|X(n) − θ| > ε) = Pθ(θ −X(n) > ε) = Pθ(X(n) < θ − ε).

Αν ε > θ, η τελευταία πιθανότητα είναι 0, αφού Pθ(X(n) > 0) = 1. Αν

ε < θ, τότε Pθ(X(n) < θ − ε) = Pθ(X1 < θ − ε, . . . ,Xn < θ − ε) =

Pθ(X1 < θ − ε) . . . Pθ(Xn < θ − ε) =
(
θ−ε
θ

)n
=
(
1− ε

θ

)n → 0, καθώς

n → ∞. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι Pθ(|X(n) − θ| > ε) → 0, καθώς

n → ∞, ∀ θ ∈ Θ, ∀ ε > 0, που είναι ο ορισµός της ασθενούς συνέπειας.
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4. Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας είναι υπό ορισµένες συνθήκες

ασυµπτωτικά κανονικός και αποδοτικός εκτιµητής . Πιο συγκεκριµένα, εάν

το θ είναι πραγµατική παράµετρος, X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο

δείγµα και θ̂n είναι ο ε.µ.π. του θ, ϑα δείξουµε ότι για «µεγάλο» µέ-

γεθος δείγµατος n, η κατανοµή του θ̂n είναι κατά προσέγγιση κανονική

N (θ, 1
nI1(θ)

), όπου I1(θ) είναι η πληροφορία Fisher, που περιέχεται σε

µία παρατήρηση Xi. Λαµβάνοντας υπ’ όψη ότι nI1(θ) = I(θ) είναι η πλη-

ϱοφορία Fisher που περιέχεται στο δείγµα X
˜

συµπεραίνουµε ότι 1
nI1(θ)

είναι το κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao, Κ.Φ. C-R, για τη διασπορά αµε-

ϱόληπτων εκτιµητών του θ (ϐλέπε (5.6) και (5.12)). Περαιτέρω, λόγω της

προσεγγιστικής κανονικής κατανοµής, έχουµε

Eθθ̂n ≈ θ και Varθθ̂n ≈ 1

nI1(θ)
.

΄Αρα, ο θ̂n είναι κατά προσέγγιση αµερόληπτος εκτιµητής του θ µε δια-

σπορά κατά προσέγγιση ίση προς το Κ.Φ. C-R. Σύµφωνα µε τον ορισµό

αποδοτικού εκτιµητή (ϐλέπε Ορισµό 5.2.2), δικαιολογούµαστε να χαρα-

κτηρίσουµε τον ε.µ.π. θ̂n ως ασυµπτωτικά ή κατά προσέγγιση αποδοτικό

εκτιµητή . Αυτή η ιδιότητα της (έστω και) ασυµπτωτικής αποδοτικότητας

είναι όντως εκπληκτική !!! Την ασυµπτωτική αµεροληψία την προϊδεάζει

η συνέπεια κατά κάποιο τρόπο : επειδή, εν γένει, θ̂n → θ καθώς n → ∞,

δεν ϑα ήταν παράξενο αν Eθθ̂n → Eθθ = θ (προσοχή, δεν ισχυριζόµαστε

ότι ισχύει πάντα αυτή η σχέση) οπότε Eθθ̂n ≈ θ. Το ότι Varθθ̂n ≈ 0,

επίσης προϊδεάζεται από τη συνέπεια (όπως αφήνεται να εννοηθεί στην

Πρόταση 7.2.5). ΄Οµως, ότι Varθθ̂n ≈ 1
nI1(θ)

= Κ.Φ. C-R δεν διαφαίνεται

εξ΄ αρχής, εκτός αν διερευνηθεί το ερώτηµα της ασυµπτωτικής κατανοµής

του ε.µ.π. θ̂n. Η ιδιότητα της ασυµπτωτικής κανονικότητας και αποδοτι-

κότητας είναι το «ισχυρό χαρτί» στα χέρια των υποστηρικτών της µεθόδου

µέγιστης πιθανοφάνειας. Ξεκινώντας, δηλαδή, από µία απλή και διαι-

σθητικά κατανοητή αρχή, αυτήν της µεγιστοποίησης της πιθανοφάνειας,

κατασκευάζεται ένας εκτιµητής, ο ε.µ.π., που έστω και οριακά - ασυµπτω-

τικά ικανοποιεί τις ϐασικές ιδιότητες της αµεροληψίας και της ελάχιστης

διασποράς, ίσης µάλιστα µε το Κ.Φ. C-R!!!
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Μετά την παραπάνω συζήτηση, ας δούµε τις τεχνικές λεπτοµέρειες της

ασυµπτωτικής κανονικότητας του ε.µ.π. του θ. Θεωρούµε ξανά την πε-

ϱίπτωση τυχαίου δείγµατος X
˜

= (X1, . . . ,Xn) από την κατανοµή µε πυ-

κνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ ⊂ ℜ, µε S1 = {x : f1(x; θ) > 0}, θ0 είναι η

αληθής τιµή του θ και επιβάλλουµε τις εξής συνθήκες που διατυπώνο-

νται για συνεχή κατανοµή. Στη διακριτή περίπτωση, τα ολοκληρώµατα

αντικαθίστανται µε αθροίσµατα ή σειρές. Κάποιες από τις ιδιότητες είναι

παρόµοιες αυτών της ανισότητας των Cramér–Rao (Θεώρηµα 5.1.1).

Σ4. Για κάθε x ∈ S1, η πυκνότητα f1(x; θ) είναι τρεις ϕορές παραγωγί-

σιµη ως προς θ και οι παράγωγοι είναι πεπερασµένες.

Σ5.

∫

S1

∂
∂θf1(x; θ) dx = ∂

∂θ

∫

S1

f1(x; θ) dx (= 0) και
∫

S1

∂2

∂θ2
f1(x; θ) dx = ∂2

∂θ2

∫

S1

f1(x; θ) dx (= 0).

Σ6. 0 < I1(θ) < ∞, για κάθε θ ∈ Θ, όπου I1(θ) = Eθ

(
∂
∂θ ln f1(X1; θ)

)2

είναι ο αριθµός πληροφορίας του Fisher που περιέχεται στην παρα-

τήρηση X1.

Σ7.

∣∣∣ ∂3

∂θ3
ln f1(x; θ) dx

∣∣∣ 6 M(x) για κάθε x ∈ S1 και θ0−ε < θ < θ0+ε,

µε ε > 0 τέτοιο ώστε θ0 ± ε ∈ Θ, και Eθ0M(X1) < ∞.

Πρόταση 7.2.6. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες Σ0, Σ1, Σ4, Σ5, Σ6 και Σ7.

( i). Αν {θ̂n : n = 1, 2, . . .} είναι µία ακολουθία λύσεων της εξίσωσης

πιθανοφάνειας ∂
∂θLn(θ) = 0, η οποία είναι (ασθενώς) συνεπής, τότε έχουµε

√
n(θ̂n − θ0)

Lθ0−−→ N (θ,
1

I1(θ0)
) , (7.28)

όπου Lθ0 συµβολίζει σύγκλιση κατά κατανοµή ως προς Pθ0.

( ii). Αν υπάρχει ο ε.µ.π. του θ, ικανοποιεί την εξίσωση πιθανοφάνειας και

είναι (ασθενώς) συνεπής, τότε η ασυµπτωτική του κατανοµή είναι αυτή της

σχέσης (7.28).
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Απόδειξη. (i). (Σύµφωνα µε τους Cramér (1946, σελ. 500-504) και Leh-

mann and Casella (1998, σελ. 449-450). ) Θέτουµε

ln(θ) = lnLn(θ) = ln

n∏

i=1

f1(Xi; θ) =

n∑

i=1

ln f1(Xi; θ), (7.29)

οπότε

l′n(θ) =
∂
∂θ lnLn(θ) =

∑n
i=1

∂
∂θ ln f1(Xi; θ),

l′′n(θ) =
∑n

i=1
∂2

∂θ2 ln f1(Xi; θ),

l′′′n (θ) =
∑n

i=1
∂3

∂θ3
ln f1(Xi; θ).

(7.30)

Θεωρώντας το ανάπτυγµα Taylor της συνάρτησης l′n(θ) γύρω από το θ0

έχουµε,

l′n(θ̂n) = l′n(θ0) + (θ̂n − θ0)l
′′
n(θ0) +

1

2
(θ̂n − θ0)

2l′′′n (θ
∗
n) , (7.31)

όπου θ∗n είναι µεταξύ θ̂n και θ0. Εξ υποθέσεως, το πρώτο µέλος της (7.31)

είναι µηδέν, οπότε έχουµε

√
n(θ̂n − θ0) =

(1/
√
n)l′n(θ0)

−(1/n)l′′n(θ0)− (1/(2n))(θ̂n − θ0)l′′′n (θ∗n)
. (7.32)

Θα εξετάσουµε καθένα όρο του δεύτερου µέλους της (7.32) χωριστά. Από

την (7.30),

l′n(θ0) =
n∑

i=1

∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

είναι άθροισµα των ανεξάρτητων και µε κοινή κατανοµή τυχαίων µετα-

ϐλητών ∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0 , i = 1, 2, . . . , n. Λόγω της πρώτης από τις

δύο σχέσεις στην Σ5, Eθ0

(
∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

)
= 0. Τότε, λόγω της Σ6,

προκύπτει ότι Varθ0
(

∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

)
= I1(θ0). Εποµένως, από το

Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Θεώρηµα 1.10.3), συµπεραίνουµε ότι

l′n(θ0)√
nI1(θ0)

Lθ0−−→ N (0, 1)

ή ισοδύναµα

(1/
√
n)l′n(θ0)

Lθ0−−→ N (0, I1(θ0)). (7.33)
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Επίσης από την (7.30) έχουµε ότι 1
n l

′′
n(θ0) =

1
n

∑n
i=1

∂2

∂θ2
ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

είναι ο δειγµατικός µέσος των ανεξάρτητων και µε κοινή κατανοµή τυχαίων

µεταβλητών ∂2

∂θ2
ln f1(Xi; θ) |θ=θ0 . Συνεπώς, από τον Ασθενή Νόµο των

Μεγάλων Αριθµών (ΑΝΜΑ), Θεώρηµα 1.10.1, έχουµε

1

n
l′′n(θ0)

Pθ0−−→ Eθ0

(
∂2

∂θ2
ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

)
.

Λόγω των Σ5 και Σ6,

Eθ0

(
∂2

∂θ2
ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

)
= −I1(θ0) ,

οπότε
1

n
l′′n(θ0)

Pθ0−−→ −I1(θ0). (7.34)

Θα µελετήσουµε τώρα τη συµπεριφορά της ακολουθίας των τυχαίων µετα-

ϐλητών

1

n
l′′′n (θ

∗
n) =

1

n

n∑

i=1

∂3

∂θ3 ln f1(Xi; θ) |θ=θ∗n .

Αυτό το σηµείο είναι το πιο λεπτό σηµείο της απόδειξης. Κατ΄ αρχάς,

επειδή θ̂n
Pθ0−−→ θ0 και |θ∗n − θ0| < |θ̂n − θ0| έχουµε θ∗n

Pθ0−−→ θ0 και συνεπώς

µε πιθανότητα που τείνει στο 1, θ0− ε < θ∗n < θ0+ ε. Τότε από την Σ7 και

τον ΑΝΜΑ παίρνουµε

∣∣∣∣
1

n
l′′′n (θ

∗
n)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

∂3

∂θ3
ln f1(Xi; θ) |θ=θ∗n

∣∣∣∣∣

6
1

n

n∑

i=1

M(Xi)
Pθ0−−→ Eθ0M(X1) < ∞

και εποµένως, λόγω της Πρότασης 1.10.7(ii, iii), η ακολουθία 1
n l

′′′
n (θ

∗
n)

είναι ϕραγµένη κατά πιθανότητα ως προς Pθ0 , δηλαδή 1
n l

′′′
n (θ

∗
n) = OP(1).

Σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι θ̂n−θ0
Pθ0−−→ 0 και την Πρόταση 1.10.7(iv),

καταλήγουµε στη σχέση

(θ̂n − θ0)(
1

n
l′′′n (θ

∗
n))

Pθ0−−→ 0. (7.35)
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Από τις (7.34) και (7.35) έχουµε

Bn = − 1

n
l′′n(θ0)−

1

2
(θ̂n − θ0)(

1

n
l′′′n (θ

∗
n))

Pθ0−−→ I1(θ0),

οπότε από την (7.32) και το Θεώρηµα Slutsky (Θεώρηµα 1.10.6(ii)) προ-

κύπτει ότι

√
n(θ̂n − θ0) =

1

Bn
(
1√
n
l′n(θ0))

Lθ0−−→ 1

I1(θ0)
N (0, I1(θ0)).

Τελικά λοιπόν ισχύει

√
n(θ̂n − θ0)

Lθ0−−→ N (0, 1/I1(θ0)).

(ii). Προκύπτει αµέσως από το πρώτο µέρος.

Η χρησιµοποίηση του αναπτύγµατος Taylor είναι µια κλασική πρα-

κτική στη µελέτη της ασυµπτωτικής κατανοµής στατιστικών συναρτήσεων.

Από την αποδεικτική διαδικασία είναι ϕανερό (πια) γιατί ένας συνεπής

ε.µ.π. του θ, θ̂n, έχει ασυµπτωτική κανονική κατανοµή. Από τις σχέσεις

(7.30) και (7.32), ϐλέπουµε ότι

θ̂n = θ0 +
1

nBn

n∑

i=1

∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0 .

Λόγω συνέπειας, όπως διαπιστώθηκε αυστηρά, ασυµπτωτικά έχουµε

Bn ≈ I1(θ0)

και άρα

θ̂n ≈ θ0 +
1

nI1(θ0)

(
n∑

i=1

∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

)
.

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ασυµπτωτικά ο ε.µ.π. θ̂n συµπεριφέρεται ως

µετατοπισµένος κατά θ0 δειγµατικός µέσος ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλη-

τών µε κοινή κατανοµή, οπότε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα αναλαµβάνει

να διεκπεραιώσει ό,τι αποµένει για την εύρεση της ασυµπτωτικής κατανο-

µής του θ̂n. Συγκεκριµένα,

1

n

n∑

i=1

∂
∂θ ln f1(Xi; θ) |θ=θ0

Lθ0≈ N (0, I1(θ0)/n),
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το οποίο συνεπάγεται ότι

θ̂n
Lθ0≈ θ0 +

1

I1(θ0)
N (0, I1(θ0)/n) = N (θ0,

1

nI1(θ0)
).

Η Πρόταση 7.2.6 µπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση διανυσµατικής

παραµέτρου θ = (θ1, . . . , θr), ϐλέπε π.χ. Lehmann and Casella (1998,

σελ. 461-465). Επίσης, υπάρχει πληθώρα ϐιβλιογραφίας, που αφορά σε

γενικεύσεις ή εναλλακτικές υποθέσεις της Πρότασης 7.2.6 (π.χ. περιπτώ-

σεις δεδοµένων X
˜

που δεν αποτελούν τυχαίο δείγµα), όπως Le Cam (1970,

1990).

Θα περιγράψουµε τώρα µια εναλλακτική µεθοδολογία, που οδηγεί

στην ασυµπτωτική κανονικότητα χωρίς τη χρήση της τρίτης παραγώγου

(συνθήκη Σ7). Η µεθοδολογία αυτή αναπτύχθηκε από τον Le Cam (1956)

και αργότερα από τον Inagaki (1973). Χρησιµοποιώντας µόνον δύο (αντί

τρεις) όρους στο ανάπτυγµα Taylor της l′n(θ) γύρω από το θ0 έχουµε

l′n(θ̂n) = l′n(θ0) + (θ̂n − θ0)l
′′
n(θ

∗∗
n ), (7.36)

όπου θ∗∗n είναι µεταξύ θ̂n και θ0, δηλαδή |θ∗∗n − θ0| < |θ̂n − θ0|. ΄Οπως και

στη σχέση (7.31), το πρώτο µέλος της (7.36) είναι µηδέν, οπότε έχουµε

0 =
√
n(

1

n
l′n(θ0)) +

√
n(θ̂n − θ0)

1

n
l′′n(θ

∗∗
n ). (7.37)

Ο όρος
√
n( 1n l

′
n(θ0)), όπως είδαµε στην (7.33), έχει ασυµπτωτική κα-

νονική κατανοµή N (0, I1(θ0)). ΄Αρα η ασυµπτωτική συµπεριφορά του√
n(θ̂n − θ0), ϑα καθοριστεί από την ασυµπτωτική συµπεριφορά του ό-

ϱου 1
n l

′′
n(θ

∗∗
n ). Η συνέπεια του θ̂n σηµαίνει θ̂n

Pθ0−−→ θ0 και εποµένως

θ∗∗n
Pθ0−−→ θ0, αφού |θ∗∗n −θ0| < |θ̂n−θ0|. Περαιτέρω η σχέση, θ∗∗n

Pθ0−−→ θ0 µας

προδιαθέτει να αποδεχθούµε ότι 1
n l

′′
n(θ

∗∗
n ) ≈ 1

n l
′′
n(θ0). ΄Οµως, 1

n l
′′
n(θ0) =

1
n

∑n
i=1

∂2

∂θ2
ln f1(Xi; θ) |θ=θ0≈ E

∂2

∂θ2
ln f1(Xi; θ) |θ=θ0= −I1(θ0), λόγω του

ΑΝΜΑ, το οποίο συνεπάγεται ότι

1

n
l′′n(θ

∗∗
n ) ≈ −I1(θ0).
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Τότε, από την (7.37) παίρνουµε

0
Lθ0≈ N (0, I1(θ0)) +

√
n(θ̂n − θ0)(−I1(θ0)),

δηλαδή
√
n(θ̂n − θ0)

Lθ0≈ N (0, 1/I1(θ0))

ή

θ̂n
Lθ0≈ N (θ0,

1

nI1(θ0)
).

Η συνεπαγωγή θ∗∗n
Pθ0−−→ θ0 ⇒ 1

n l
′′
n(θ

∗∗
n ) ≈ 1

n l
′′
n(θ0), για να τεκµηριωθεί

αυστηρά απαιτεί την οµοιόµορφη σύγκλιση της ακολουθίας 1
n l

′′
n(θ) ως

προς θ σε µια περιοχή του θ0, και αυτήν την υπόθεση εισήγαγε, κατ΄

ουσίαν ο Le Cam (1956), προκειµένου να αποφύγει τη συνθήκη Σ7 και

να καλύψει περιπτώσεις που αυτή δεν ισχύει. Στο ίδιο πνεύµα είναι και

οι συνθήκες που έχουν προταθεί από τον Kulldorf (1957).

Παράδειγµα 7.2.4. (Μείξη κατανοµών – συνέπεια και ασυµπτωτική

κανονικότητα ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n > 1, ένα τυχαίο δείγ-

µα από την κατανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ) = 1
2θ(1 + θx)e−θx, x > 0,

θ ∈ Θ = (0,∞). Η κατανοµή αυτή προκύπτει εάν η παρατήρηση Xi

επιλεγεί από την εκθετική κατανοµή E(1/θ), που είναι η κατανοµή Γάµ-

µα G(1, 1/θ), µε πιθανότητα 1
2 ή από την κατανοµή Γάµµα G(2, 1/θ),

µε πιθανότητα επίσης 1
2 . Τέτοιες κατανοµές αναφέρονται ως µείξεις, στη

συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε µείξη των δύο παραπάνω κατανοµών

Γάµµα µε συντελεστές µείξης 1/2 για κάθε µία. Η µέση τιµή της κα-

τανοµής είναι εύκολο να δειχθεί ότι είναι ο γραµµικός συνδυασµός (στην

πραγµατικότητα, ο κυρτός συνδυασµός) των µέσων τιµών των δύο κατανο-

µών Γάµµα µε συντελεστές τους αντίστοιχους συντελεστές µείξης δηλαδή

EθX1 = 1
2
1
θ + 1

2
2
θ = 3

2θ . Θα αναζητήσουµε ε.µ.π. του θ (από τον οποίο,

αµέσως προκύπτει και ο ε.µ.π. της µέσης τιµής). ΄Εχουµε,

L(θ) = f(x
˜
; θ) =

1

2n
θn

n∏

i=1

(1 + θxi)e
−θ

∑n
i=1 xi ,
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lnL(θ) = −n ln 2 + n ln θ +
n∑

i=1

ln(1 + θxi)− θ
n∑

i=1

xi ,

∂

∂θ
lnL(θ) =

n

θ
+

n∑

i=1

xi
1 + θxi

−
n∑

i=1

xi, (7.38)

∂2

∂θ2
lnL(θ) = − n

θ2
−

n∑

i=1

x2i
(1 + θxi)2

< 0, ∀ θ ∈ (0,∞). (7.39)

Από την (7.39) συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση ∂
∂θ lnL(θ) είναι γνησίως

ϕθίνουσα στο (0,∞), ενώ από την (7.38) ότι

lim
θ→0+

∂

∂θ
lnL(θ) = ∞ και lim

θ→∞
∂

∂θ
lnL(θ) = −

n∑

i=1

xi < 0.

Εποµένως, λόγω συνέχειας, η συνάρτηση ∂
∂θ lnL(θ) µηδενίζεται για µία

και µοναδική τιµή στο (0,∞), έστω θ̂(x
˜
). Περαιτέρω, λόγω της µονοτονίας

της ∂
∂θ lnL(θ) για θ < θ̂(x

˜
) έχουµε ∂

∂θ lnL(θ) > ∂
∂θ lnL(θ) |θ=θ̂(x

˜
)= 0,

το οποίο συνεπάγεται ότι η συνάρτηση lnL(θ) είναι γνησίως αύξουσα στο

διάστηµα (0, θ̂(x
˜
)). Κατ΄ αναλογία, για θ > θ̂(x

˜
) έχουµε ∂

∂θ lnL(θ) <
∂
∂θ lnL(θ) |θ=θ̂(x

˜
)= 0, συνεπώς η συνάρτηση lnL(θ) είναι γνησίως ϕθί-

νουσα στο διάστηµα (θ̂(x
˜
),∞). Από τα παραπάνω καταλήγουµε ότι το

σηµείο θ̂(x
˜
) είναι η µοναδική ϑέση ολικού µεγίστου της lnL(θ), δηλαδή

ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂(X
˜
).

΄Οπως δείξαµε, η ε.µ.π. θ̂(x
˜
) είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης

πιθανοφάνειας ∂
∂θ lnL(θ) = 0 στο (0,∞). Για n = 1, από την (7.38) η

εξίσωση πιθανοφάνειας γράφεται

1

θ
+

x1
1 + θx1

− x1 = 0

ή ισοδύναµα

θ2x21 − θx1 − 1 = 0.

Οι λύσεις είναι θ =
(1±

√
5)x1

2
και καθώς στο (0,∞) ανήκει µόνον η

(1 +
√
5)x1

2
, προκύπτει ότι η ε.µ.π. είναι θ̂(X1) =

(1 +
√
5)X1

2
. Για
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n > 2, από την εξίσωση πιθανοφάνειας προκύπτει ισοδύναµη εξίσωση

ϐαθµού n + 1 ως προς θ, η ϑετική λυση της οποίας δεν είναι δυνατόν να

ϐρεθεί σε κλειστή µορφή, αλλά µόνον µε αριθµητική επίλυση.

Οι συνθήκες Σ0, Σ1, Σ2, Σ3 της Πρότασης 7.2.4 προφανώς ισχύουν,

οπότε ο θ̂(X
˜
) είναι ισχυρά συνεπής εκτιµητής του θ. Η f1(x; θ) έχει παρα-

γώγους κάθε τάξης ως προς θ, άρα ισχύει και η συνθήκη Σ4. Επίσης, οι

σχέσεις

∫ ∞

0

∂

∂θ
f1(x; θ)dx = 0 και

∫ ∞

0

∂2

∂θ2
f1(x; θ)dx = 0 επαληθεύονται

εύκολα υπολογίζοντας τα αντίστοιχα ολοκληρώµατα, άρα ισχύει η συνθή-

κη Σ5. Ο αριθµός πληροφορίας του Fisher I1(θ) µπορεί να υπολογιστεί

µέσω της σχέσης

I1(θ) = −Eθ
∂2

∂θ2
ln f1(X1; θ) = Eθ

(
1

θ2
+

X2
1

(1 + θX1)2

)

=
1

θ2
+ Eθ

X2
1

(1 + θX1)2
.

΄Εχουµε, I1(θ) >
1

θ2
και I1(θ) =

1

θ2
+

1

θ2
Eθ

(
θX1

1 + θX1

)2

<
2

θ2
, αφού 0 <

θX1

1 + θX1
< 1. Συνεπώς,

1

θ2
< I1(θ) <

2

θ2
, οπότε ισχύει και η συνθήκη Σ6.

Τέλος, ∂3

∂θ3 ln f1(x; θ) =
2

θ3
+

2x3

(1 + θx)3
=

2

θ3
+

2

θ3

(
θx

1 + θx

)3

<
4

θ3
και

εποµένως ισχύει η συνθήκη Σ7. Βάσει της Πρότασης 7.2.6 συµπεραίνουµε

ότι ο ε.µ.π. θ̂(X
˜
) έχει ασυµπτωτική κατανοµή

θ̂(X
˜
)
Lθ≈ N (θ,

1

nI1(θ)
).

Για τον υπολογισµό του I1(θ), έχουµε

Eθ

(
θX1

1 + θX1

)2

=

∫ ∞

0

(
θx

1 + θx

)2 1

2
θ(1 + θx)e−θx dx =

=
1

2

∫ ∞

0

θ2x2

1 + θx
θe−θx dx =

=
1

2

∫ ∞

0

y2

1 + y
e−y dy =

1

2
e

∫ ∞

1

(u− 1)2

u
e−u du

=
1

2
e

{∫ ∞

1
u e−u du− 2

∫ ∞

1
e−u du+

∫ ∞

1

e−u

u
du

}
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΄Οµως,

∫ ∞

1
u e−u du = 2

∫ ∞

1
e−u du, οπότε

Eθ

(
θX1

1 + θX1

)2

=
1

2
e

∫ ∞

1

e−u

u
du =

1

2
e

∫ ∞

1
e−u d ln u

=
1

2
e

{
e−u lnu |∞1 +

∫ ∞

1
e−u lnu du

}
=

=
1

2
e

∫ ∞

1
e−u lnu du,

οπότε

I1(θ) =
1

θ2

(
1 +

e

2

∫ ∞

1
e−u lnu du

)
=

1

aθ2
,

όπου
1

a
= 1 +

e

2

∫∞
1 e−u lnu du ≈ 1.298. Τελικά λοιπόν

θ̂(X
˜
)
Lθ≈ N (θ,

aθ2

n
).

5. Οι ιδιότητες της συνέπειας και της ασυµπτωτικής κανονικότητας µετα-

ϕέρονται πολύ εύκολα από την περίπτωση εκτίµησης του θ στη γενικότε-

ϱη περίπτωση εκτίµησης του g(θ). Οι λεπτοµέρειες δίνονται στην επόµενη

πρόταση. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η πρόταση ισχύει για αυθαίρετο εκτιµητή

Tn και άρα, ειδικά για τον ε.µ.π. του θ, θ̂n (ϐλέπε Πρόταση 7.2.8).

Πρόταση 7.2.7. ΄Εστω Tn (ασθενώς ή ισχυρά) συνεπής εκτιµητής του θ ∈ Θ

και g συνεχής συνάρτηση ορισµένη στο Θ. Τότε ισχύουν τα εξής.

( ι) Ο g(Tn) είναι (ασθενώς ή ισχυρά) συνεπής εκτιµητής του g(θ).

( ιι) (Μέθοδος ∆έλτα) Εάν

σn(Tn − θ0)
Lθ0−−→ N (0, σ2) ,

όπου σ > 0, σn → ∞ και η παράγωγος g′(θ0) υπάρχει, είναι πεπερα-

σµένη και g′(θ0) 6= 0 τότε

σn(g(Tn)− g(θ0))
Lθ0−−→ N (0, σ2[g′(θ0)]2). (7.40)
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Απόδειξη. (ι) Προκύπτει αµέσως από τις ιδιότητες της ασθενούς και της ι-

σχυρής σύγκλισης ακολουθιών τυχαίων µεταβλητών (ϐλέπε Πρόταση 1.10.5(i,

ii)).

(ιι) Θα αποδείξουµε, κατ΄ αρχάς, ότι

σn(g(Tn)− g(θ0))

g′(θ0)
− σn(Tn − θ0)

Pθ0−−→ 0. (7.41)

Θεωρούµε τη συνάρτηση h ορισµένη στο Θ µε τύπο

h(x) =





g(x)− g(θ0)

x− θ0
− g′(θ0) , x 6= θ0

0 , x = θ0 .

Επειδή η g είναι συνεχής στο Θ και παραγωγίσιµη στο θ0, η h είναι συνε-

χής στο Θ. Θέτουµε σn(Tn − θ0) = Zn, οπότε Tn = θ0 +
1
σn

Zn. Επειδή

σn → ∞ και Zn

Lθ0−−→ N (0, σ2), προκύπτει ότι 1
σn

Zn

Pθ0−−→ 0 (Θεώρηµα

1.10.6(v)) και εποµένως Tn

Pθ0−−→ θ0, λόγω της Πρότασης 1.10.5(iii). Η

συνέχεια της h και η Πρόταση 1.10.5(i) εγγυώνται τότε ότι h(Tn)
Pθ0−−→

h(θ0) = 0.

Τώρα έχουµε

σn(g(Tn)− g(θ0))

g′(θ0)
−σn(Tn−θ0) =





h(Tn)σn(Tn − θ0)

g′(θ0)
, Tn 6= θ0

0 , Tn = θ0 .

Pθ0−−→ 0 ,

επειδή h(Tn)
Pθ0−−→ 0 και σn(Tn − θ0)

Lθ0−−→ N (0, σ2), εφαρµόζοντας άλ-

λη µια ϕορά το Θεώρηµα 1.10.6(v). Εποµένως ισχύει η (7.41), οπότε

από το Θεώρηµα Slutsky (Θεώρηµα 1.10.6(i)), η ασυµπτωτική κατανοµή

της ακολουθίας
σn(g(Tn)− g(θ0))

g′(θ0)
συµπίπτει µε αυτήν της ακολουθίας

σn(Tn − θ0) που είναι N (0, σ2). ΄Αρα τελικά, από το Θεώρηµα 1.10.6(iii)

έχουµε,

σn(g(Tn)− g(θ0))
Lθ0−−→ N (0, σ2[g′(θ0)]

2).
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Εφαρµόζοντας την Πρόταση 7.2.7 στην περίπτωση που ο Tn είναι ο

ε.µ.π. του θ, θ̂n, έχουµε αµέσως το εξής αποτέλεσµα για τον ε.µ.π. του

g(θ), g(θ̂n).

Πρόταση 7.2.8. ΄Εστω θ̂n ο ε.µ.π. του θ και g παραγωγίσιµη συνάρτηση

στο Θ µε g′(θ0) 6= 0. Τότε ισχύουν τα εξής.

( ι) Εάν ο θ̂n είναι (ασθενώς ή ισχυρά) συνεπής εκτιµητής του θ, τότε και

ο ε.µ.π. του g(θ), g(θ̂n), είναι (ασθενώς ή ισχυρά) συνεπής.

( ιι) Εάν
√
n(θ̂n − θ0)

Lθ0−−→ N (0, 1/I1(θ0)) ,

τότε
√
n(g(θ̂n)− g(θ0))

Lθ0−−→ N (0, [g′(θ0)]
2/I1(θ0)).

Η Πρόταση 7.2.8 αποκτά ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην περίπτωση που

ο ε.µ.π. θ̂n δεν µπορεί να ϐρεθεί σε κλειστή µορφή. Σηµειώνουµε ε-

δώ ότι η ασυµπτωτική κανονικότητα του θ̂n µπορεί να διασφαλιστεί µέσω

της Πρότασης 7.2.6. Ωστόσο, εάν ο θ̂n υπάρχει σε κλειστή µορφή, τότε

ενδεχοµένως το αποτέλεσµα της Πρότασης 7.2.8(ii) µπορεί να προκύψει

κατ΄ ευθείαν από τον µαθηµατικό τύπο του g(θ̂n) και το Κεντρικό Οριακό

Θεώρηµα.

Παρατήρηση 7.2.5. Η Πρόταση 7.2.8(ii) δηλώνει ότι κατά προσέγγιση η

κατανοµή του g(θ̂n) είναι κανονική

g(θ̂n)
Lθ0≈ N (g(θ0), [g

′(θ0)]2/(nI1(θ0)))

µε Eθ0g(θ̂n) ≈ g(θ0) και Varθ0g(θ̂n) ≈ [g′(θ0)]2/(nI1(θ0)). ΄Οµως

[g′(θ0)]2/(nI1(θ0)) είναι το Κ.Φ. C-R για τη διασπορά αµερόληπτων εκτι-

µητών του g(θ). Συνεπώς οι παραπάνω σχέσεις σηµαίνουν ότι ο ε.µ.π.

g(θ̂n) είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτος και ασυµπτωτικά αποδοτικός εκτι-

µητής του g(θ).
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Παρατήρηση 7.2.6. Η τεχνική της µεθόδου ∆έλτα, της απόδειξης δηλα-

δή της ασυµπτωτικής κανονικότητας του εκτιµητή g(Tn) ϐασίζεται, στην

ουσία, στην τοπική γραµµικοποίηση της συνάρτησης g χρησιµοποιώντας

έναν όρο του αναπτύγµατος Taylor. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε

g(θ) = g(θ0) + (θ − θ0)g
′(θ∗) (τοπική γραµµικοποίηση ως προς θ),

όπου θ∗ σηµείο µεταξύ θ και θ0. Ειδικά, λοιπόν,

g(Tn) = g(θ0) + (Tn − θ0)g
′(θ∗n)

όπου θ∗ είναι µεταξύ Tn και θ0. Τώρα, λόγω συνέπειας, Tn → θ0 και

επειδή |θ∗n − θ0| < |Tn − θ0| → 0, προκύπτει αµέσως ότι θ∗n → θ0. Αυτό

µε τη σειρά του συνεπάγεται ότι τελικά (για n → ∞), η g(Tn) «οφείλει»

να συµπεριφέρεται ως g(Tn) ≈ g(θ0) + (Tn − θ0)g
′(θ0), δηλαδή να είναι

γραµµική συνάρτηση της Tn − θ0 (Μάλιστα, αν η g′ είναι συνεχής ισχύει,

αυστηρά, η παραπάνω προσέγγιση). Η Tn−θ0 έχει ασυµπτωτική κανονική

κατανοµή N (θ, σ2/σ2
n). Εποµένως,

g(Tn)
Lθ0≈ N (g(θ0), [g

′(θ0)]
2σ2/σ2

n)

που είναι το συµπέρασµα της Πρότασης 7.2.7(ii).

Παρατήρηση 7.2.7. Η παραπάνω µεθοδολογία καταδεικνύει γιατί απαι-

τείται g′(θ0) 6= 0, αλλά επίσης υποδηλώνει πώς πρέπει να χειριστούµε την

περίπτωση που g′(θ0) = 0: ϑα χρησιµοποιήσουµε έναν ακόµη όρο του

αναπτύγµατος Taylor. Σε αυτήν την περίπτωση, έχουµε

g(θ) = g(θ0) + (θ − θ0)g
′(θ0) +

1

2
(θ − θ0)

2g′′(θ∗∗)

= g(θ0) +
1

2
(θ − θ0)

2g′′(θ∗∗).

Περαιτέρω,

g(Tn) = g(θ0) +
1

2
(Tn − θ0)

2g′′(θ∗∗n ) ,

οπότε επαναλαµβάνοντας το προηγούµενο σκεπτικό,

g(Tn) ≈ g(θ0) +
1

2
(Tn − θ0)

2g′′(θ0) ,
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ή
2(g(Tn)− g(θ0))

g′′(θ0)
≈ (Tn − θ0)

2

(εφ΄ όσον g′′(θ0) > 0). Η Tn − θ0 έχει (ασυµπτωτική) κανονική κατανοµή

µε µέση τιµή 0, εξ υποθέσεως, άρα το τετράγωνο της παραπέµπει σε X 2
1

και συγκεκριµένα

σ2
n(Tn − θ0)

2

σ2

Lθ0−−→ X 2
1

που συνεπάγεται

2σ2
n(g(Tn)− g(θ0))

σ2g′′(θ0)

Lθ0−−→ X 2
1 .

Παραθέτουµε ένα παράδειγµα εφαρµογής της Πρότασης 7.2.8.

Παράδειγµα 7.2.5. (ασυµπτωτική κατανοµή του ε.µ.π. του odds ra­

tio θ
1−θ ) ΄Εστω X

˜
= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατα-

νοµή BernoulliB(1, θ), θ ∈ Θ = (0, 1). Στο Παράδειγµα 7.2.1 είδαµε ότι ο

ε.µ.π. του θ είναι θ̂n = X̄ (µε πιθανότητα που τείνει στο 1) και ο ε.µ.π. του

odds ratio g(θ) =
θ

1− θ
δίνεται από τη σχέση g(θ̂n) =

θ̂n

1− θ̂n
=

X̄

1− X̄
.

Από τους Νόµους των Μεγάλων Αριθµών προκύπτει αµέσως η ασθενής

και ισχυρή συνέπεια του θ̂n, οπότε από την Πρόταση 7.2.8(i) συνάγου-

µε και ότι ο ε.µ.π. g(θ̂n) είναι ασθενώς και ισχυρά συνεπής. Επιπλέον,

κατευθείαν από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα έχουµε ότι

√
n(θ̂n − θ0)

Lθ0−−→ N (0, θ0(1− θ0))

και εποµένως από την Πρόταση 7.2.8(ii) συµπεραίνουµε ότι

√
n(g(θ̂n)− g(θ0))

Lθ0−−→ N (0,
θ0

(1− θ0)3
) ,

αφού g′(θ) = 1/(1 − θ)2. Κατά προσέγγιση λοιπόν έχουµε

X̄

1− X̄

Lθ0≈ N
(

θ0
1− θ0

,
θ0

n(1− θ0)3

)
.

Σηµειώνουµε ότι η επαλήθευση της συνέπειας και της ασυµπτωτικής κα-

νονικότητας του θ̂n = X̄ µπορεί να γίνει και µέσω των γενικών συνθη-

κών των Προτάσεων 7.2.4 και 7.2.6. Οι συνθήκες Σ0–Σ6 επαληθεύονται
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πολύ εύκολα, τις περισσότερες εξ αυτών τις έχουµε ήδη συναντήσει και

στην ανισότητα των Cramér–Rao (Πρόταση 5.1.1). Για την Σ7, έχουµε

f1(x; θ) = θx(1 − θ)1−x, x = 0, 1 και θ ∈ (0, 1), οπότε ∂3

∂θ3
ln f1(X1; θ) =

2X1

θ3
− 2(1 −X1)

(1− θ)3
. ΄Εστω τώρα ε > 0, τέτοιο ώστε θ0 ± ε ∈ (0, 1), όπου

θ0 ∈ (0, 1) η αληθής τιµή του θ. Τότε για κάθε θ µε θ0 − ε < θ < θ0 + ε,

παρατηρούµε ότι

∣∣∣ ∂3

∂θ3 ln f1(X1; θ)
∣∣∣ 6 2X1

θ3
+
2(1−X1)

(1− θ)3
<

2X1

(θ0 − ε)3
+

2(1 −X1)

(1− θ0 − ε)3
= M(X1)

µε Eθ0M(X1) =
2θ0

(θ0 − ε)3
+

2(1 − θ0)

(1− θ0 − ε)3
και συνεπώς η Σ7 ισχύει.

Στο σηµείο αυτό, κλείνοντας µε τις ασυµπτωτικές ιδιότητες των ε.µ.π.

επισηµαίνουµε ότι η έρευνα σε συνέπεια και ασυµπτωτική κανονικότητα

είναι ανεξάντλητη, πάντα επίκαιρη και αδύνατον να παρουσιαστεί στον

περιορισµένο χώρο αυτών των σηµειώσεων.

6. Είδαµε στις προηγούµενες ιδιότητες ότι ο ε.µ.π. είναι υπό ορισµένες

συνθήκες ασυµπτωτικά αµερόληπτος και ασυµπτωτικά αποδοτικός. Θα

εξετάσουµε τώρα την αµεροληψία και την αποδοτικότητα του ε.µ.π., για

σταθερό (πεπερασµένο) µέγεθος δείγµατος n.

Γενικά ο ε.µ.π. δεν είναι αµερόληπτος. Ακόµη και αν ο ε.µ.π. του θ,

θ̂n, είναι αµερόληπτος, ο ε.µ.π. του g(θ), g(θ̂n), δεν είναι αµερόληπτος,

αφού η σχέση Eθθ̂n = θ εν γένει δεν συνεπάγεται τη σχέση Eθg(θ̂n) = g(θ)

(εκτός ϕυσικά της περίπτωσης που η g είναι γραµµική συνάρτηση.). Από

ορισµένους ερευνητές η µεροληψία του ε.µ.π. ϑεωρείται ως παθογένεια

της µεθόδου, την οποία προσπαθούν να «διορθώσουν», επινοώντας τρό-

πους µείωσης της, π.χ. µε τη µεθοδολογία jacknife. Παραπέµπουµε τον

αναγνώστη στους Quenouille (1956) και την πρόσφατη εργασία Yatracos

(2015) για περαιτέρω µελέτη του ϑέµατος αυτού.

Στην περίπτωση, όµως, που ο ε.µ.π. είναι αµερόληπτος, τότε κατά κα-

νόνα συµπίπτει µε τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή. Πιο συγκεκριµένα, αν ο ε.µ.π.

είναι µοναδικός τότε γνωρίζουµε πως είναι συνάρτηση της (ελάχιστης) ε-

παρκούς στατιστικής συνάρτησης. Αν, περαιτέρω, αυτή είναι πλήρης, τότε
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από το Θεώρηµα των Lehmann - Scheffé προκύπτει όντως ότι ο ε.µ.π.

είναι και ΑΟΕ∆ εκτιµητής. Τώρα, ϑα αντιστρέψουµε τους ϱόλους ΑΟΕ∆

εκτιµητή και ε.µ.π. και ϑα ϑέσουµε το ερώτηµα: είναι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής,

ε.µ.π.; Την απάντηση ουσιαστικά την έχουµε δώσει παραπάνω και είναι

εν γένει αρνητική, αφού ο ε.µ.π. είναι συνήθως µη αµερόληπτος. Το

ερώτηµα τέθηκε περισσότερο ϱητορικά, ως εισαγωγή για τη διερεύνηση

της σχέσης αποδοτικού εκτιµητή και ε.µ.π. (επαναλαµβάνουµε, για στα-

ϑερό µέγεθος δείγµατος n). Στην επόµενη πρόταση αποδεικνύεται ότι ο

αποδοτικός εκτιµητής είναι ουσιαστικά και ε.µ.π.. ∆ιαπιστώνουµε λοιπόν

ξανά την ύπαρξη αυτής της εκπληκτικής σχέσης µεταξύ αµεροληψίας –

αποδοτικότητας και της αρχής της µέγιστης πιθανοφάνειας, αυτήν τη ϕο-

ϱά όµως από την αντίστροφη κατεύθυνση. Περαιτέρω, γνωρίζουµε ότι για

θ ∈ Θ ⊂ ℜ, αποδοτικοί εκτιµητές υπάρχουν µόνον στις Μ.Ε.Ο.Κ. και για

συγκεκριµένες συναρτήσεις g(θ). Γι’ αυτές λοιπόν τις g(θ) ο αποδοτικός

εκτιµητής συµπίπτει µε τον ε.µ.π.

Πρόταση 7.2.9. ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες Ι1–Ι5 της Πρότασης 5.2.5,

g(θ) δεν είναι σταθερά ως συνάρτηση του θ, υπάρχει η παράγωγος g′(θ) και

T (X
˜
) είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ), του οποίου το σύνολο τιµών είναι

υποσύνολο του g(Θ). ΄Εστω ακόµη ότι η δεύτερη παράγωγος ∂2

∂θ2
f(x
˜
; θ)

υπάρχει και είναι πεπερασµένη για κάθε x
˜
∈ S = {x

˜
: f(x

˜
; θ) > 0}. Τότε

η εξίσωση πιθανοφάνειας

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = 0

έχει λύση θ̂(X
˜
) που µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας και ικανο-

ποιεί τη σχέση

T (X
˜
) = g(θ̂(X

˜
)).

Αν επί πλέον η g είναι 1-1 τότε η λύση θ̂(X
˜
) είναι µοναδική.

Απόδειξη. Επειδή ο T (X
˜
) είναι αποδοτικός εκτιµητής του g(θ), από την

Πρόταση 5.2.5, έχουµε (µε πιθανότητα 1)

∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) = c1(θ)(T (X

˜
)− g(θ)) , ∀θ ∈ Θ (7.42)
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όπου c1(θ) 6= 0 για κάθε θ ∈ Θ. Αφού T (X
˜
) ∈ g(Θ), υπάρχει θ̂(X

˜
) ∈ Θ

τέτοιο ώστε

T (X
˜
) = g(θ̂(X

˜
)). (7.43)

και το οποίο, λόγω της (7.42) είναι λύση της εξίσωσης πιθανοφάνειας.

Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι η λύση θ̂(X
˜
) αντιστοιχεί σε µέγιστο της

συνάρτησης πιθανοφάνειας. Παραγωγίζοντας την (7.42) προκύπτει

∂2

∂θ2
ln f(X

˜
; θ) = c′1(θ)(T (X

˜
)− g(θ))− c1(θ)g

′(θ) ,

οπότε
∂2

∂θ2
ln f(X

˜
; θ) |θ=θ̂(X

˜
)= −c1(θ̂(X

˜
))g′(θ̂(X

˜
)). (7.44)

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι το δεύτερο µέλος της (7.44) είναι αρνητικό.

Από τη σχέση (5.23) έχουµε

Covθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ), T (X

˜
)
)
= g′(θ), ∀ θ ∈ Θ. (7.45)

Αντικαθιστώντας στην (7.45), T (X
˜
) =

1

c1(θ)
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ) + g(θ) που προ-

κύπτει από την (7.42) και χρησιµοποιώντας ιδιότητες της συνδιασποράς

(ϐλέπε Ενότητα 1.4), παίρνουµε

1

c1(θ)
Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= g′(θ) , ∀θ ∈ Θ

Εποµένως,

c1(θ)g
′(θ) = Varθ

(
∂
∂θ ln f(X

˜
; θ)
)
= I(θ) > 0 , ∀θ ∈ Θ, (7.46)

όπου I(θ) είναι ο αριθµός πληροφορίας του Fisher. Θέτοντας θ = θ̂(X
˜
)

στην (7.46) έχουµε

c1(θ̂(X
˜
))g′(θ̂(X

˜
)) > 0

και αυτό ϑέλαµε να δείξουµε.

Τέλος, αν η g είναι 1-1, η εξίσωση T (X
˜
) = g(θ) έχει µοναδική λύση

ως προς θ, θ̂(X
˜
), η οποία λόγω της (7.46) είναι και µοναδική λύση της

εξίσωσης πιθανοφάνειας.
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Παρατήρηση 7.2.8. Ας επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας σε συναρτή-

σεις g που είναι 1-1 (ειδικά, καλύπτουµε και την περίπτωση g(θ) = θ).

Τότε, λόγω της µοναδικότητας του θ̂(X
˜
), η συνάρτηση πιθανοφάνειας δεν

παρουσιάζει άλλο ακρότατο παρά µόνον στο θ = θ̂(X
˜
) στο Θ, το οποίο

µάλιστα, όπως δείχθηκε, αντιστοιχεί σε µέγιστο. Εποµένως, θ̂(X
˜
) είναι ο

ε.µ.π. του θ, εκτός της ακραίας περίπτωσης κατά την οποία το supremum

της συνάρτησης πιθανοφάνειας επιτυγχάνεται στα άκρα του Θ. Ως επακό-

λουθο, g(θ̂(X
˜
)) είναι ο ε.µ.π. του g(θ) και το συµπέρασµα της Πρότασης

7.2.9

T (X
˜
) = g(θ̂(X

˜
))

σηµαίνει ότι η ύπαρξη αποδοτικού εκτιµητή εξασφαλίζει επίσης την ύπαρ-

ξη του ε.µ.π. και ότι οι δύο εκτιµητές συµπίπτουν !!!

Παράδειγµα 7.2.6. (Κανονική κατανοµή – αποδοτικός εκτιµητής

και ε.µ.π.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από

την κανονική κατανοµή N (θ, σ2), όπου θ ∈ Θ = (−∞,∞) είναι άγνωστο

και σ2 γνωστή (ϑετική) σταθερά. Στο Παράδειγµα 5.2.11 είδαµε ότι ο δειγ-

µατικός µέσος X̄ είναι αποδοτικός εκτιµητής του θ, ενώ στο Παράδειγµα

7.1.2 δείξαµε ότι είναι επίσης ε.µ.π. του θ. Η ταύτιση αυτή καθόλου συµ-

πτωµατική δεν είναι, αφού προκύπτει ως απόρροια της Πρότασης 7.2.9.

7. Οι ε.µ.π. σχετίζονται και µε τους εκτιµητές Bayes, τους οποίους ϑα µε-

λετήσουµε στο Κεφάλαιο 8. Για λόγους πληρότητας και συνολικής εικόνας

των ιδιοτήτων των ε.µ.π., αναφέρουµε ότι ο ε.µ.π. είναι κατά προσέγγιση

(δηλαδή για µεγάλο µέγεθος δείγµατος) εκτιµητής Bayes. Περισσότερο,

όµως, ϑα ασχοληθούµε µε αυτήν την ιδιότητα στο επόµενο κεφάλαιο.

7.3 Αποτίµηση των εκτιµητών µέγιστης πιθανο-

ϕάνειας

Κλείνοντας την µελέτη των ε.µ.π., παραθέτουµε µία γενική αποτίµηση του

ϱόλου και της χρησιµότητάς τους.
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1. ΄Οπως αναφέρθηκε και στον πρόλογο αυτού του κεφαλαίου, η µέθο-

δος της µέγιστης πιθανοφάνειας είναι, ίσως, η πλέον γνωστή και ευρέως

χρησιµοποιούµενη στις εφαρµογές µέθοδος εκτίµησης παραµέτρων. Εί-

ναι ιδιαίτερα απλή στην υλοποίησή της, αφού σε τελική ανάλυση η εύρεση

του ε.µ.π. ανάγεται στην εύρεση της ϑέσης µεγίστου µιας συνάρτησης (εν

προκειµένω, της συνάρτησης πιθανοφάνειας). Η δηµοφιλία της οφείλεται

και στο γεγονός ότι δεν απαιτεί εξειδικευµένη στατιστική γνώση, «οποιοσ-

δήποτε» χρήστης µπορεί να την εφαρµόσει. Οι ε.µ.π. υπάρχουν πολύ

συχνά και εξυπηρετούν περίπλοκα στατιστικά µοντέλα µε πολλές παρα-

µέτρους.

2. Εξ ορισµού, οι ε.µ.π. παίρνουν τιµές µέσα στο σύνολο τιµών των

αντίστοιχων παραµέτρων.

3. Η µέθοδος είναι συµβατή µε την αρχή της αντικατάστασης (Ενότητα

3.3), δηλαδή η εύρεση του ε.µ.π. του θ, θ̂, προσφέρει αµέσως και τον

ε.µ.π. του g(θ), g(θ̂), για αυθαίρετη συνάρτηση g.

4. Υπάρχουν περιπτώσεις που οι ε.µ.π. «µονίµως» υποεκτιµούν ή υπε-

ϱεκτιµούν τις αντίστοιχες παραµέτρους και έχουν κακή συµπεριφορά µε

κριτήριο το ΜΤΣ (Παραδείγµατα 7.1.4, 7.1.7 και 7.1.8.)

5. Οι ε.µ.π. γενικά έχουν πολύ καλή συµπεριφορά, όταν υπάρχει διαθέ-

σιµο µεγάλο πλήθος δεδοµένων. Συγκεκριµένα, σε τυπικές περιπτώσεις

είναι συνεπείς, ασυµπτωτικά αµερόληπτοι και έχουν ασυµπτωτικά κανο-

νική κατανοµή µε την ελάχιστη δυνατή διασπορά (ασυµπτωτική αποδοτι-

κότητα).

6. Οι ε.µ.π., εν γένει, δεν είναι αµερόληπτοι, όταν όµως είναι, τότε κατά

κανόνα, συµπίπτουν µε τον αποδοτικό εκτιµητή.

7. Οι ε.µ.π. είναι κατά προσέγγιση εκτιµητές Bayes.

7.4 Μέθοδος των ϱοπών

Εάν X1 είναι µία τυχαία µεταβλητή, η ϱοπή κ τάξης της X1 (ή της κατα-

νοµής της X1), µκ, ορίζεται από τη σχέση

µκ = EθX
κ
1 , κ = 1, 2, . . . .
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Εάν τώρα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

µε πυκνότητα f1(x; θ), θ ∈ Θ, η δειγµατική ϱοπή κ τάξης , mκ, ορίζεται

από τη σχέση

mκ =
1

n

n∑

i=1

Xκ
i , κ = 1, 2, . . . .

Είναι προφανές ότι µκ είναι συναρτήσεις της παραµέτρου θ, ενώ mκ είναι

συναρτήσεις του δείγµατος X
˜

, δηλαδή στατιστικές συναρτήσεις. Επιπλέ-

ον, οι δειγµατικές ϱοπές mκ είναι τα δειγµατικά ανάλογα των ϱοπών της

κατανοµής, µκ, και εποµένως µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως εκτιµητές

τους (ϐλέπε Ενότητα 3.3.1α). Οι δειγµατικές ϱοπές mκ ως εκτιµητές των

µκ έχουν τις εξής δύο ϐασικές ιδιότητες.

1. Eθmκ = µκ, ∀ θ ∈ Θ, κ = 1, 2, . . . , δηλαδή η δειγµατική ϱοπή κ

τάξης είναι αµερόληπτος εκτιµητής της ϱοπής κ τάξης της κατανο-

µής. Πράγµατι,

Eθmκ = Eθ

(
1
n

∑
i=1

n

Xκ
i

)
= 1

n

∑
i=1

n

EθX
κ
i = 1

n

∑
i=1

n

µκ = µκ.

2. mκ → µκ, καθώς n → ∞, κ = 1, 2, . . . , όπου η σύγκλιση είναι είτε

κατά πιθανότητα είτε µε πιθανότητα 1 και προκύπτει κατ΄ ευθείαν

είτε από τον ΑΝΜΑ είτε από τον ΙΝΜΑ. Με άλλα λόγια, οι δειγµατικές

ϱοπές είναι (ασθενώς και ισχυρά) συνεπείς εκτιµητές των αντίστοιχων

ϱοπών της κατανοµής.

Στη δεύτερη ιδιότητα στηρίζεται η µέθοδος των ϱοπών για την εκτίµηση

παραµέτρων. Η µέθοδος των ϱοπών είναι, ίσως, η πιο απλή µέθοδος

εκτίµησης και, ιστορικά, από τις παλαιότερες αφού χρονολογείται από

την εποχή του ΄Αγγλου στατιστικού Carl Pearson στα τέλη του 1800. Οι

εκτιµητές που προκύπτουν µε αυτήν τη µέθοδο λέγονται εκτιµητές µεθόδου

ϱοπών (ε.µ.ρ.) . Η µέθοδος µπορεί να περιγραφεί ως εξής.

Α. ΄Εστω ότι η άγνωστη παράµετρος θ είναι διανυσµατική διάστασης r,

δηλαδή θ = (θ1, . . . , θr). Υπολογίζουµε r ϱοπές της κατανοµής, συ-

νήθως για χάρη απλότητας τις r πρώτες ϱοπές. Επειδή η κατανοµή

εξαρτάται από τα θ1, . . . , θr, το ίδιο ισχύει γενικά και για τις ϱοπές
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της. ΄Ετσι γράφουµε µκ(θ1, . . . , θr) αντί µκ και εποµένως έχουµε

µ1(θ1, . . . , θr) = EθX1,

µ2(θ1, . . . , θr) = EθX
2
1 ,

...

µr(θ1, . . . , θr) = EθX
r
1 .

Β. Λόγω της ιδιότητας 2, οι δειγµατικές ϱοπές είναι προσεγγίσεις των

ϱοπών µκ, δηλαδή

µκ(θ1, . . . , θr) ≈ mκ

για µεγάλο n. Τότε δικαιολογούµαστε, εν µέρει, αν απαιτήσουµε

αυτές οι προσεγγιστικές σχέσεις να ισχύουν ως ισότητες. Θέτουµε

λοιπόν

µ1(θ1, . . . , θr) = m1,

µ2(θ1, . . . , θr) = m2,

...

µr(θ1, . . . , θr) = mr,

και λύνουµε το σύστηµα των r εξισώσεων µε r αγνώστους ως προς

θ1, . . . , θr. Η λύση του συστήµατος
ˆ̂
θ1, . . . ,

ˆ̂
θr είναι εξ ορισµού οι

ε.µ.ρ. των θ1, . . . , θr. Γενικότερα, ως ε.µ.ρ. του g(θ1, . . . , θr) ορίζεται

η στατιστική συνάρτηση g(
ˆ̂
θ1, . . . ,

ˆ̂
θr), ορισµός συµβατός µε την αρχή

της αντικατάστασης (Ενότητα 3.3).

Μία παραλλαγή αυτής της περιγραφής της µεθόδου των ϱοπών, η οποία

ϐασίζεται στην αρχή της αντικατάστασης είναι η ακόλουθη. ∆ιατηρούµε το

ϐήµα Α, αλλά αντί του ϐήµατος Β λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων του

Α ως προς θ1, . . . , θr. Η λύση αυτή εκφράζει τα θ1, . . . , θr ως συναρτήσεις
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των EθX1,EθX
2
1 , . . . ,EθX

r
1 , δηλαδή

θ1 = h1(EθX1, . . . ,EθX
r
1 ),

θ2 = h2(EθX1, . . . ,EθX
r
1 ),

...

θr = hr(EθX1, . . . ,EθX
r
1).

Οι ϱοπές EθX1, . . . ,EθX
r
1 εκτιµώνται, αντίστοιχα, µε τις δειγµατικές ϱο-

πές, m1, . . . ,mr, οπότε επικαλούµενοι την αρχή της αντικατάστασης, οι

ε.µ.ρ. των θ1, . . . , θr είναι, αντίστοιχα,

ˆ̂
θ1 = h1(m1, . . . ,mr),

ˆ̂
θ2 = h2(m1, . . . ,mr),

...

ˆ̂
θr = hr(m1, . . . ,mr).

που προφανώς συµπίπτουν µε τη λύση του συστήµατος του ϐήµατος Β. Γε-

νικότερα, εάν το g(θ1, . . . , θr) εκφραστεί ως συνάρτηση τωνEθX1, . . . ,EθX
r
1 ,

δηλαδή g(θ1, . . . , θr) = h(EθX1, . . . ,EθX
r
1 ), τότε µε ϐάση την αρχή της

αντικατάστασης, ως ε.µ.ρ. του g(θ1, . . . , θr) ορίζεται η στατιστική συνάρ-

τηση h(m1, . . . ,mr) που δεν είναι άλλη από την g(
ˆ̂
θ1, . . . ,

ˆ̂
θr).

∆ίνουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα υπολογισµού του ε.µ.ρ.,

ακολουθώντας τα ϐήµατα Α και Β. Από τα παραδείγµατα αυτά ϕαίνεται

πόσο απλή είναι η µέθοδος.

Παράδειγµα 7.4.1. (Κανονική κατανοµή - ε.µ.ρ.) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,

Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ, σ2).

1η Περίπτωση: σ2 γνωστό, µ = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = R. ΄Εχουµε

µ1(θ) = EθX1 = θ (ϐήµα Α) και ϑέτουµε µ1(θ) = m1, δηλαδή θ = X̄

(ϐήµα Β). ΄Αρα ο ε.µ.ρ. του θ είναι
ˆ̂
θ = X̄ που συµπίπτει µε τον ε.µ.π. και

τον αποδοτικό εκτιµητή.

2η Περίπτωση: µ γνωστό, σ2 = θ άγνωστο, θ ∈ Θ = (0,∞). ΄Εχουµε
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µ1(θ) = EθX1 = µ. ΄Οµως το µ, ως γνωστό, δεν εξαρτάται από το θ, άρα

η πρώτη ϱοπή είναι άχρηστη για την εκτίµηση του θ. Γι’ αυτό το λόγο,

χρησιµοποιούµε τη δεύτερη ϱοπή. ΄Εχουµε

µ2(θ) = EθX
2
1 = VarθX1 + (EθX1)

2 = θ + µ2.

Τα πράγµατα είναι καλύτερα τώρα, γιατί η δεύτερη ϱοπή προέκυψε (µη

σταθερή) συνάρτηση της άγνωστης παραµέτρου θ, όπως ϑα ϑέλαµε. Αυτό

είναι το ϐήµα Α της διαδικασίας. Σύµφωνα µε το ϐήµα Β, ϑέτουµε µ2(θ) =

m2 δηλαδή θ + µ2 = 1
n

∑
i=1

n

X2
i και λύνουµε ως προς θ. ΄Αρα ο ε.µ.ρ. είναι

ˆ̂
θ = 1

n

∑
i=1

n

X2
i − µ2. Για τον

ˆ̂
θ παρατηρούµε ότι δεν είναι συνάρτηση της ε-

παρκούς στατιστικής συνάρτησης

n∑

i=1

(Xi−µ)2 (ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.10)

άρα είναι µη αποδεκτός µε κριτήριο το ΜΤΣ. Επιπροσθέτως, µπορεί να

πάρει και αρνητικές τιµές, αν και Pθ(
ˆ̂
θ < 0) = Pθ

(
1
n

∑
i=1

n

X2
i < µ2

)
→ 0,

καθώς n → ∞, λόγω του ΑΝΜΑ 1
n

∑
i=1

n

X2
i

Pθ−→ EθX
2
1 = θ + µ2 > µ2.

3η Περίπτωση: µ, σ2 άγνωστα, θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R × ∞. ΄Εχου-

µε µ1(µ, σ
2) = EθX1 = µ και µ2(µ, σ

2) = EθX
2
1 = µ2 + σ2 (Βήµα Α).

Θέτουµε λοιπόν

µ1(µ, σ
2) = m1 και µ2(µ, σ

2) = m2,

δηλαδή

µ = X̄ και µ2 + σ2 =
1

n

n∑

i=1

X2
i

και λύνουµε το σύστηµα ως προς µ και σ2 (Βήµα Β). Η λύση του συ-

στήµατος, δηλαδή οι ε.µ.ρ., είναι ˆ̂µ = X̄, ˆ̂σ2 = 1
n

∑n
i=1 X

2
i − X̄2 =

1
n

∑n
i=1(Xi− X̄)2. Παρατηρούµε ότι οι ε.µ.ρ. συµπίπτουν µε τους ε.µ.π..

Παράδειγµα 7.4.2. (Οµοιόµορφη κατανοµή - ε.µ.ρ.) ΄Εστω

X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 1, ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κα-

τανοµή U [0, θ], θ ∈ Θ = (0,∞). ΄Εχουµε µ1(θ) = EθX1 = θ
2 . Θέτουµε

λοιπόν µ1(θ) = m1 =
1
n

∑n
i=1Xi, οπότε θ

2 = X̄ και θ = 2X̄. ΄Αρα ο ε.µ.ρ.
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του θ είναι
ˆ̂
θ = 2X̄. Παρατηρούµε ότι για n ≥ 2, ο εκτιµητής

ˆ̂
θ δεν είναι

συνάρτηση της επαρκούς στατιστικής συνάρτησης X(n) και συνεπώς είναι

µη αποδεκτός εκτιµητής µε κριτήριο το ΜΤΣ.

Παράδειγµα 7.4.3. (Κατανοµή Γάµµα – ε.µ.ρ.) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn),

n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Γάµµα G(α, β) µε α, β άγνω-

στα, οπότε θ = (α, β) ∈ Θ = (0,∞) × (0,∞). ΄Εχουµε µ1(θ) = EθX1 =

αβ και µ2(θ) = EθX
2
1 = VarθX1 + (EθX1)

2 = αβ2 + (αβ)2. Θέτουµε

λοιπόν µ1(α, β) = m1 = 1
n

∑n
i=1Xi και µ2(α, β) = m2 = 1

n

∑n
i=1 X

2
i ,

οπότε προκύπτει το σύστηµα ως προς α, β

αβ = X̄,

αβ2 + α2β2 =
1

n

n∑

i=1

X2
i .

Η λύση του συστήµατος, δηλαδή οι ε.µ.ρ., είναι

ˆ̂α =
X̄2

1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2

και
ˆ̂
β =

1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2

X̄
.

Υπενθυµίζουµε ότι οι ε.µ.π. των α, β υπάρχουν µεν, αλλά όχι σε αναλυτική

µορφή (Παράδειγµα 7.1.6). Σηµειώνουµε επίσης ότι η τιµή του ˆ̂α µπορεί

να χρησιµοποιηθεί ως αρχική τιµή στην αριθµητική επίλυση της εξίσωσης

πιθανοφάνειας για την εύρεση του ε.µ.π. του α. Με αυτή την έννοια

ο ε.µ.ρ. ˆ̂α µπορεί να ϑεωρηθεί ως «προκαταρτικός» εκτιµητής για τον

υπολογισµό του ε.µ.π. α̂.

Κλείνουµε αυτήν την ενότητα αναφέροντας µερικές γενικές ιδιότητες

της µεθόδου των ϱοπών.

1. Η µέθοδος είναι πολύ απλή και οι ε.µ.ρ. υπολογίζονται συνήθως σε

αναλυτική µορφή.

2. Οι ε.µ.ρ. χρησιµοποιούνται συχνά ως «προκαταρτικοί» εκτιµητές για

τον υπολογισµό καλύτερων εκτιµητών, π.χ. του ε.µ.π..

3. Οι ε.µ.ρ. είναι συνεπείς εκτιµητές.
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4. Οι ε.µ.ρ. δεν είναι κατ’ ανάγκη συναρτήσεις της (ελάχιστης) επαρ-

κούς στατιστικής συνάρτησης.

5. Οι ε.µ.ρ. δεν παίρνουν κατ’ ανάγκη τιµές µέσα στο σύνολο τιµών της

παραµέτρου που εκτιµούν.

6. Η λύση του συστήµατος των εξισώσεων του ϐήµατος Β δεν είναι κατ΄

ανάγκη µοναδική.

7. ∆υνητικά, στο ϐήµα Α µπορούν να επιλεγούν προς υπολογισµό ο-

ποιεσδήποτε r ϱοπές της κατανοµής, αριθµός δηλαδή ίσος προς τον

αριθµό των άγνωστων παραµέτρων θ1, . . . , θr, και όχι κατ΄ ανάγκη οι

r πρώτες.

7.5 Ασκήσεις

7.1. ∆ίνεται µία παρατήρηση X από την κατανοµή που ϕαίνεται στον

πίνακα. Να ϐρεθεί ο ε.µ.π. του θ ∈ Θ = {0, 1,−1}.

X = 1 X = 2 X = 3

θ = 0 1/6 1/6 4/6

θ = 1 2/6 2/6 2/6

θ = −1 3/6 3/6 0

7.2. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε

πυκνότητα f1(x; θ), x ∈ S1 ⊂ ℜ, θ ∈ Θ = ℜ, όπου το S1 δεν εξαρτάται

από το θ. Υποθέτουµε τα εξής.

α) ∂2

∂θ2
f1(x; θ) < 0 για κάθε θ ∈ Θ και x ∈ S1.

ϐ) lim
θ→−∞

∂

∂θ
f1(x; θ) = α(x), όπου α(x) > 0 ή α(x) = ∞,

lim
θ→+∞

∂

∂θ
f1(x; θ) = β(x), όπου β(x) < 0 ή β(x) = −∞, για x ∈ S1.

Να δειχθεί ότι υπάρχει ο ε.µ.π. του θ, είναι µοναδικός και ικανοποιεί την

εξίσωση πιθανοφάνειας.
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7.3. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την λογιστική

κατανοµή µε πυκνότητα

f1(x; θ) =
e−(x−θ)

[1 + e−(x−θ)]2
, x ∈ R, θ ∈ Θ = R,

να δειχθεί ότι υπάρχει ο ε.µ.π. του θ και είναι µοναδικός. Να δοθεί η

εξίσωση πιθανοφάνειας και να εξεταστούν η ισχυρή συνέπεια και η ασυµ-

πτωτική κανονικότητα του ε.µ.π.

7.4. Εάν X1, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις µε κατανοµές αντί-

στοιχα διωνυµικές B(κi, θ), θ ∈ Θ = [0, 1], να ϐρεθεί ο ε.µ.π. του θ και

να εξεταστεί εάν είναι ασθενώς συνεπής, υποθέτοντας ότι
∑n

i=1 κi → ∞
καθώς n → ∞.

7.5. Να δειχθεί ότι ο ε.µ.ρ. του θ από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ)
είναι ασθενώς συνεπής.

7.6. Εάν X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική

κατανοµή E(θ), θ ∈ Θ = (0,∞), να ϐρεθεί ο ε.µ.π. της Pθ(X1 > c), όπου

c δοθείσα (γνωστή) σταθερά.

7.7. Το ύψος σε έναν πληθυσµό ανδρών ακολουθεί την κανονική κατα-

νοµή N (µ, σ2). Με δεδοµένα τα ύψη 10 ανδρών 1.72, 1.77, 1.78, 1.67,

1.82, 1.69, 1.75, 1.70, 1.80, 1.68, να υπολογιστεί η εκτίµηση µέγιστης πι-

ϑανοφάνειας του ποσοστού των ανδρών (στο συνολικό πληθυσµό) που είναι

ψηλότεροι από 1.73.

7.8. Ο χρόνος Ϲωής (σε ώρες) ηλεκτρικής λυχνίας ακολουθεί την κατανοµή

µε πυκνότητα

f1(x; θ) =
1

θ2
xe−

x
θ , x > 0, θ ∈ Θ = (0,∞).

Με δεδοµένα τους χρόνους Ϲωής 10 λυχνιών 540h, 620h, 570h, 552h, 605h,

580h, 590h, 557h, 563h, 547h, να υπολογισθεί η εκτίµηση µέγιστης πιθα-

νοφάνειας του µέσου χρόνου Ϲωής των λυχνιών.
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7.9. Τα τυχαία σφάλµατα X1, . . . ,Xn σε n ανεξάρτητες µετρήσεις κάποιας

«ποσότητας» ακολουθούν κανονική κατανοµή N (θ, 4) µε θ άγνωστο. Να

ϐρεθεί ο ε.µ.π. του θ χρησιµοποιώντας ως δεδοµένα µόνον το πλήθος των

παρατηρήσεων Xi, i = 1, . . . , n που είναι ϑετικές.

7.10. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιό-

µορφη κατανοµή U [−θ, θ], θ ∈ Θ = (0,∞).

α. Να δειχθεί ότι ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂ = max{|X1|, . . . , |Xn|}.

ϐ. Να ϐρεθεί η κατανοµή του θ̂.

γ. Να δειχθεί ότι ο θ̂ είναι ασθενώς συνεπής.

δ. Θεωρούµε την κλάση εκτιµητών του θ, C = {cθ̂ : c ϑετική σταθερά}.

Να ϐρεθεί ο εκτιµητής της κλάσης C µε το µικρότερο ΜΤΣ.

ε. Να δειχθεί ότι ο ε.µ.π. θ̂ είναι µη αποδεκτός µε κριτήριο το ΜΤΣ.

στ. Να ϐρεθεί ο ε.µ.ρ. του θ, χρησιµοποιώντας την ϱοπή δεύτερης τάξης.

7.11. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

µε πυκνότητα f1(x;µ, σ) =
1
σ e

−(x−µ)/σ, x > µ, µ ∈ ℜ, σ > 0.

α. Με σ γνωστό και µ άγνωστο, να ϐρεθεί ο ε.µ.ρ. του µ και να δειχθεί

ότι είναι ασθενώς συνεπής.

ϐ. Με µ γνωστό και σ άγνωστο, να ϐρεθεί ο ε.µ.ρ. του σ και να δειχθεί

ότι είναι ασθενώς συνεπής.

γ. Με µ και σ άγνωστα, να ϐρεθούν ο ε.µ.ρ. των µ και σ.

7.12. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

µε πυκνότητα f1(x; θ) =
2

θ2y3
, y > θ, θ ∈ Θ = (0,∞).

α. Να δειχθεί ότι ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂ = max{X1, . . . ,Xn}.

ϐ. Να ϐρεθεί η κατανοµή του θ̂.
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γ. Να δειχθεί ότι ο ε.µ.π. θ̂ είναι ασθενώς συνεπής εκτιµητής του θ.

δ. Να ϐρεθεί ο ε.µ.π. της µέσης τιµής της κατανοµής f1(x; θ).

ε. Να ϐρεθεί ο ε.µ.ρ. του θ και να δειχθεί ότι είναι µη αποδεκτός µε

κριτήριο το ΜΤΣ για n > 2.

7.13. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την Weibull κα-

τανοµή µε πυκνότητα f1(x; θ) = θxθ−1e−xθ
, x > 0, θ ∈ Θ = (0,∞).

Να δειχθεί ότι υπάρχει ο ε.µ.π. του θ είναι µοναδικός και ικανοποιεί την

εξίσωση πιθανοφάνειας.

7.14. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Pareto µε πυκνότητα f1(x; θ) =
aµa

xa+1
, x > µ, µ > 0, a > 0. Να ϐρεθούν

οι ε.µ.π. και ε.µ.ρ. των αγνώστων παραµέτρων στις εξής περιπτώσεις : (α)

a γνωστό και µ άγνωστο, (ϐ) µ γνωστό και a άγνωστο, (γ) a και µ άγνωστα.

Επί πλέον στην (α) περίπτωση να δειχθεί ότι ο ε.µ.π. του µ είναι ασθενώς

συνεπής ενώ στη (ϐ) περίπτωση να ϐρεθεί ο ε.µ.π. του 1
a και να εξεταστεί

η ισχυρή συνέπεια και ασυµπτωτική κανονικότητα του.
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Κεφάλαιο 8

Εκτιµητές Bayes και εκτιµητές minimax

Σε αυτό το κεφάλαιο µελετάµε την κατασκευή εκτιµητών χρησιµοποιώντας

ως κριτήριο επιλογής το κριτήριο Bayes ή το κριτήριο minimax. ΄Οπως εν

συντοµία αναφέρθηκε στην Ενότητα 3.2 και τα δύο κριτήρια συνοψίζουν

τη συµπεριφορά ενός εκτιµητή σε µια σταθερά (τον κίνδυνο Bayes και

τη µέγιστη µέση Ϲηµία, αντίστοιχα). Για σύγκριση, υπενθυµίζουµε ότι το

κριτήριο του ΜΤΣ αξιολογεί τον εκτιµητή T (X
˜
) του g(θ) µέσω της συνάρ-

τησης Eθ(T (X
˜
)− g(θ))2, θ ∈ Θ. Το πλεονέκτηµα των δύο κριτηρίων είναι

ότι είτε µε το ένα είτε µε το άλλο µπορούµε πάντοτε να συγκρίνουµε δύο

εκτιµητές, συγκρίνοντας τις αντίστοιχες σταθερές, αλλά και να ϐρούµε,

συχνά, ϐέλτιστο εκτιµητή µεταξύ όλων των εκτιµητών. Σε αντίθεση, µε το

ΜΤΣ δύο εκτιµητές δεν είναι κατ’ ανάγκη συγκρίσιµοι (π.χ., ϐλέπε το Πα-

ϱάδειγµα 4.1.5) και για να ϐρούµε ϐέλτιστο εκτιµητή αναγκαζόµαστε να

περιοριστούµε σε συγκεκριµένη κλάση εκτιµητών (π.χ., στην κλάση των

αµερόληπτων εκτιµητών).

Από την άλλη πλευρά, και τα δύο κριτήρια είναι πιο ασθενή από το ΜΤΣ

και δεν παρέχουν πλήρη εικόνα για τον εκτιµητή, αφού αποτυπώνουν τη

συµπεριφορά του πολύ αδρά, σε µία σταθερά. Για αυτόν το λόγο, συχνά

αναζητούνται εκτιµητές που ικανοποιούν και τα δύο κριτήρια συγχρόνως ή

ακόµη και κάποια τρίτη ιδιότητα, όπως αποδεκτικότητα ή ϐελτίωση άλλου

γνωστού εκτιµητή.

287
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8.1 Εκτιµητές Bayes

Στην Ενότητα 3.1, για τον εκτιµητή T (X
˜
) της άγνωστης τιµής g(θ) ορίστη-

κε η συνάρτηση κινδύνου

R(T, θ) = EθL
(
T (X
˜
), θ
)
, θ ∈ Θ,

όπου L(t, θ) είναι η συνάρτηση Ϲηµίας , η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες

L(t, θ) > 0 και L(g(θ), θ) = 0. Μια ερµηνεία της L(t, θ) είναι ότι παριστά-

νει την «Ϲηµία», εάν εκτιµήσουµε το g(θ) µε την τιµή t. ΄Αρα, η συνάρτηση

κινδύνου R(T, θ) παριστάνει τη µέση Ϲηµία, εάν χρησιµοποιηθεί ο T (X
˜
),

για να εκτιµήσουµε το g(θ). Μεταξύ δύο εκτιµητών καλύτερος είναι αυ-

τός που έχει τη µικρότερη συνάρτηση κινδύνου – µέση Ϲηµία – για κάθε

θ ∈ Θ. Ιδανικά ϑα επιθυµούσαµε να ϐρούµε έναν εκτιµητή T (X
˜
) µε την

ελάχιστη συνάρτηση κινδύνου R(T, θ) για κάθε θ ∈ Θ, µεταξύ όλων των

εκτιµητών. Αυτό όµως είναι αδύνατο λόγω της πληθώρας των διαθέσιµων

εκτιµητών. Μάλιστα, στην περίπτωση που η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το

τετραγωνικό σφάλµα, δηλαδή L(t, θ) = (t − g(θ))2 – οπότε η συνάρτηση

κινδύνου είναι το ΜΤΣ – δείξαµε στη σχέση (4.4) ότι ένας τέτοιος εκτιµητής

ϑα εκτιµούσε την άγνωστη τιµή g(θ) χωρίς σφάλµα, πράγµα αδύνατο εκτός

κάποιων τετριµµένων καταστάσεων, όπως αυτή του Παραδείγµατος 4.1.6.

Μία λύση στο πρόβληµα αυτό είναι να αναζητήσουµε εκτιµητή T (X
˜
) που

ελαχιστοποιεί το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη R(T, θ), θ ∈ Θ, (ϐλέπε

Σχήµα 8.1) δηλαδή το ολοκλήρωµα
∫
ΘR(T, θ) dθ (ή το άθροισµα – σειρά∑

θ∈Θ
R(T, θ), εάν το Θ είναι αριθµήσιµο). Το σκεπτικό εδώ είναι ότι εάν

Θ

R(T, θ)

θ

Σχήµα 8.1:
∫
ΘR(T, θ) dθ
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το ολοκλήρωµα (εµβαδόν) αυτό γίνεται ελάχιστο τότε αναµένεται ότι η συ-

νάρτηση κινδύνου R(T, θ) δεν ϑα έχει «πολύ µεγάλη» τιµή σε «µεγάλα»

διαστήµατα τιµών του θ ∈ Θ και συνεπώς ο εκτιµητής T (X
˜
) µπορεί να

ϑεωρηθεί ως ικανοποιητικός εκτιµητής του g(θ). Πιο γενικά, µπορούµε

να προκαθορίσουµε µία συνάρτηση π(θ), θ ∈ Θ, µε τις εξής δύο ιδιότητες

(α) π(θ) ≥ 0, θ ∈ Θ

(ϐ)
∫
Θ π(θ) dθ = 1 (ή

∑

θ∈Θ
π(θ) = 1 για Θ αριθµήσιµο)

και να αναζητήσουµε εκτιµητή T (X
˜
) που ελαχιστοποιεί το ολοκλήρωµα

∫
ΘR(T, θ)π(θ) dθ (ή

∑

θ∈Θ
R(T, θ)π(θ) για Θ αριθµήσιµο). Η συνάρτηση

π(θ), θ ∈ Θ λέγεται συνάρτηση ϐαρύτητας ή εκ των προτέρων πυκνότητα ή

καταχρηστικά εκ των προτέρων κατανοµή του θ και έχει, λόγω των (α) και

(ϐ), όντως τις ιδιότητες πυκνότητας κατανοµής. Τα παραπάνω οδηγούν

στον εξής ορισµό του εκτιµητή Bayes.

Ορισµός 8.1.1. Ο εκτιµητής T∗(X
˜
) ονοµάζεται εκτιµητής Bayes του g(θ)

ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή

π(θ) εάν

∫

Θ
R(T∗, θ)π(θ) dθ ≤

∫

Θ
R(T, θ)π(θ) dθ

( ή
∑

θ∈Θ
R(T∗, θ)π(θ) ≤

∑

θ∈Θ
R(T, θ)π(θ) για Θ αριθµήσιµο )

για κάθε εκτιµητή T (X
˜
).

Για κάθε εκτιµητή T (X
˜
), η παράσταση

∫
ΘR(T, θ)π(θ) dθ = BR(T )

αναφέρεται ως κίνδυνος Bayes του εκτιµητή T (X
˜
). Εποµένως ο εκτιµητής

Bayes T∗(X
˜
) έχει τον ελάχιστο κίνδυνο Bayes µεταξύ όλων των εκτιµητών.

Οι δύο ονοµασίες της συνάρτησης π(θ), θ ∈ Θ υποδηλώνουν δύο δια-

ϕορετικές ερµηνείες της. Ως συνάρτηση ϐαρύτητας, η αριθµητική τιµή

π(θ) εκφράζει τη σηµαντικότητα του σηµείου θ σε σχέση µε τα υπόλοι-

πα στοιχεία του Θ. Αν π.χ. Θ = {θ1, θ2, θ3} και ορίσουµε π(θ1) = 5
10 ,
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π(θ2) =
2
10 και π(θ3) =

3
10 , τότε ϑεωρούµε ότι το θ1 είναι πιο σηµαντικό

από τα θ2 και θ3. Από την άλλη πλευρά, οι σχέσεις π(θ1) = π(θ2) =

π(θ3) = 1
3 δηλώνουν ότι κανένα από τα τρία σηµεία δεν είναι πιο ση-

µαντικό από τα υπόλοιπα. Με αυτή την παραδοχή για τη συνάρτηση

π(θ), θ ∈ Θ, η αλγεβρική ερµηνεία της παράστασης
∫
ΘR(T, θ)π(θ) dθ ή∑

θ∈Θ
R(T, θ)π(θ) είναι αυτή του σταθµισµένου µέσου όρου των τιµών της

συνάρτησης R(T, θ), θ ∈ Θ µε συντελεστές ϐαρύτητας (στάθµες) τις τιµές

π(θ), θ ∈ Θ.

Ως εκ των προτέρων κατανοµή, η αριθµητική τιµή π(θ) εκφράζει την

(συνήθως υποκειµενική) αντίληψη για το πόσο πιθανόν είναι η αντίστοιχη

τιµή θ να είναι η (αληθής) τιµή της άγνωστης παραµέτρου, εκ των προτέρων

– πριν δηλαδή τη συλλογή των δεδοµένων X
˜

= (X1, . . . ,Xn). Στο παρα-

πάνω παράδειγµα µε Θ = {θ1, θ2, θ3}, ορίζοντας π(θ1) =
5
10 εκφράζουµε

την αντίληψη πως η πιθανότητα η άγνωστη παράµετρος να έχει τιµή θ1 εί-

ναι 50%. Ουσιαστικά, µε αυτήν τη ϑεώρηση, η άγνωστη παράµετρος είναι

τυχαία µεταβλητή µε σύνολο τιµών Θ και πυκνότητα π(θ), θ ∈ Θ. Τότε η

πιθανοτική ερµηνεία της παράστασης
∫
ΘR(T, θ)π(θ) dθ ή

∑

θ∈Θ
R(T, θ)π(θ)

είναι αυτή της µέσης τιµής της τυχαίας µεταβλητής R(T,θ), όπου θ έχει

πυκνότητα π(θ).

Η αντίληψη («ϕιλοσοφία») ότι η άγνωστη παράµετρος είναι τυχαία µε-

ταβλητή (και όχι σταθερά) αποτελεί το ϑεµέλιο λίθο της Μπεϋζιανής Στα-

τιστικής (Bayesian Statistics). Οι Μπεϋζιανοί Στατιστικοί χρησιµοποιούν

τις εκ των προτέρων πληροφορίες για την παράµετρο που ενσωµατώνονται

και ποσοτικοποιούνται στην εκ των προτέρων κατανοµή και τις πληροφο-

ϱίες που παρέχουν τα δεδοµένα X
˜

= (X1, . . . ,Xn), για να επικαιροποιή-

σουν (update) τις γνώσεις τους για την παράµετρο και τελικά να εξαγάγουν

συµπεράσµατα για αυτήν. Ως ενδεικτική ϐιβλιογραφία Μπεϋζιανής Στατι-

στικής αναφέρουµε τους Lee (2004), Gelman et al. (2004), Bolstad (2007)

και Hoff (2009).

Οι κλασικοί (µη Μπεϋζιανοί) Στατιστικοί αντιµετωπίζουν την άγνωστη

παράµετρο ως σταθερά και χρησιµοποιούν τη συνάρτηση π(θ), θ ∈ Θ
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στην καλύτερη περίπτωση ως συνάρτηση ϐαρύτητας, ενώ γενικότερα ως

ένα µαθηµατικό εργαλείο χωρίς συγκεκριµένη ερµηνεία µε σκοπό την

κατασκευή (κλάσεων) εκτιµητών. Αυτήν την κλασική προσέγγιση έχουν

υιοθετήσει αυτές οι σηµειώσεις.

Θα µελετήσουµε στη συνέχεια τη διαδικασία εύρεσης του εκτιµητή Ba-

yes T∗(X
˜
). (Σε ό,τι ακολουθεί για διακριτές κατανοµές αντικαθιστούµε το

∫ µε
∑

.)

΄Εστω f(x
˜
; θ) η πυκνότητα του δείγµατος X

˜
= (X1, . . . ,Xn) . Θέτουµε

f(x
˜
) =

∫

Θ
f(x
˜
; θ)π(θ) dθ (8.1)

και

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

(8.2)

και παρατηρούµε τα εξής. Είδαµε προηγουµένως ότι τυπικά ή ουσιαστικά

η άγνωστη παράµετρος θ µπορεί να ϑεωρηθεί ως τυχαία µεταβλητή θ µε

σύνολο τιµών το Θ και πυκνότητα π(θ). Τότε η πυκνότητα f(x
˜
; θ) ως συ-

νάρτηση του x
˜

, για δεδοµένο θ ∈ Θ, µπορεί να ϑεωρηθεί ως η δεσµευµένη

πυκνότητα του X
˜

, δοθέντος ότι θ = θ. Συνεπώς το γινόµενο f(x
˜
; θ)π(θ)

είναι η από κοινού πυκνότητα των δεδοµένων X
˜

και της τυχαίας µετα-

ϐλητής θ. Περαιτέρω, η f(x
˜
) στην (8.1) είναι η περιθώρια πυκνότητα του

X
˜

και η π(θ | x
˜
) στην (8.2) είναι η δεσµευµένη πυκνότητα του θ, δοθέ-

ντος ότι X
˜

= x
˜

(δια τούτο και ο συµβολισµός π(θ | x
˜
)). Η συνάρτηση

π(θ | x
˜
) µε µεταβλητή το θ και σταθερό x

˜
λέγεται εκ των υστέρων πυκνό-

τητα ή καταχρηστικά εκ των υστέρων κατανοµή του θ και έχει όντως τις

ιδιότητες πυκνότητας κατανοµής, δηλαδή π(θ | x
˜
) ≥ 0, για κάθε θ ∈ Θ

και
∫
Θ π(θ | x

˜
) dθ = 1, όπως προκύπτει εύκολα από τις (8.1) και (8.2). Η

εκ των υστέρων κατανοµή π(θ | x
˜
) µπορεί να ϑεωρηθεί ότι συνοψίζει τις

εκ των υστέρων πληροφορίες για την άγνωστη παράµετρο, δηλαδή πλη-

ϱοφορίες µετά τη συλλογή των δεδοµένων x
˜

. Με άλλα λόγια, οι αρχικές

πληροφορίες για το θ, που περιέχονται στην εκ των προτέρων κατανοµή

π(θ), µετά τη συλλογή των δεδοµένων, τροποποιούνται – επικαιροποιού-

νται και εκφράζονται από την εκ των υστέρων κατανοµή π(θ | x
˜
). Η σχέση
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(8.2), λόγω της (8.1), γράφεται

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)∫

Θ f(x
˜
; θ)π(θ) dθ

. (8.3)

Με µια προσεκτική µατιά, η (8.3) είναι το συνεχές ανάλογο του τύπου Ba-

yes για τον υπολογισµό της εκ των υστέρων πιθανότητας ενός ενδεχοµένου

(ϐλέπε Πρόταση 1.2.1(ϐ)). Η ονοµασία των εκτιµητών Bayes οφείλεται

στον γενικευµένο τύπο Bayes της σχέσης (8.3) και τον ϱόλο που παίζει η

π(θ | x
˜
) στην εύρεση αυτών των εκτιµητών.

Η επόµενη πρόταση δείχνει πως µπορεί να υπολογιστεί ο εκτιµητής

Bayes µέσω της π(θ | x
˜
).

Πρόταση 8.1.1. Για X
˜

= x
˜

, ο εκτιµητής Bayes T∗(X
˜
) του g(θ) ως προς

τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή π(θ) έχει

τιµή T∗(x
˜
) = t∗ , όπου t∗ είναι η τιµή του t (αν υπάρχει) που ελαχιστοποιεί

τη συνάρτηση h(t) =
∫
Θ L(t, θ)π(θ | x

˜
) dθ.

Απόδειξη. Για κάθε εκτιµητή T (X
˜
) του g(θ) έχουµε

R(T, θ) = EθL
(
T (X
˜
), θ
)
=

∫

X

L
(
T (x
˜
), θ
)
f(x
˜
; θ) dx

˜
,

όπου X είναι το σύνολο τιµών του X
˜

.

Τότε ο κίνδυνος Bayes του T (X
˜
) είναι

BR(T ) =

∫

Θ
R(T, θ)π(θ) dθ

=

∫

Θ

∫

X

L
(
T (x
˜
), θ
)
f(x
˜
; θ) dx

˜
π(θ) dθ

=

∫

X

∫

Θ
L
(
T (x
˜
), θ
)
f(x
˜
; θ)π(θ) dθ dx

˜

=

∫

X

∫

Θ
L
(
T (x
˜
), θ
)
π(θ | x

˜
)f(x

˜
) dθ dx

˜

=

∫

X

f(x
˜
)

[∫

Θ
L
(
T (x
˜
), θ
)
π(θ | x

˜
) dθ

]
dx
˜
.
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Ειδικά για τον εκτιµητή T∗(X
˜
) προκύπτει ότι

BR(T∗) =
∫

X

f(x
˜
)

[∫

Θ
L
(
T∗(x

˜
), θ
)
π(θ | x

˜
) dθ

]
dx
˜

=

∫

X

f(x
˜
)

[∫

Θ
L(t∗, θ)π(θ | x

˜
) dθ

]
dx
˜

≤
∫

X

f(x
˜
)

∫

Θ
L
(
T (x
˜
), θ
)
π(θ | x

˜
) dθ dx

˜
(από τον ορισµό του t∗)

= BR(T ).

Εποµένως, ο εκτιµητής T∗ έχει τον ελάχιστο κίνδυνο Bayes µεταξύ όλων

των εκτιµητών και συνεπώς είναι, εξ ορισµού, εκτιµητής Bayes.

Η Πρόταση 8.1.1 αφορά τυχούσα συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ). Στη σηµα-

ντική περίπτωση, που η συνάρτηση Ϲηµίας για την εκτίµηση του g(θ) είναι

το τετραγωνικό σφάλµα, L(t, θ) =
(
t− g(θ)

)2
, ο εκτιµητής Bayes του g(θ)

υπολογίζεται εύκολα και είναι η µέση τιµή Eg(Y ), όπου Y είναι τυχαία

µεταβλητή µε κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή π(θ | x
˜
). Αυτό το

αποτέλεσµα αποδεικνύεται χρησιµοποιώντας τις επόµενες προτάσεις.

Πρόταση 8.1.2. Εάν Z είναι µία τυχαία µεταβλητή µε VarZ < ∞, τότε η

συνάρτηση E(Z − t)2, t ∈ R, ελαχιστοποιείται για t = EZ.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.4.1(ϐ), έχουµε E(Z − t)2 = VarZ+(EZ−
t)2 ≥ VarZ. Εποµένως το ελάχιστο ως προς t είναι VarZ και επιτυγχά-

νεται, όταν (EZ − t)2 = 0, δηλαδή t = EZ.

Πρόταση 8.1.3. ΄Εστω ότι η συνάρτηση Ϲηµίας για την εκτίµηση του g(θ)

είναι το τετραγωνικό σφάλµα L(t, θ) =
(
t − g(θ)

)2
. Τότε για X

˜
= x

˜
, ο

εκτιµητής Bayes T∗(X
˜
) του g(θ) έχει τιµή T∗(x

˜
) = Eg(Y ), όπου Y είναι

τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή π(θ | x
˜
), για

την οποία υποθέτουµε ότι Varg(Y ) < ∞. Ειδικά, για g(θ) = θ, η εκτίµηση

Bayes T∗(x
˜
) συµπίπτει µε τη µέση τιµή της εκ των υστέρων κατανοµής.
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Απόδειξη. Από την Πρόταση 8.1.1, η τιµή του εκτιµητή Bayes T∗(X
˜
) για

X
˜

= x
˜

, T∗(x
˜
), είναι η τιµή του t που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση

h(t) =

∫

Θ
L(t, θ)π(θ | x

˜
) dθ

=

∫

Θ
(g(θ)− t)2π(θ | x

˜
) dθ = E(g(Y )− t)2.

Από την Πρόταση 8.1.2 όµως, µε Z = g(Y ), η συνάρτηση h(t) ελαχιστο-

ποιείται για t = Eg(Y ). Εποµένως T∗(x
˜
) = Eg(Y ). Τέλος, για g(θ) = θ,

έχουµε T∗(x
˜
) = EY .

Θα µελετήσουµε µία ακόµη ειδική περίπτωση της Πρότασης 8.1.1,

ϑεωρώντας ως συνάρτηση Ϲηµίας για την εκτίµηση του g(θ) το απόλυτο

σφάλµα , L(t, θ) = |t − g(θ)|. Κατ’ αντιστοιχία µε την Πρόταση 8.1.3, ϑα

δείξουµε ότι εκτιµητής Bayes του g(θ) είναι η διάµεσος της g(Y ), όπου

Y είναι τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή

π(θ|x
˜
). Ως διάµεσος της τυχαίας µεταβλητής Z ορίζεται µια σταθερά m

που ικανοποιεί τις σχέσεις P(Z > m) > 1/2 και P(Z 6 m) > 1/2. Η

διάµεσος της Z δεν είναι κατ’ ανάγκη µοναδική. Αν όµως η Z έχει συνεχή

κατανοµή τότε η διάµεσος m είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης

P(Z 6 m) = 1/2 (8.4)

Αρχικά, ως ανάλογο της Πρότασης 8.1.2 ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Πρόταση 8.1.4. Εάν Z είναι µία τυχαία µεταβλητή µε E|Z| < ∞, τότε

η συνάρτηση E|Z − t|, t ∈ ℜ ελαχιστοποιείται για t = m, όπου m είναι

(οποιαδήποτε) διάµεσος της Z.

Απόδειξη. Για λόγους ευκολίας δίνουµε την απόδειξη στην περίπτωση που

η Z έχει συνεχή κατανοµή µε πυκνότητα v(ξ). Για τη γενική περίπτωση

παραπέµπουµε τον αναγνώστη στους Bickel and Doksum (1977, σελ. 54).
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΄Εστω, αρχικά, ότι t > m. Τότε έχουµε

E|Z − t| − E|Z −m| =
∫ +∞

−∞
|ξ − t|v(ξ) dξ −

∫ +∞

−∞
|ξ −m|v(ξ) dξ

=

∫ m

−∞
(t−m)v(ξ) dξ +

∫ t

m
(t+m− 2ξ)v(ξ) dξ +

∫ +∞

t
(m− t)v(ξ) dξ

>

∫ m

−∞
(t−m)v(ξ) dξ +

∫ t

m
(m− t)v(ξ) dξ +

∫ +∞

t
(m− t)v(ξ) dξ

(επειδή t+m− 2ξ > m− t για ξ ∈ [m, t])

=

∫ m

−∞
(t−m)v(ξ) dξ +

∫ +∞

m
(m− t)v(ξ) dξ

= (t−m) {P(Z 6 m)− P(Z > m)} = 0,

αφού λόγω της (8.4) και της συνεχούς κατανοµής της Z, P(Z > m) =

1/2 = P(Z 6 m). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι E|Z−m| 6 |Z−t|. Ανάλογη

είναι η απόδειξη και στην περίπτωση t < m.

Πρόταση 8.1.5. ΄Εστω ότι η συνάρτηση Ϲηµίας για την εκτίµηση του g(θ)

είναι το απόλυτο σφάλµα L(t, θ) = |t− g(θ)|. Τότε για X
˜

= x
˜

, ο εκτιµητής

Bayes T∗(X
˜
) του g(θ) έχει τιµή T∗(x

˜
) = mg(Y ), όπου mg(Y ) είναι µία

διάµεσος της g(Y ) και Y είναι τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή την εκ των

υστέρων κατανοµή π(θ | x
˜
), για την οποία υποθέτουµε ότι E|g(Y )| < ∞.

Ειδικά, για g(θ) = θ, η εκτίµηση Bayes T∗(x
˜
) είναι µία διάµεσος της εκ των

υστέρων κατανοµής.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 8.1.1, η τιµή του εκτιµητή Bayes T∗(X
˜
) για

X
˜

= x
˜

, T∗(x
˜
), είναι η τιµή του t που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση

h(t) =

∫

Θ
L(t, θ)π(θ | x

˜
) dθ

=

∫

Θ
|g(θ)− t|π(θ | x

˜
) dθ = E|g(Y )− t|.

Από την Πρόταση 8.1.4 όµως, µε Z = g(Y ), η συνάρτηση h(t) ελαχιστο-

ποιείται για t = mg(Y ). Εποµένως T∗(x
˜
) = mg(Y ). Τέλος, για g(θ) = θ,

έχουµε T∗(x
˜
) = mY .



296 Εκτιµητές Bayes και εκτιµητές minimax

∆ίνουµε στη συνέχεια µερικά παραδείγµατα υπολογισµού εκτιµητών

Bayes.

Παράδειγµα 8.1.1. (κατανοµή Bernoulli – εκτιµητής Bayes της πι-

ϑανότητας «επιτυχίας» ως προς το τετραγωνικό σφάλµα) ΄Εστω X
˜

=

(X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ) µε

πυκνότητα f1(x; θ) = θx(1 − θ)1−x, x = 0, 1, θ ∈ Θ = (0, 1). Θα ϐρούµε

τον εκτιµητή Bayes του θ (δηλαδή, εδώ, g(θ) = θ), όταν η συνάρτηση Ϲη-

µίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα L(t, θ) = (t−θ)2 και η εκ των προτέρων

κατανοµή του θ είναι Βήτα Beta(α, β), δηλαδή

π(θ) =
1

B(α, β)
θα−1(1− θ)β−1, 0 < θ < 1.

΄Εχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

f1(xi; θ)

=

n∏

i=1

θxi(1− θ)1−xi = θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n−
∑n

i=1 xi .

Εποµένως η εκ των υστέρων κατανοµή του θ είναι

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

=
1

f(x
˜
)B(α, β)

θ
∑n

i=1 xi+α−1(1− θ)n−
∑n

i=1 xi+β−1, 0 < θ < 1.

Συγκρίνοντας την πυκνότητα π(θ | x
˜
) µε τη γενική µορφή της πυκνότητας

µιας κατανοµής Βήτα (ϐλέπε Ενότητα 1.6) προκύπτει ότι η π(θ | x
˜
) είναι

Βήτα Beta(∑
i=1

n

xi +α, n−∑
i=1

n

xi + β) (η σταθερά f(x
˜
)B(α, β) κατ’ ανάγκην

είναι B(
∑
i=1

n

xi + α, n −∑
i=1

n

xi + β) και δεν χρειάζεται να υπολογισθεί το

f(x
˜
) =

∫
Θ f(x

˜
; θ)π(θ) dθ, για να διαπιστωθεί αυτό). Επειδή g(θ) = θ και

η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, από την Πρόταση 8.1.3

η τιµή του εκτιµητή Bayes T∗(X
˜
) για X

˜
= x
˜

, είναι T∗(x
˜
) = Eg(Y ) = EY ,
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όπου η τυχαία µεταβλητή Y έχει κατανοµή Beta(∑
i=1

n

xi+α, n−∑
i=1

n

xi+β).

΄Αρα,

T∗(x
˜
) =

∑n
i=1 xi + α∑n

i=1 xi + α+ n−∑n
i=1 xi + β

=

∑n
i=1 xi + α

n+ α+ β
,

επειδή η µέση τιµή της κατανοµής Beta(α1, β1) είναι α1
α1+β1

. Εποµένως ο

εκτιµητής Bayes είναι

T∗(X
˜
) =

∑n
i=1 Xi + α

n+ α+ β
.

Επισηµαίνουµε ότι, επειδή τα α, β είναι αυθαίρετες (ϑετικές) σταθερές,

στην πραγµατικότητα κατασκευάστηκε όχι µόνον ένας εκτιµητής, αλλά

µία κλάση εκτιµητών Bayes για το θ.

Παράδειγµα 8.1.2. (Συνέχεια του Παραδείγµατος 8.1.1) ΄Εστω X
˜

=

(X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ), θ ∈
Θ = (0, 1). Θα ϐρούµε τον εκτιµητή Bayes του θ, όταν η συνάρτηση

Ϲηµίας είναι L(t, θ) = (t−θ)2

θ(1−θ) και η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι

οµοιόµορφη U(0, 1), δηλαδή π(θ) = 1, 0 < θ < 1.

΄Εχουµε, όπως στο Παράδειγµα 8.1.1,

f(x
˜
; θ) = θ

∑

i=1

n

xi

(1− θ)
n−∑

i=1

n

xi

και

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

=
θ

∑

i=1

n

xi

(1− θ)
n−∑

i=1

n

xi

f(x
˜
)

, 0 < θ < 1.

Αναγνωρίζουµε την εκ των υστέρων κατανοµή ως κατανοµή Beta(∑
i=1

n

xi +

1, n −∑
i=1

n

xi + 1), οπότε f(x
˜
) = B(

∑
i=1

n

xi + 1, n −∑
i=1

n

xi + 1). Για τον υπο-

λογισµό του εκτιµητή Bayes, ϐάσει της Πρότασης 8.1.1, ελαχιστοποιούµε
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τη συνάρτηση

h(t) =

∫

Θ
L(t, θ)π(θ | x

˜
) dθ

=

∫ 1

0

(t− θ)2

θ(1− θ)

1

f(x
˜
)
θ

∑

i=1

n

xi

(1− θ)
n−∑

i=1

n

xi

dθ

=
1

f(x
˜
)
B(
∑
i=1

n

xi, n−∑
i=1

n

xi)

∫ 1

0
(t− θ)2

θ

∑

i=1

n

xi−1
(1− θ)

n−∑

i=1

n

xi−1

B(
∑
i=1

n

xi, n−∑
i=1

n

xi)
dθ

=
1

f(x
˜
)
B(
∑
i=1

n

xi, n−∑
i=1

n

xi) E(Y − t)2,

όπου Y είναι τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή Βήτα Beta(∑
i=1

n

xi, n−∑
i=1

n

xi),

εφ΄ όσον 0 <
∑
i=1

n

Xi < n. Από την Πρόταση 8.1.2, η h(t) ελαχιστοποιείται

για

t = EY =

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi + n−∑n
i=1 xi

=

∑n
i=1 xi
n

= x̄.

Για
∑
i=1

n

xi = 0 ή
∑
i=1

n

xi = n είναι h(t) = ∞ για κάθε t, εκτός αν t = 0 ή 1

αντίστοιχα, οπότε η h(t) ελαχιστοποιείται για t = x̄ = 0 ή 1, αντίστοιχα.

΄Αρα ο εκτιµητής Bayes του θ είναι T∗(X
˜
) = X̄.

Παράδειγµα 8.1.3. (κατανοµή Poisson – εκτιµητής Bayes της µέσης

τιµής) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Poisson P(θ). Με συνάρτηση Ϲηµίας το τετραγωνικό σφάλµα L(t, θ) =

(t−θ)2 και εκ των προτέρων κατανοµή την Γάµµα G(α, β), δηλαδή π(θ) =
1

Γ(α)βα θ
α−1e−θ/β, θ > 0, ϑα ϐρούµε τον εκτιµητή Bayes του θ.

΄Εχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

e−θ θ
xi

xi!
= e−nθ θ

∑n
i=1 xi

∏n
i=1 xi!

και

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

=
1

f(x
˜
)

n∏

i=1

xi!Γ(α)β
α

θ

∑

i=1

n

xi+α−1
e−(n+1/β)θ , θ > 0.
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Συγκρίνοντας την πυκνότητα π(θ | x
˜
) µε τη γενική µορφή της πυκνότη-

τας κατανοµής Γάµµα, προκύπτει ότι η π(θ | x
˜
) είναι Γάµµα G(∑

i=1

n

xi +

α, 1
n+1/β ) (η σταθερά f(x

˜
)
∏n

i=1 xi!Γ(α)β
α είναι κατ’ ανάγκην Γ(

∑
i=1

n

xi +

α) · (n + 1/β)
−(

∑

i=1

n

xi+α)
και δεν χρειάζεται να υπολογιστεί το f(x

˜
) για να

διαπιστωθεί αυτό). Τότε από την Πρόταση 8.1.3, επειδή g(θ) = θ, ο εκτι-

µητής Bayes του θ για X
˜

= x
˜

είναι T∗(x
˜
) = Eg(Y ) = EY , όπου η τυχαία

µεταβλητή Y έχει κατανοµή π(θ | x
˜
). ΄Αρα T∗(x

˜
) =

∑n
i=1 xi+α
n+1/β . Εποµένως

ο εκτιµητής Bayes είναι

T∗(X
˜
) =

∑n
i=1 Xi + α

n+ 1/β
.

Σηµειώνουµε ότι, όπως στο Παράδειγµα 8.1.1, επειδή τα α και β είναι

αυθαίρετες σταθερές, κατ΄ ουσίαν κατασκευάστηκε µία κλάση εκτιµητών

Bayes για το θ.

Παράδειγµα 8.1.4. (Κανονική κατανοµή µε γνωστή διασπορά – ε-

κτιµητής Bayes της µέσης τιµής) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο

δείγµα από την κανονική κατανοµή N (θ, 1), θ ∈ Θ = ℜ. Με συνάρτηση

Ϲηµίας το τετραγωνικό σφάλµα L(t, θ) = (t − θ)2 και εκ των προτέρων

κατανοµή του θ την κανονική N (0, 1), ϑα ϐρούµε τον εκτιµητή Bayes του

θ.

΄Εχουµε

f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

1√
2π

e−
1
2
(xi−θ)2 = (2π)−n/2e−

1
2

∑n
i=1(xi−θ)2

και

π(θ) =
1√
2π

e−θ2/2,

οπότε

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

=
(2π)−

n+1
2

f(x
˜
)

e−
1
2

∑n
i=1(xi−θ)2− θ2

2 , θ ∈ R.
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Ο εκθέτης γίνεται

n∑

i=1

(xi − θ)2 + θ2 =

n∑

i=1

x2i + (n+ 1)θ2 − 2θ

n∑

i=1

xi

=

n∑

i=1

x2i + (n+ 1)
{
θ2 − 2θ

∑n
i=1 xi

n+ 1
+
(∑n

i=1 xi
n+ 1

)2
−
(∑n

i=1 xi
n+ 1

)2}

=
n∑

i=1

x2i −
(
∑n

i=1 xi)
2

n+ 1
+ (n+ 1)

(
θ −

∑n
i=1 xi

n+ 1

)2
.

Εποµένως,

π(θ | x
˜
) =

(2π)−
n+1
2 e

− 1
2

∑n
i=1 x

2
i+

(
∑n

i=1 xi)
2

2(n+1)

f(x
˜
)

e−
n+1
2

(
θ−

∑n
i=1 xi
n+1

)2
, θ ∈ R.

Συγκρίνοντας τώρα την πυκνότητα π(θ | x
˜
) µε τη γενική µορφή πυκνό-

τητας κανονικής κατανοµής, συµπεραίνουµε ότι η π(θ | x
˜
) είναι κανονι-

κή N
(∑ xi

n+1 ,
1

n+1

)
(η σταθερά πριν το e−

n+1
2

(
θ−

∑
xi

n+1

)2
κατ’ ανάγκην είναι√

n+ 1/
√
2π και δεν χρειάζεται να υπολογιστεί το f(x

˜
) για να διαπιστωθεί

αυτό). Τότε από την Πρόταση 8.1.3 ο εκτιµητής Bayes του θ για X
˜

= x
˜

είναι T∗(x
˜
) = Eg(Y ) = EY , όπου η τυχαία µεταβλητή Y έχει κατανοµή

π(θ | x
˜
). ΄Αρα T∗(x

˜
) =

∑n
i=1 xi

n+ 1
. Εποµένως ο εκτιµητής Bayes είναι

T∗(X
˜
) =

∑n
i=1 Xi

n+ 1
.

Σηµειώνουµε επίσης ότι αν ϑεωρήσουµε ως συνάρτηση Ϲηµίας το απόλυτο

σφάλµα, τότε από την Πρόταση 8.1.5 ο εκτιµητής Bayes του θ, T1∗(X
˜
),

είναι η διάµεσος της εκ των υστέρων κατανοµής N
(∑n

i=1 Xi

n+1 , 1
n+1

)
που

λόγω συµµετρίας της κανονικής κατανοµής συµπίπτει µε τη µέση τιµή

και εποµένως T1∗(X
˜
) = T∗(X

˜
). �

Παρατήρηση 8.1.1. Σε όλα τα παραπάνω Παραδείγµατα 8.1.1–8.1.4,

η εκ των υστέρων κατανοµή ανήκει στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε

την εκ των προτέρων κατανοµή. Μία οικογένεια κατανοµών F επί του
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παραµετρικού χώρου Θ µε την ιδιότητα αν η π(θ) ∈ F επιλεγεί ως εκ των

προτέρων κατανοµή του θ τότε και η εκ των υστέρων κατανοµή π(θ|x
˜
) ∈

F , ονοµάζεται συζυγής οικογένεια εκ των προτέρων κατανοµών για την

οικογένεια κατανοµών του δείγµατος X
˜

, {f(x
˜
; θ) : θ ∈ Θ}. ΄Ετσι, από

το Παράδειγµα 8.1.3 προκύπτει ότι η οικογένεια των κατανοµών Γάµµα,

F = {G(α, β) : α > 0, β > 0} είναι συζυγής για την οικογένεια των

κατανοµών Poisson, P(θ) µε θ ∈ Θ = (0,∞).

Παράδειγµα 8.1.5. (µετατοπισµένη εκθετική – εκτιµητής Bayes) ΄Ε-

στω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε πυκνότητα

f1(x; θ) = e−(x−θ), x > θ, θ ∈ Θ = (0,∞). Θα ϐρούµε τον εκτιµητή Ba-

yes του θ όταν η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα ή το

απόλυτο σφάλµα και η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι εκθετική

E(1), δηλαδή π(θ) = e−θ, θ > 0.

΄Εχουµε f(x
˜
; θ) =

n∏

i=1

e−(xi−θ) = e−
∑n

i=1 xi+nθ, αν xi > θ για κάθε

i = 1, . . . , n και f(x
˜
; θ) = 0 αλλού ή ισοδύναµα

f(x
˜
; θ) =

{
e−

∑n
i=1 xi+nθ , x(1) > θ

0 , x(1) < θ,

όπου x(1) = min{x1, . . . , xn}. Η εκ των υστέρων κατανοµή του θ είναι

π(θ|x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

=





e−
∑n

i=1 xi+(n−1)θ

f(x
˜
)

, 0 < θ 6 x(1)

0 , αλλού,

µε f(x
˜
) =

∫ x(1)

0 e−
∑n

i=1 xi+(n−1)θdθ = e−
∑n

i=1 xi
∫ x(1)

0 e(n−1)θdθ, οπότε

f(x
˜
) = e−

∑n
i=1 xi

e(n−1)x(1) − 1

n− 1
.

Εποµένως έχουµε

π(θ|x
˜
) =





(n− 1)e(n−1)θ

e(n−1)x(1) − 1
, 0 < θ 6 x(1)

0 , αλλού.
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Σηµειώνουµε εδώ ότι, επειδή Pθ(Xi > θ) = 1 και θ > 0, ϑεωρούµε

xi > 0, οπότε και x(1) > 0. Η π(θ|x
˜
) δεν είναι πυκνότητα κάποιας

γνωστής κατανοµής, όµως το γεγονός αυτό δεν επηρεάζει την εύρεση του

εκτιµητή Bayes. Από την Πρόταση 8.1.3 µε g(θ) = θ, η εκτίµηση Bayes

είναι η µέση τιµή της εκ των υστέρων κατανοµής, δηλαδή

T∗(x
˜
) =

∫ x(1)

0
θπ(θ|x

˜
)dθ =

n− 1

e(n−1)x(1) − 1

∫ x(1)

0
θe(n−1)θdθ

=
e(n−1)x(1)

[
x(1) − 1

n−1

]
+ 1

n−1

e(n−1)x(1) − 1
.

Για σύγκριση αναφέρουµε ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ είναι X(1) − 1
n ,

ο ε.µ.π. είναι θ̂ = X(1) και ο ε.µ.ρ., θ̃ = X̄ − 1. Χρησιµοποιώντας την

Πρόταση 7.2.5 και την κατανοµή του X(1), ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.7, είναι

εύκολο να δειχθεί ότι και οι τρεις αυτοί εκτιµητές είναι (ασθενώς) συνεπείς

εκτιµητές του θ, ειδικά λοιπόν X(1)
Pθ−→ θ. Τότε γράφοντας τον εκτιµητή

Bayes στη µορφή

T∗(X
˜
) =

e(n−1)X(1)

e(n−1)X(1) − 1

{
X(1) −

1

n− 1

}
+

1

(n − 1)
{
e(n−1)X(1) − 1

}

και εφαρµόζοντας την Πρόταση 1.10.5(i), προκύπτει ότι T∗(X
˜
)

Pθ−→ θ,

δηλαδή και ο T∗(X
˜
) είναι (ασθενώς) συνεπής εκτιµητής του θ.

΄Οσον αφορά το απόλυτο σφάλµα, από την Πρόταση 8.1.5, η εκτίµηση

Bayes είναι η διάµεσος της εκ των υστέρων κατανοµής π(θ|x
˜
), δηλαδή η

λύση της εξίσωσης ∫ m

0
π(θ|x

˜
)dθ = 1/2, (8.5)

ϐλέπε (8.4). Αντικαθιστώντας την π(θ|x
˜
), από την (8.5) διαδοχικά παίρ-

νουµε ∫ m

0
(n− 1)e(n−1)θdθ =

1

2
{e(n−1)x(1) − 1},

e(n−1)m − 1 =
1

2

{
e(n−1)x(1) − 1

}
,

m =
1

n− 1
ln
{
e(n−1)x(1) + 1

}
− ln 2

n− 1
.



Εκτιµητές Bayes 303

Εποµένως ο εκτιµητής Bayes ως προς το απόλυτο σφάλµα είναι

T1∗(X
˜
) =

1

n− 1
ln
{
e(n−1)X(1) + 1

}
− ln 2

n− 1

που είναι επίσης (ασθενώς) συνεπής εκτιµητής του θ.

Αναφέρουµε στη συνέχεια µερικές γενικές ιδιότητες των εκτιµητών Ba-

yes, χωρίς όµως να εµβαθύνουµε σε αποδείξεις.

1. Ο εκτιµητής Bayes είναι συνάρτηση της (ελάχιστης) επαρκούς στατι-

στικής συνάρτησης (΄Ασκηση 8.1).

2. Εάν ο εκτιµητής Bayes είναι µοναδικός, τότε είναι αποδεκτός εκτιµητής

ως προς το κριτήριο της µέσης Ϲηµίας (΄Ασκηση 8.2).

3. Ο εκτιµητής Bayes είναι ασθενώς συνεπής εκτιµητής υπό γενικές συν-

ϑήκες και για ευρείες κλάσεις συναρτήσεων Ϲηµίας και εκ των προτέρων

κατανοµών.

4. Κατά κανόνα, καθώς το µέγεθος δείγµατος αυξάνει, η επίδραση της

εκ των προτέρων κατανοµής εξασθενεί και τα δεδοµένα X
˜

= (X1, . . . ,Xn)

καθορίζουν, κυρίως, τη συµπεριφορά του εκτιµητή Bayes. Αυτή η ιδιότητα

είναι ϕανερή στα Παραδείγµατα 8.1.1 και 8.1.3. Στο πρώτο εξ αυτών, ο

εκτιµητής Bayes του ποσοστού θ γράφεται στη µορφή

T∗(X
˜
) =

∑n
i=1Xi + α

n+ 1/β

=
n

n+ α+ β

1

n

n∑

i=1

Xi +
α

n+ α+ β
,

οπότε T∗(X
˜
) ≈ X̄ καθώς n → ∞. Συνεπώς, όταν υπάρχει µεγάλο πλή-

ϑος διαθέσιµων δεδοµένων, η εκ των προτέρων κατανοµή ουσιαστικά δεν

συµµετέχει στην συµπεριφορά του T∗(X
˜
). Το γεγονός αυτό µόνον ϑε-

τικά µπορεί να σχολιαστεί : όποια και αν είναι τα α και β, ακόµη και

η εσφαλµένη επιλογή τους (άρα εσφαλµένη υποκειµενική αντίληψη για

την παράµετρο) δεν πρόκειται να επηρεάσει σηµαντικά την εκτίµηση του

ποσοστού θ.

5. ΄Ενα κοινό γνώρισµα των εκτιµητών Bayes µε τους ε.µ.π. είναι ότι

και οι δύο εκτιµητές εξαρτώνται από τα δεδοµένα µέσω της συνάρτησης
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b

θ

R(T, θ)

max
θ∈Θ

R(T, θ)

Σχήµα 8.2: max
θ∈Θ

R(T, θ)

πιθανοφάνειας L(θ | x
˜
) = f(x

˜
; θ). Πράγµατι, γνωρίζουµε ότι ο ε.µ.π. του

θ προκύπτει από τη µεγιστοποίηση της L(θ | x
˜
) ως προς θ, ενώ ο εκτιµητής

Bayes καθορίζεται από την εκ των υστέρων κατανοµή

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)

f(x
˜
)

=
L(θ | x

˜
)π(θ)

f(x
˜
)

,

που περιέχει ως συνιστώσα της την L(θ | x
˜
).

Η εκ των υστέρων κατανοµή υπό γενικές συνθήκες (ϐλέπε Schervish

(1995), Κεφάλαιο 7), καθώς n → ∞ έχει κατά προσέγγιση κανονική κα-

τανοµή µε µέση τιµή θ̂, όπου θ̂ είναι ο ε.µ.π. του θ. Περαιτέρω, αν η

συνάρτηση Ϲηµίας για την εκτίµηση του θ είναι το τετραγωνικό σφάλµα,

τότε ο εκτιµητής Bayes του θ είναι η µέση τιµή της εκ των υστέρων κατανο-

µής (Πρόταση 8.1.3). Συνεπώς, ο εκτιµητής Bayes είναι κατά προσέγγιση

ίσος προς τον ε.µ.π. .

8.2 Εκτιµητές minimax

Μία άλλη λύση στο πρόβληµα µη ύπαρξης εκτιµητή T (X
˜
) µε ελάχιστη

συνάρτηση κινδύνου R(T, θ) για κάθε θ ∈ Θ είναι η αναζήτηση εκτιµη-

τή T (X
˜
), που ελαχιστοποιεί τη µέγιστη τιµή της συνάρτησης κινδύνου,

maxθ∈ΘR(T, θ), δηλαδή την µέγιστη (ως προς θ) µέση Ϲηµία. Μία τέτοια

ϑεώρηση εκφράζει έναν «απαισιόδοξο» στατιστικό, ο οποίος προσπαθεί να

προστατεύσει τον εαυτό του από το «χειρότερο που µπορεί να συµβεί»,

δηλαδή η άγνωστη τιµή του θ να είναι αυτή που αντιστοιχεί στη µέγιστη

µέση Ϲηµία maxθ∈Θ R(T, θ), ϐλέπε Σχήµα 8.2. Τα παραπάνω οδηγούν

στον εξής ορισµό του εκτιµητή minimax.
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Ορισµός 8.2.1. Ο εκτιµητής T∗(X
˜
) ονοµάζεται εκτιµητής minimax του

g(θ) ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ), εάν

sup
θ∈Θ

R(T∗, θ) ≤ sup
θ∈Θ

R(T, θ)

για κάθε εκτιµητή T (X
˜
).

Η επόµενη πρόταση δίνει µία τεχνική κατασκευής εκτιµητή minimax

της τιµής g(θ) ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ). Η τεχνική αυτή απαι-

τεί ο εκτιµητής να είναι εκτιµητής Bayes µε σταθερή συνάρτηση κινδύνου.

Πρόταση 8.2.1. Εάν ο εκτιµητής T∗(X
˜
) είναι εκτιµητής Bayes του g(θ)

ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή

π(θ) και έχει σταθερή συνάρτηση κινδύνου, δηλαδή R(T∗, θ) = c, για κάθε

θ ∈ Θ, τότε είναι εκτιµητής minimax του g(θ) (ως προς την L(t, θ)).

Απόδειξη. (για µη αριθµήσιµο Θ)

Για κάθε εκτιµητή T (X
˜
) µε sup

θ∈Θ
R(T, θ) < ∞ έχουµε

sup
θ∈Θ

R(T∗, θ) = c =

∫

Θ
c · π(θ) dθ (ολοκλήρωµα πυκνότητας = 1)

=

∫

Θ
R(T∗, θ)π(θ) dθ

≤
∫

Θ
R(T, θ)π(θ) dθ (ορισµός εκτιµητή Bayes)

≤
∫

Θ
sup
θ∈Θ

R(T, θ)π(θ) dθ (ορισµός supremum)

= sup
θ∈Θ

R(T, θ)

∫

Θ
π(θ) dθ = sup

θ∈Θ
R(T, θ).

΄Αρα,

sup
θ∈Θ

R(T∗, θ) ≤ sup
θ∈Θ

R(T, θ)

για κάθε εκτιµητή T και εποµένως ο εκτιµητής T∗ είναι εκτιµητής mini-

max.
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Βάσει λοιπόν της Πρότασης 8.2.1, για να δείξουµε ότι ένας εκτιµητής

T∗(X
˜
) είναι εκτιµητής minimax του g(θ) ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας

L(t, θ), αρκεί να ϐρούµε κάποια εκ των προτέρων κατανοµή π(θ), έτσι

ώστε ο T∗(X
˜
) να είναι εκτιµητής Bayes του g(θ) ως προς L(t, θ) και π(θ)

µε σταθερή συνάρτηση κινδύνου. Τότε ο T∗(X
˜
) είναι εκτιµητής minimax

του g(θ) ως προς L(t, θ). Ως εφαρµογή των παραπάνω δίνουµε το εξής

παράδειγµα.

Παράδειγµα 8.2.1. (κατανοµή Bernoulli – minimax εκτιµητής της

πιθανότητας «επιτυχίας» ) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα

από την κατανοµή Bernoulli B(1, θ), θ ∈ (0, 1). Θα ϐρούµε εκτιµητή

minimax του θ ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) = (t− θ)2.

Από το Παράδειγµα 8.1.1 έχουµε ότι ο εκτιµητής T∗(X
˜
) =

∑

Xi+α
n+α+β είναι

εκτιµητής Bayes του θ ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) = (t−θ)2 και

εκ των προτέρων κατανοµή Beta(α, β). Θα αναζητήσουµε τώρα τα α, β

έτσι ώστε η συνάρτηση κινδύνου του T∗(X
˜
) να είναι σταθερή ως προς θ.

΄Εχουµε

R(T∗, θ) = EθL(T∗, θ) = Eθ(T∗ − θ)2

= Eθ

(∑Xi + α

n+ α+ β
− θ
)2

= Varθ

(∑Xi + α

n+ α+ β

)
+
(
Eθ

∑
Xi + α

n+ α+ β
− θ
)2

=
1

(n+ α+ β)2
{[

(α+ β)2 − n
]
θ2 +

[
n− 2a(α + β)

]
θ + α2

}
.

Για να είναι λοιπόν η συνάρτηση R(T∗, θ) σταθερή ως προς θ, πρέπει

(α+ β)2 − n = 0 και n− 2α(α + β) = 0.

Από τις σχέσεις αυτές (και επειδή τα α, β είναι ϑετικά) προκύπτει ότι α =

β =
√
n
2 . Εποµένως ο εκτιµητής

T∗(X
˜
) =

∑n
i=1 Xi +

√
n
2

n+
√
n

είναι εκτιµητής Bayes του θ µε σταθερή συνάρτηση κινδύνου και συνεπώς,

από την Πρόταση 8.1.4, είναι και εκτιµητής minimax του θ.
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8.3 Ασκήσεις

8.1. Να δειχθεί ότι ο εκτιµητής Bayes είναι συνάρτηση της (ελάχιστης)

επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

8.2. Να δειχθεί ότι, εάν ο εκτιµητής Bayes είναι µοναδικός, τότε είναι

αποδεκτός µε κριτήριο την αντίστοιχη µέση Ϲηµία.

8.3. Να δειχθεί ότι ένας εκτιµητής µε σταθερή συνάρτηση κινδύνου και

αποδεκτός ως προς την αντίστοιχη µέση Ϲηµία είναι εκτιµητής minimax.

8.4. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Ber-

noulli B(1, θ), θ ∈ (0, 1). Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ(1 − θ)

(διασπορά της κατανοµής) ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) =
(
t −

θ(1− θ)
)2

και εκ των προτέρων κατανοµή

α. π(θ) = 1, 0 < θ < 1,

ϐ. π(θ) = 2θ, 0 < θ < 1.

8.5. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κα-

τανοµή N (θ, 1), θ ∈ Θ = R. Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ, εάν η

συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, L(t, θ) = (t − θ)2, και

εκ των προτέρων κατανοµή είναι κανονική N (θ0, 1), όπου θ0 δεδοµένη

σταθερά.

8.6. ΄Εστω X µία παρατήρηση από τη διωνυµική κατανοµή B(n, θ), θ ∈
(0, 1). Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ, εάν η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το

τετραγωνικό σφάλµα και η εκ των προτέρων κατανοµή είναι οµοιόµορφη

U(0, 1).

8.7. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(0, θ), θ ∈ (0,∞). Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ µε

συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) = (t−θ)2

θ2
και εκ των προτέρων κατανοµή π(θ) =

1, 0 < θ < 1.
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8.8. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε

πυκνότητα f1(x; θ) = θe−θx, x > 0, θ > 0. Η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το

τετραγωνικό σφάλµα L(t, θ) = (t−g(θ))2 και η εκ των προτέρων κατανοµή

είναι Γάµµα G(α, β).

α. Να ϐρεθεί και να αναγνωριστεί η εκ των υστέρων κατανοµή του θ.

ϐ. Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ.

γ. Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του 1/θ (µέση τιµή της κατανοµής της

X1) και να εξεταστεί εάν είναι ασθενώς συνεπής.

8.9. Να υπολογιστεί ο κίνδυνος Bayes των εκτιµητών Bayes των Παρα-

δειγµάτων 8.1.1 και 8.1.3.

8.10. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κα-

τανοµή N (0, θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Για την εκτίµηση της διασποράς θ,

ϑεωρούµε τη συνάρτηση Ϲηµίας του Stein την L(t, θ) = t
θ − ln t

θ − 1. Η

εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι π(θ) = 1
Γ(α)βαθα+1 e

− 1
βθ , θ > 0,

α > 0, β > 0 (που αναφέρεται ως αντίστροφη Γάµµα, γιατί η 1
θ έχει

Γάµµα G(α, β) κατανοµή). Να δειχθούν τα εξής.

α. Η εκτίµηση Bayes του θ είναι T∗(x
˜
) =

1

E(Y −1)
, όπου η τυχαία

µεταβλητή Y έχει κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή π(θ|x
˜
),

ανεξάρτητα από την εκ των προτέρων κατανοµή.

ϐ. Για τη δοθείσα π(θ), η εκτίµηση Bayes είναι T∗(x
˜
) =

β
∑n

i=1 x
2
i + 2

(α+ n)β
.
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Κεφάλαιο 9

∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης

Τα ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης (∆.Ε.) (ή πιο γενικά οι περιοχές εµπιστο-

σύνης) αποτελούν τον δεύτερο ϐασικό κλάδο της Στατιστικής Συµπερα-

σµατολογίας. ΄Οπως υποδηλώνει η ονοµασία τους, οι πληροφορίες που

παρέχουν για την άγνωστη τιµή g(θ) είναι υπό µορφή διαστήµατος (ή πε-

ϱιοχής) τιµών αντί µιας µόνον τιµής, της εκτίµησης. Προσδιορίζοντας ένα

∆.Ε., αναµένουµε αυτό να περιέχει την άγνωστη τιµή g(θ) µε «µεγάλη»

πιθανότητα.

Σε ορισµένες περιπτώσεις, ένα ∆.Ε. παρέχει επίσης πληροφορίες για

το σφάλµα της εκτίµησης του g(θ) από έναν συγκεκριµένο εκτιµητή, υ-

πηρετώντας ϱόλο συµπληρωµατικό της Εκτιµητικής. Σε κάθε περίπτωση,

προσφέροντας µαζί µε την εκτίµηση και ένα ∆.Ε., παρέχουµε πληρέστερη

εικόνα για την άγνωστη τιµή g(θ).

Σε αυτό το κεφάλαιο, αφού ορίσουµε την έννοια του ∆.Ε., µελετάµε

δύο γενικές µεθόδους κατασκευής ∆.Ε., αυτήν της «ποσότητας οδηγού»

– pivotal quantity – και αυτήν της συνάρτησης κατανοµής. Ακολούθως,

εφαρµόζουµε την πρώτη σε δεδοµένα τα οποία προέρχονται από µία κα-

νονική κατανοµή. Για να καλύψουµε περιπτώσεις που δεν µπορεί να

χρησιµοποιηθεί καµία από αυτές αλλά και ανεξάρτητα, ασχολούµαστε µε

την κατασκευή ασυµπτωτικών διαστηµάτων εµπιστοσύνης, δηλαδή ∆.Ε.

που µπορούν να χρησιµοποιηθούν, όταν υπάρχει διαθέσιµος µεγάλος α-

ϱιθµός δεδοµένων. Τέλος, γίνεται µια σύντοµη αναφορά σε Μπεϋζιανά

διαστήµατα.

311
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9.1 Ορισµός και ορολογία

Για να ορίσουµε την έννοια του διαστήµατος εµπιστοσύνης ας εξετάσουµε

τα εξής. ΄Εστω T (X
˜
) ένας εκτιµητής του g(θ). Σε πολλές περιπτώσεις

υπολογισµός της εκτίµησης T (x
˜
) – όπου x

˜
είναι η παρατηρηθείσα τιµή του

δείγµατος X
˜

– και ανακοίνωση µόνον αυτής δεν αρκεί. Πρέπει να δοθεί

συγχρόνως και κάποια πληροφορία για την ακρίβεια ή το σφάλµα της

εκτίµησης T (x
˜
). ΄Ετσι συχνά στις εφαρµογές ανακοινώνεται η εκτίµηση

του g(θ) υπό τη µορφή T (x
˜
)±ε, όπου ε ένας ϑετικός αριθµός που εκφράζει

το σφάλµα. Για παράδειγµα, οι προβλέψεις εκλογικών αποτελεσµάτων µε

τη διαδικασία των exit polls παρουσιάζονται υπό τη µορφή 33% ± 2%,

5.5%±0.5% κ.λπ.. Οι τιµές T (x
˜
)−ε και T (x

˜
)+ε µπορούν να ϑεωρηθούν,

αντίστοιχα, ως άνω και κάτω όρια (ϕράγµατα) της άγνωστης τιµής g(θ). Εν

τούτοις, δεν υπάρχει 100% ϐεβαιότητα ότι το διάστηµα [T (X
˜
)−ε, T (X

˜
)+ε]

περιέχει την άγνωστη τιµή g(θ). Στην πραγµατικότητα, στα περισσότερα

προβλήµατα, η πιθανότητα το διάστηµα [T (X
˜
) − ε, T (X

˜
) + ε] να µην

περιέχει το g(θ) είναι ϑετική για κάθε (συµβατή τιµή του) ε > 0.

Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε ότι τα δεδοµένα X
˜

= (X1, . . . ,Xn) εί-

ναι µετρήσεις µιας «ποσότητας» θ που γίνονται µε κάποιο όργανο γνωστής

ακρίβειας. Ως υπόθεση εργασίας, ϑεωρούµε ότι οι µετρήσεις είναι ανεξάρ-

τητες παρατηρήσεις από την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή την άγνωστη

«ποσότητα» θ και διασπορά σ2, όπου σ2 γνωστή σταθερά, δηλαδή N (θ, σ2).

Τότε είναι ϕυσικό να εκτιµήσουµε το θ µε τον εκτιµητή T (X
˜
) = X̄ που

έχει τυπικό σφάλµα
√

ΜΤΣ(X̄, θ) =
√

Eθ(X̄ − θ)2 =
√

VarθX̄ = σ√
n

(Πρόταση 4.2.3). Ας δούµε τι σηµαίνει να ανακοινώσουµε ότι η τιµή του θ

κυµαίνεται µέσα στα όρια X̄ ± σ√
n
. Αρχικά, ϑα υπολογίσουµε την πιθα-

νότητα το διάστηµα [X̄ − ε, X̄ + ε] να µην περιέχει το θ µε δεδοµένη τη

σταθερά ε > 0. Από τις Προτάσεις 1.8.6(1) και 1.6.1(2) γνωρίζουµε ότι η

τυχαία µεταβλητή Z =
√
n(X̄−θ)

σ έχει τυπική κανονική κατανοµή N (0, 1).
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Εποµένως έχουµε

Pθ(θ 6∈ [X̄ − ε, X̄ + ε]) = P(|X̄ − θ| > ε)

= P(|Z| >
√
n
σ ε) = 2P(Z >

√
n
σ ε),

λόγω της συµµετρίας της N (0, 1).

΄Ετσι, εάν ϑέσουµε ε = σ√
n

, η πιθανότητα το διάστηµα [X̄− σ√
n
, X̄+ σ√

n
]

να µην περιέχει το θ είναι

2P(Z >
√
n
σ ε) = 2P(Z > 1) = 2(1− P(Z 6 1)) ≈ 0.32,

όπως προκύπτει από πίνακα της τυπικής κανονικής κατανοµής (ή κάποιο

στατιστικό λογισµικό). Συνεπώς τα όρια X̄ ± σ√
n

κάθε άλλο παρά ικα-

νοποιητικά είναι ως όρια της τιµής του θ. Από την άλλη πλευρά είναι

προφανές ότι, επειδή 2P(Z >
√
n
σ ε) → 0 καθώς ε → ∞, µε κατάλληλη

επιλογή του ε η πιθανότητα 2P(Z >
√
n
σ ε) µπορεί να γίνει αυθαίρετα «µι-

κρή». Τα παραπάνω συνιστούν ότι, αντί να πάρουµε ε = σ√
n
, µπορούµε

να προκαθορίσουµε ένα «µικρό» αριθµό α, 0 < α < 1, και κατόπιν να

προσδιορίσουµε (π.χ. από πίνακα της τυπικής κανονικής κατανοµής) την

τιµή της σταθεράς ε, έστω ε0, έτσι ώστε

Pθ(θ 6∈ [X̄ − ε0, X̄ + ε0]) = 2P(Z >
√
n
σ ε0) = α.

Ισοδύναµα, έχουµε

Pθ(X̄ − ε0 ≤ θ ≤ X̄ + ε0) = 1− α

και µπορούµε να ανακοινώσουµε ότι το διάστηµα [X̄ − ε0, X̄ + ε0] περιέ-

χει την άγνωστη τιµή θ µε πιθανότητα 1 − α ή ότι είµαστε 100(1 − α)%

ϐέβαιοι ότι η άγνωστη τιµή θ περιέχεται στο διάστηµα [X̄ − ε0, X̄ + ε0]. Ο

αριθµός α είναι δικής µας επιλογής και κατά κάποιο τρόπο εκφράζει το

ϐαθµό «ανεκτικότητας» µας, υποδεικνύοντας ότι είµαστε διατεθειµένοι να

«ανεχθούµε» ή να «ϱισκάρουµε» 100α% πιθανότητα το διάστηµα να µην

περιέχει την άγνωστη τιµή του θ.

Γενικεύοντας τα παραπάνω, ορίζουµε την έννοια του διαστήµατος εµπι-

στοσύνης ως εξής.
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Ορισµός 9.1.1. Εάν T1(X
˜
) και T2(X

˜
) είναι στατιστικές συναρτήσεις µε

T1(X
˜
) < T2(X

˜
), το τυχαίο διάστηµα [T1(X

˜
), T2(X

˜
)] ονοµάζεται διάστηµα

εµπιστοσύνης για το g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1 − α)%

εάν

Pθ

(
T1(X

˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
)
)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.1)

Επιπλέον, η πιθανότητα στο πρώτο µέλος της (9.1) ονοµάζεται πιθανότητα

κάλυψης του g(θ).

Σηµειώνουµε ότι σε ορισµένες περιπτώσεις, ειδικά σε διακριτές κατα-

νοµές, δεν είναι πάντοτε δυνατόν (δηλαδή για κάθε α) να ϐρούµε ένα

διάστηµα [T1(X
˜
), T2(X

˜
)] έτσι ώστε Pθ(T1 ≤ g(θ) ≤ T2) = 1−α. Σε αυτές

τις περιπτώσεις προσπαθούµε να ϐρούµε στατιστικές συναρτήσεις T1, T2,

έτσι ώστε η πιθανότητα Pθ(T1(X
˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
)) να είναι τουλάχιστον

1−α και όσον το δυνατόν πλησιέστερα στο 1−α. ΄Ετσι, λαµβάνοντας υπό-

ψη αυτές τις περιπτώσεις, ένα διάστηµα εµπιστοσύνης µε σ.ε. τουλάχιστον

100(1 − α)% µπορεί να οριστεί και από τη σχέση

Pθ

(
T1(X

˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
)
)
≥ 1− α, ∀ θ ∈ Θ

και στην περίπτωση που ισχύει η ισότητα (δηλαδή η (9.1)) αναφέρεται ως

ακριβές (exact) ∆.Ε.. Στη συνέχεια, πάντως, χάριν απλότητας ϑα παραλεί-

πεται ο προσδιορισµός «ακριβές». Επίσης σε περιπτώσεις, όπως παραπάνω

ή άλλες που δεν είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε διάστηµα εµπιστοσύ-

νης µε συντελεστή εµπιστοσύνης (ακριβώς) 100(1 − α)% (π.χ. µπορεί η

κατανοµή των δεδοµένων να είναι εντελώς άγνωστη), συχνά προσπαθούµε

να ϐρούµε στατιστικές συναρτήσεις T1(X
˜
), T2(X

˜
) εφόσον το µέγεθος του

δείγµατος n είναι «µεγάλο», έτσι ώστε

Pθ

(
T1(X

˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
)
)
≈ 1− α, ∀ θ ∈ Θ.

Η σχέση αυτή αυστηρά σηµαίνει ότι lim
n→∞

Pθ

(
T1(X

˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
)
)
=

1−α, για κάθε θ ∈ Θ. ΄Ενα τέτοιο διάστηµα [T1(X
˜
), T2(X

˜
)] λέγεται ασυµ-

πτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης (Α.∆.Ε.) για το g(θ) µε συντελεστή εµπι-

στοσύνης 100(1−α)% ή διάστηµα εµπιστοσύνης για το g(θ) µε συντελεστή

εµπιστοσύνης κατά προσέγγιση 100(1 − α)%.
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Αναφέρουµε ακόµη ότι άλλες ϕορές ενδιαφερόµαστε να ϐρούµε ένα

κάτω ϕράγµα ή ένα άνω ϕράγµα για το g(θ) αντί διαστήµατος εµπιστοσύ-

νης. Για παράδειγµα, εάν το g(θ) παριστάνει τον µέσο χρόνο Ϲωής κάποιου

συστήµατος, τότε ένα κάτω ϕράγµα µπορεί να ϑεωρηθεί ως «εγγύηση» για

την διάρκεια Ϲωής του συστήµατος. ΄Ενα κάτω ϕράγµα, L(X
˜
) για το g(θ),

µε συντελεστή εµπιστοσύνης 100(1 − α)% ορίζεται από τη σχέση

Pθ

(
g(θ) > L(X

˜
)
)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ.

Ανάλογα ορίζονται οι έννοιες του άνω ϕράγµατος, του ασυµπτωτικού κάτω

ϕράγµατος και του ασυµπτωτικού άνω ϕράγµατος, από τις σχέσεις

Pθ

(
g(θ) 6 U(X

˜
)
)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ ,

lim
n→∞

Pθ

(
g(θ) > L(X

˜
)
)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ,

lim
n→∞

Pθ

(
g(θ) 6 U(X

˜
)
)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ ,

αντίστοιχα.

Παρατήρηση 9.1.1. Η σχέση (9.1) παραπέµπει στην κατανοµή πιθανότη-

τας του δείγµατος X
˜

και διαβάζεται ως «η πιθανότητα το (τυχαίο) διάστηµα

[T1(X
˜
), T2(X

˜
)] να περιέχει το g(θ) είναι 1− α». Επισηµαίνουµε ότι εάν x

˜
είναι η παρατηρηθείσα τιµή του δείγµατος X

˜
, τότε το αριθµητικό διάστη-

µα [T1(x
˜
), T2(x

˜
)] που προκύπτει από το τυχαίο διάστηµα [T1(X

˜
), T2(X

˜
)]

αντικαθιστώντας X
˜

= x
˜

ή περιέχει την άγνωστη (αλλά σταθερή) τιµή g(θ)

ή δεν την περιέχει, οπότε Pθ(T1(x
˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(x

˜
)) = 1 ή 0, και όχι

1 − α. Τονίζουµε λοιπόν ότι στον Ορισµό 9.1.1 το g(θ) είναι µια άγνω-

στη σταθερά και όχι τυχαία µεταβλητή. Για την περίπτωση που το θ και

το g(θ) είναι τυχαίες µεταβλητές (Μπεϋζιανή προσέγγιση), ϑα αναφερθού-

µε στην Ενότητα 9.7. Η ερµηνεία του ∆.Ε. µε συντελεστή εµπιστοσύνης

100(1 − α)%, όπως προκύπτει από τη σχέση (9.1) και τον εµπειρικό ορι-

σµό πιθανότητας (Ενότητα 1.1), είναι η εξής· Εάν η συλλογή δεδοµένων

X
˜

επαναληφθεί πολλές ϕορές και υπό τις ίδιες συνθήκες και κάθε ϕορά

υπολογιστεί το διάστηµα [T1(X
˜
), T2(X

˜
)], τότε εξ όλων αυτών των διαστη-

µάτων, αναµένουµε περίπου τα 100(1 − α)% να περιέχουν την άγνωστη
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τιµή g(θ). Για την συγκεκριµένη παρατηρηθείσα τιµή x
˜

του δείγµατος X
˜

,

έχουµε την «ελπίδα» ότι το διάστηµα [T1(x
˜
), T2(x

˜
)] είναι ένα από αυτά τα

(πολλά) 100(1−α)% διαστήµατα που περιέχουν το g(θ). Για παράδειγµα,

το Σχήµα 9.1 απεικονίζει 30 ∆.Ε., µε συντελεστή εµπιστοσύνης 90%, για

τη µέση τιµή κανονικής µε άγνωστη διασπορά. Τα δείγµατα, µεγέθους

n = 10, παρήχθησαν από την κατανοµή N (0, 1). Εξ αυτών των ∆.Ε., τα

27 περιέχουν τη µέση τιµή 0 ενώ τα υπόλοιπα 3 δεν την περιέχουν. Το

µέσο των διαστηµάτων αυτών (το σηµείο ∗ ) είναι ο δειγµατικός µέσος x̄

του κάθε δείγµατος. Η κατασκευή του συγκεκριµένου ∆.Ε. δίνεται στην

Ενότητα 9.4.1.

Σχήµα 9.1: ∆.Ε. για τη µέση τιµή κανονικής µε άγνωστη διασπορά,

[ΚΦ,ΑΦ]=
[
X̄ − tn−1,α/2

S√
n
, X̄ + tn−1,α/2

S√
n

]

΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε στις επόµενες ενότητες, είναι δυνατόν να υ-

πάρχουν πολλά διαστήµατα εµπιστοσύνης µε τον ίδιο συντελεστή 100(1−
α)%. Είναι ϕανερό τότε ότι όσο µικρότερο είναι το µήκος του διαστήµα-

τος, τόσο καλύτερο είναι το διάστηµα γιατί «εγκλωβίζει» την άγνωστη τιµή

g(θ) µεταξύ πιο «κοντινών ορίων» από κάποιο άλλο µε µεγαλύτερο µήκος.

∆ια τούτο, ως κριτήριο επιλογής µεταξύ διαστηµάτων εµπιστοσύνης µε τον
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ίδιο συντελεστή εµπιστοσύνης, συχνά λαµβάνεται το µήκος τους ή η µέ-

ση τιµή του µήκους τους, γιατί το µήκος είναι (γενικά) τυχαία µεταβλητή.

Μεταξύ δύο ∆.Ε. µε διαφορετικούς σ.ε., (για παράδειγµα 90% και 95%),

αναµένουµε το δεύτερο, που έχει µεγαλύτερο σ.ε., να έχει και µεγαλύτε-

ϱο µήκος από το πρώτο. Είναι λογικό, εξ άλλου, ότι, εάν απαιτήσουµε

95% «ϐεβαιότητα» το διάστηµα να περιέχει την άγνωστη τιµή, τότε είναι πι-

ϑανόν να χρειαστεί να συµβιβαστούµε µε ευρύτερα όρια κύµανσης αυτής

της τιµής, από αυτά του διαστήµατος µε σ.ε. 90% (που όµως προσφέ-

ϱει µικρότερη «ϐεβαιότητα»). Για παράδειγµα, το Σχήµα 9.2 απεικονίζει

∆.Ε., µε διαφορετικό συντελεστή εµπιστοσύνης από 55% έως 99%, για τη

µέση τιµή κανονικής µε άγνωστη διασπορά. Τα ∆.Ε. κατασκευάστηκαν

από ένα µόνο δείγµα, µεγέθους n = 10, που παρήχθη από την κατανοµή

N (0, 1). Εξ αυτών των ∆.Ε., αυτά µε συντελεστή εµπιστοσύνης µεγαλύτερο

του 75% περιέχουν τη µέση τιµή, ενώ αυτά µε µικρότερο του 75% δεν την

περιέχουν. Το κοινό µέσο των διαστηµάτων αυτών (το σηµείο ∗ ) είναι ο

δειγµατικός µέσος x̄ του δείγµατος.

Σχήµα 9.2: ∆.Ε. για τη µέση τιµή κανονικής µε άγνωστη διασπορά,

[ΚΦ,ΑΦ]=
[
X̄ − tn−1,α/2

S√
n
, X̄ + tn−1,α/2

S√
n

]
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9.2 Κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης µέσω

ποσότητας οδηγού

Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουµε µία γενική µέθοδο κατασκευής ∆.Ε.

για το g(θ) µε δεδοµένο συντελεστή εµπιστοσύνης 100(1−α)%, 0 < a < 1.

Η µέθοδος αυτή µπορεί να περιγραφεί ως εξής :

1. Προσπαθούµε να ϐρούµε µία τυχαία µεταβλητή T (X
˜
, θ), συνάρτηση

των X
˜

και θ, της οποίας η κατανοµή δεν εξαρτάται από το θ. Αυτή η

τυχαία µεταβλητή αναφέρεται ως ποσότητα οδηγός (pivotal quantity)

ή αντιστρεπτή ποσότητα. ΄Οταν το θ είναι πραγµατική παράµετρος, η

ποσότητα οδηγός είναι συχνά ένας µετασχηµατισµός εκτιµητή του θ

(που περιέχει και το θ).

2. Προσδιορίζουµε σταθερές c1 < c2 (που εξαρτώνται από την κατανοµή

της T και το α, αλλά όχι το θ) έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T (X

˜
, θ) ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ.

3. Λύνουµε (αντιστρέφουµε) την παραπάνω διπλή ανισότητα ως προς θ

ή g(θ) και εφόσον αυτό είναι δυνατόν καταλήγουµε στη σχέση

Pθ

(
T1(X

˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
)
)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ,

για κάποιες στατιστικές συναρτήσεις T1(X
˜
), T2(X

˜
). Τότε το διά-

στηµα [T1(X
˜
), T2(X

˜
)] είναι ∆.Ε. για το g(θ) µε σ.ε. 100(1 − α)%.

Σηµειώνουµε εδώ ότι, αν η g είναι γνησίως µονότονη συνάρτηση,

από ένα ∆.Ε. για το θ, µπορούµε να παράγουµε αµέσως αντίστοιχο

∆.Ε. για το g(θ). Επίσης για την κατασκευή άνω ή κάτω ϕράγµα-

τος εµπιστοσύνης µε σ.ε. 100(1− α)%, είναι προφανές ότι αρκεί να

προσδιοριστεί µια σταθερά c∗ ή c∗ έτσι ώστε P(T (X
˜
, θ) 6 c∗) = 1−α

ή P(T (X
˜
, θ) > c∗) = 1− α.

Η επόµενη πρόταση δίνει ποσότητες οδηγούς στην περίπτωση που το

X
˜

= (X1, . . . ,Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από συνεχή κατανοµή. Οι
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ποσότητες αυτές µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην εύρεση ∆.Ε. εφ’ όσον

ϑεωρούµενες ως συναρτήσεις του θ ή του g(θ) είναι αντιστρέψιµες. Ανα-

ϕέρουµε όµως ότι ακόµη και οι ποσότητες οδηγοί T (X
˜
, θ) και T̃ (X

˜
, θ)

της Πρότασης 9.2.1, αν και συναρτήσεις όλου του δείγµατος X
˜

, δεν είναι

κατ’ ανάγκη συναρτήσεις της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτη-

σης οπότε τα ∆.Ε. που ϑα προκύψουν είναι αµφιβόλου αξίας. Σε αυτές τις

περιπτώσεις συνιστάται να αναζητούνται άλλες ποσότητες οδηγοί που είναι

συναρτήσεις της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης (ϐλέπε τα

Παραδείγµατα 9.2.1, 9.2.2).

Πρόταση 9.2.1. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από µία

συνεχή κατανοµή µε συνάρτηση κατανοµής F (x; θ), x ∈ R, θ ∈ Θ. Τότε

έχουµε τα εξής :

1. Η Yi = F (Xi; θ) έχει οµοιόµορφη κατανοµή U(0, 1).

2. Η Zi = −2 lnF (Xi; θ) έχει κατανοµή χ2
2.

3. Η T (X
˜
, θ) = −2

∑
i=1

n

lnF (Xi; θ) έχει κατανοµή χ2
2n.

4. Η Ui = 1− F (Xi; θ) έχει οµοιόµορφη κατανοµή U(0, 1).

5. Η Vi = −2 ln(1− F (Xi; θ)) έχει κατανοµή χ2
2.

6. Η T̃ (X
˜
, θ) = −2

∑
i=1

n

ln(1− F (Xi; θ)) έχει κατανοµή χ2
2n.

7. Οι Yi, Zi, Ui, Vi, i = 1, . . . , n, T (X
˜
, θ) και T̃ (X

˜
, θ) είναι ποσότητες

οδηγοί.

Απόδειξη. 1. (Η πρόταση είναι ένα γνωστό αποτέλεσµα που αναφέρε-

ται στην αγγλική ϐιβλιογραφία ως probability integral transform

και ισχύει γενικότερα, αρκεί η F (x; θ) να είναι συνεχής ως συνάρ-

τηση του x.) ΄Εχουµε 0 < F (Xi; θ) < 1 µε πιθανότητα 1, άρα η

τυχαία µεταβλητή Yi παίρνει τιµές στο διάστηµα (0, 1). Επιπλέον η

συνάρτηση Yi = F (Xi; θ) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του Xi

και άρα είναι αντιστρέψιµη µε αντίστροφη την F−1(Yi; θ), η οποία
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είναι επίσης γνησίως αύξουσα. Τότε, εάν FYi(y) είναι η συνάρτηση

κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Yi, για y ∈ (0, 1) έχουµε

FYi(y) = P(Yi ≤ y) = P
(
F (Xi; θ) ≤ y

)

= P
(
Xi ≤ F−1(y; θ)

)
= F

(
F−1(y; θ); θ

)
= y.

Παραγωγίζοντας, η πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής Yi είναι

fYi(y) = 1, 0 < y < 1

και συνεπώς η τυχαία µεταβλητή Yi έχει οµοιόµορφη κατανοµή

U(0, 1).

2. ΄Εχουµε Zi = −2 lnYi = h(Yi) και εποµένως από την Πρόταση 1.7.1

η πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής Zi είναι

fZi(ζ) = fYi

(
h−1(ζ)

) ∣∣∣ d
dζ h

−1(ζ)
∣∣∣ = 1

2
e−ζ/2, 0 < ζ < ∞

που είναι η πυκνότητα της κατανοµής χ2
2.

3. Οι τυχαίες µεταβλητές Zi = −2 lnF (Xi; θ) είναι ανεξάρτητες (επειδή

οι τυχαίες µεταβλητές Xi είναι ανεξάρτητες) µε κατανοµή χ2
2. Επο-

µένως το άθροισµα τους έχει κατανοµή χι–τετράγωνο µε ϐαθµούς

ελευθερίας το άθροισµα των ϐαθµών ελευθερίας (Πρόταση 1.8.5(8)).

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T (X
˜
, θ) έχει κατανοµή χ2

2n.

4.5.6. Η (4) προκύπτει από την (1) και το γεγονός ότι, όταν Yi ∼ U(0, 1)
τότε και 1−Yi ∼ U(0, 1), η (5) είναι ουσιαστικά η (2), επειδή Ui ∼ Yi

και η (6) είναι ουσιαστικά η (3), επειδή επίσης οι Ui ∼ Yi.

7. Οι τυχαίες µεταβλητές Yi, Zi, T (X
˜
, θ) και T̃ (X

˜
, θ) είναι συναρτήσεις

των X
˜

και θ µε κατανοµές που δεν εξαρτώνται από το θ και συνεπώς

είναι ποσότητες οδηγοί.

Παρατήρηση 9.2.1. Από τις Yi, Zi, Ui, Vi, T (X
˜
, θ) και T̃ (X

˜
, θ) προτι-

µητέες είναι οι T (X
˜
, θ) και T̃ (X

˜
, θ) επειδή χρησιµοποιούν όλο το δείγµα

X
˜

.
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∆ίνουµε τώρα µερικά παραδείγµατα κατασκευής ∆.Ε. ως εφαρµογές

της προηγούµενης πρότασης και της µεθόδου της ποσότητας οδηγού.

Παράδειγµα 9.2.1. (κατανοµή Βήτα – ∆.Ε. ίσων ουρών) ΄Εστω X
˜

=

(X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Βήτα Beta(1, θ) µε

πυκνότητα f(x; θ) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ ∈ Θ = (0,∞). Θα κατασκευά-

σουµε ένα ∆.Ε. µε σ.ε. 100(1 − α)% για το θ.

Η συνάρτηση κατανοµής των Xi είναι

F (x; θ) =





0, x ≤ 0

xθ, 0 < x < 1

1, x ≥ 1.

Επειδή 0 < Xi < 1 (µε πιθανότητα 1) έχουµε ότι F (Xi; θ) = Xθ
i και

εποµένως, από την Πρόταση 9.2.1, η τυχαία µεταβλητή

T (X
˜
, θ) = −2

n∑

i=1

lnF (Xi; θ) = −2θ

n∑

i=1

lnXi

είναι ποσότητα οδηγός µε κατανοµή χ2
2n. Η ποσότητα οδηγός T µπορεί

τώρα να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ενός ∆.Ε. για το θ ως εξής.

Για 0 < α < 1 υπάρχουν σταθερές c1 < c2 έτσι ώστε

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.2)

Οι σταθερές c1, c2 εξαρτώνται από την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής

T και το α. Εποµένως,

Pθ

(
c1 ≤ −2θ

n∑

i=1

lnXi ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ,

ή

Pθ

(
− c1

1

2
∑n

i=1 lnXi
≤ θ ≤ −c2

1

2
∑n

i=1 lnXi

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ.
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Συνεπώς το διάστηµα

[
− c1

2
∑n

i=1 lnXi
,− c2

2
∑n

i=1 lnXi

]

είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)%. Υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη c1, c2

που ικανοποιούν την (9.2) και κάθε ένα από αυτά παράγει ένα ∆.Ε. για το

θ. Μία από αυτές τις επιλογές των c1, c2 είναι η εξής. Από την (9.2) έχουµε

Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = α

και τα c1, c2 µπορούν να προσδιοριστούν έτσι ώστε

Pθ(T < c1) = α/2 και Pθ(T > c2) = α/2. (9.3)

Εάν χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό c = χ2
κ,α για το σηµείο c µε P(χ2

κ >

c) = α τότε c2 = χ2
2n,α/2 και c1 = χ2

2n,1−α/2. ∆οθέντος του n και του α, τα

c1, c2 µπορούν να υπολογιστούν από πίνακες της κατανοµής χ2, οπότε το

∆.Ε. παίρνει τη µορφή

[
−

χ2
2n,1−α/2

2
∑n

i=1 lnXi
,−

χ2
2n,α/2

2
∑n

i=1 lnXi

]
,

και αναφέρεται ως διάστηµα εµπιστοσύνης ίσων ουρών λόγω της (9.3).

Σηµειώνουµε ότι στο παράδειγµα αυτό η (ελάχιστη) επαρκής στατιστική

συνάρτηση είναι
∏n

i=1Xi και η ποσότητα οδηγός έχει την επιθυµητή ι-

διότητα να εξαρτάται από τα δεδοµένα X
˜

µέσω της (ελάχιστης) επαρκούς

στατιστικής συνάρτησης. (Εδώ µάλιστα η 2
∑
i=1

n

lnXi είναι επίσης ελάχιστη

επαρκής – Παρατήρηση 6.1.3) Ως αποτέλεσµα, το ∆.Ε. που προέκυψε είναι

συνάρτηση της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

Παρατήρηση 9.2.2. Από την (9.3), αντικαθιστώντας T = −2θ
∑
i=1

n

lnXi

και c1 = χ2
2n,1−α/2, c2 = χ2

2n,α/2 προκύπτουν οι σχέσεις

P

(
θ > −

χ2
2n,1−α/2

2
∑
i=1

n

lnXi

)
= 1−α/2 και P

(
θ 6 −

χ2
2n,α/2

2
∑
i=1

n

lnXi

)
= 1−α/2 ∀ θ ∈ Θ
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που δηλώνουν ότι τα άκρα του ∆.Ε. ίσων ουρών L(X
˜
) = −

χ2
2n,1−α/2

2
∑
i=1

n

lnXi

και

U(X
˜
) = −

χ2
2n,α/2

2
∑
i=1

n

lnXi

είναι κάτω και άνω ϕράγµα εµπιστοσύνης για το θ

µε σ.ε. 100(1 − α/2)%, αντίστοιχα. Αφού οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν

για κάθε α, αλλάζοντας το α/2 σε α στις εκφράσεις των L(X
˜
) και U(X

˜
),

παίρνουµε L1(X
˜
) = −

χ2
2n,1−α

2
∑
i=1

n

lnXi

και U1(X
˜
) = −

χ2
2n,α

2
∑
i=1

n

lnXi

που είναι

κάτω και άνω ϕράγµα εµπιστοσύνης για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)%. Η

διαδικασία αυτή είναι γενικός κανόνας για την παραγωγή άνω και κάτω

ϕράγµατος από ένα ∆.Ε. ίσων ουρών.

Παράδειγµα 9.2.2. (οµοιόµορφη κατανοµή – ∆.Ε.) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,

Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ), θ ∈ Θ =

(0,∞). Θα κατασκευάσουµε ένα ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

Η συνάρτηση κατανοµής των Xi είναι

F (x; θ) =





0, x ≤ 0

x
θ , 0 < x < θ

1, x ≥ θ.

Επειδή 0 < Xi < 1 (µε πιθανότητα 1) έχουµε ότι F (Xi; θ) = Xi
θ και

εποµένως, από την Πρόταση 9.2.1, η τυχαία µεταβλητή

T (X
˜
, θ) = −2

n∑

i=1

lnF (Xi; θ) = −2

n∑

i=1

lnXi + 2n ln θ

είναι ποσότητα οδηγός µε κατανοµή χ2
2n. Εφαρµόζοντας τώρα παρόµοια

διαδικασία όπως στο Παράδειγµα 9.2.1 καταλήγουµε ότι το διάστηµα

[
e

χ2
2n,1−α/2

2n

( n∏

i=1

Xi

)1/n
, e

χ2
2n,α/2
2n

( n∏

i=1

Xi

)1/n]

είναι ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)%.

Σηµειώνουµε ότι η (ελάχιστη) επαρκής στατιστική συνάρτηση είναι X(n) =
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max{X1, . . . ,Xn}, (ϐλέπε Παράδειγµα 6.1.5,) και η ποσότητα οδηγός δεν

είναι συνάρτηση της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης για

n ≥ 2. Ως αποτέλεσµα, το ∆.Ε. που προέκυψε δεν ϐασίζεται στην (ελάχιστη)

επαρκή στατιστική συνάρτηση και δια τούτο δεν προτείνεται. ΄Ενα ∆.Ε. για

το θ που χρησιµοποιεί την (ελάχιστη) επαρκή στατιστική συνάρτηση, X(n),

δίνεται στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 9.2.3. (Συνέχεια του Παραδείγµατος 9.2.2) ΄Εστω X
˜

=

(X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή U(0, θ),
θ ∈ Θ = (0,∞). Θα κατασκευάσουµε ένα ∆.Ε. για το θ χρησιµοποιώντας

διαφορετική ποσότητα οδηγό από αυτήν του Παραδείγµατος 9.2.2. Η

νέα ποσότητα οδηγός ϑα προκύψει µετασχηµατίζοντας κατάλληλα έναν

εκτιµητή του θ (ϐλέπε το πρώτο ϐήµα της περιγραφής της µεθόδου, στην

αρχή αυτής της ενότητας). Ο ε.µ.π. του θ είναι X(n). Θέτουµε Y = X(n).

Η πυκνότητα της τυχαίας µεταβλητής Y είναι (ϐλέπε Παράδειγµα 6.3.3)

fY (y; θ) =





n

θn
yn−1, 0 < y < θ

0, διαφορετικά.

Παρατηρούµε ότι το θ είναι παράµετρος κλίµακας για την κατανοµή της

Y (ϐλέπε Ενότητα 6.4), οπότε η T = Y
θ έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται

από το θ. Συγκεκριµένα από την Πρόταση 1.7.1, η πυκνότητα της τυχαίας

µεταβλητής T = Y
θ είναι

fT (t) =




ntn−1, 0 < t < 1

0, διαφορετικά.

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T =
X(n)

θ είναι ποσότητα οδηγός. Συνεπώς υ-

πάρχουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από το α, 0 < α < 1, (ϐλέπε

Σχήµα ;;) έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ > 0 (9.4)

ή

Pθ

(
c1 ≤

X(n)

θ
≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ > 0
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0 1 t

fT (t)
n

c1 c2

1− α

Σχήµα 9.3: Pθ(c1 ≤ T ≤ c2)

ή

Pθ

(X(n)

c2
≤ θ ≤

X(n)

c1

)
= 1− α, ∀ θ > 0.

Εποµένως το διάστηµα
[X(n)

c2
,
X(n)

c1

]
είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1 −

α)%. ΄Ενας τρόπος προσδιορισµού των c1 και c2 είναι ο εξής : η (9.4)

ικανοποιείται εάν Pθ(T < c1) = α/2 και Pθ(T > c2) = α/2. Σε αυτήν την

περίπτωση, το διάστηµα είναι ∆.Ε. ίσων ουρών σύµφωνα µε την ορολογία

που χρησιµοποιήθηκε στο Παράδειγµα 9.2.1. Επειδή για x ∈ (0, 1),

Pθ(T < x) =

∫ x

0
fT (t) dt =

∫ x

0
ntn−1 dt = xn,

έχουµε cn1 = α/2 και 1−cn2 = α/2, οπότε c1 =
n
√

α/2 και c2 =
n
√

1− α/2.

΄Αρα, το ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)% είναι

[ X(n)

n
√

1− α/2
,

X(n)

n
√

α/2

]
.

Εναλλακτικά τα c1 και c2 µπορούν να προσδιορισθούν έτσι ώστε το

∆.Ε. να έχει ελάχιστο µήκος. Το µήκος του διαστήµατος
[X(n)

c2
,
X(n)

c1

]

είναι ℓ = X(n)

(
1
c1

− 1
c2

)
, οπότε για την ελαχιστοποίηση του ως προς c1

και c2 αρκεί να ελαχιστοποιήσουµε τη συνάρτηση ℓ∗ = 1
c1

− 1
c2

υπό τον

περιορισµό (9.4) που είναι ισοδύναµος προς τη σχέση

cn2 − cn1 = 1− α, (9.5)

µε 0 ≤ c1 < c2 ≤ 1. Από την (9.5) παίρνουµε c2 = (cn1 + 1 − α)1/n.

Τότε η συνάρτηση ℓ∗ γράφεται ℓ∗ = 1
c1

− 1
(cn1+1−α)1/n

και έχει παράγωγο
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dℓ∗

dc1
=

cn+1
1 −(cn1+1−α)

n+1
n

c21(c
n
1+1−α)

n+1
n

< 0, αφού (cn1 + 1− α)
n+1
n > (cn1 )

n+1
n = cn+1

1 .

Εποµένως η συνάρτηση ℓ∗ είναι γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση του c1 και

επειδή cn1 = cn2 − 1 + α ≤ 1 − 1 + α = α, δηλαδή c1 ≤ n
√
α, το ελάχιστο

της ℓ∗ επιτυγχάνεται για c1 = n
√
α οπότε από την (9.5) c2 = 1. ΄Αρα το

∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)% που ϐασίζεται στην

(ελάχιστη) επαρκή στατιστική συνάρτηση X(n) είναι

[
X(n),

X(n)

n
√
α

]
.

Από το αριστερό άκρο του, X(n), δεν αντλούµε καµία πληροφορία για το θ,

αφού γνωρίζουµε ευθύς εξ’ αρχής (δηλαδή, ανεξάρτητα από την κατασκευή

του ∆.Ε.) ότι θ > X(n), µε πιθανότητα 1. Ως επακόλουθο, το δεξιό άκρο

X(n)

n
√
α

είναι άνω ϕράγµα εµπιστοσύνης µε σ.ε. 100(1 − α)% αφού

Pθ

(
θ <

X(n)

n
√
α

)
= P

(
X(n) < θ <

X(n)

n
√
α

)
= 1− α.

Συνοψίζοντας, στην προκειµένη περίπτωση, το ∆.Ε. ελαχίστου µήκους πε-

ϱιέχει ακριβώς την ίδια πληροφορία για το θ όπως το άνω ϕράγµα.

΄Εχει ενδιαφέρον να αναφέρουµε ότι για 0 < α < 2
3 (που καλύπτει όλες

τις πρακτικές εφαρµογές) τα ∆.Ε. ίσων ουρών και ελαχίστου µήκους έχουν

τοµή το διάστηµα
[ X(n)

n
√

1− α/2
,
X(n)

n
√
α

]
, το οποίο εύκολα αποδεικνύεται ότι

είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1 − 3α/2)%.

Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 9.2.2, από το ∆.Ε. ίσων ουρών, αλλάζο-

ντας το α/2 σε α παίρνουµε το κάτω και άνω ϕράγµα εµπιστοσύνης για το

θ µε σ.ε. 100(1 − α)%, L(X
˜
) =

X(n)
n
√
1− α

και U(X
˜
) =

X(n)

n
√
α

.

Παράδειγµα 9.2.4. (Εκθετική κατανοµή – ∆.Ε.) ΄ΕστωX
˜

= (X1, . . . ,Xn)

ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή E(θ) µε πυκνότητα f1(x; θ) =
1
θ e−x/θ, x > 0, θ ∈ Θ = (0,∞) και συνάρτηση κατανοµής F (x; θ) =

1 − e−x/θ, x > 0. ΄Αρα, από την Πρόταση 9.2.1(6), η τυχαία µεταβλη-

τή T̃ (X
˜
, θ) = −2

∑
i=1

n

ln(1 − F (Xi; θ)) =
2
θ

∑
i=1

n

Xi έχει κατανοµή χ2
2n, είναι
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προφανώς αντιστρέψιµη ως προς θ και επιπλέον είναι συνάρτηση της (ελά-

χιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης
∑
i=1

n

Xi. Η κατασκευή ∆.Ε. για το

θ χρησιµοποιώντας την T̃ (X
˜
, θ) είναι η ΄Ασκηση 9.5. Αξίζει να αναφέρουµε

ότι, σε αντίθεση, η T (X
˜
, θ) = −2

∑
i=1

n

lnF (Xi; θ) = −2
∑
i=1

n

ln(1 − e−Xi/θ)

δεν είναι αντιστρέψιµη ως προς θ (n > 2), συνεπώς δεν χρησιµεύει για την

κατασκευή ∆.Ε. για το θ.

Κλείνουµε αυτήν την ενότητα µε την ακόλουθη παρατήρηση.

Παρατήρηση 9.2.3. Αν θ̃ είναι στατιστική συνάρτηση (ή ειδικά, εκτιµητής

του θ) και το θ είναι παράµετρος ϑέσης για την κατανοµή του θ̃, τότε η

T = θ̃ − θ έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται από το θ, ϐλέπε Ενότητα 6.4.

΄Αρα η T είναι ποσότητα οδηγός και µάλιστα (τετριµµένα) αντιστρέψιµη ως

προς θ, οπότε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ∆.Ε. για το θ.

Η ΄Ασκηση 9.17, στην οποία Ϲητείται ∆.Ε. για την παράµετρο ϑέσης µιας

κατανοµής Cauchy, είναι εφαρµογή αυτής της παρατήρησης. Αντίστοιχα,

αν το θ είναι παράµετρος κλίµακας, τότε ποσότητα οδηγός είναι η T =
θ̃
θ . Στο Παράδειγµα 9.2.3, προτάθηκε η T =

X(n)

θ ως ποσότητα οδηγός

ακριβώς επειδή το θ είναι παράµετρος κλίµακας για την κατανοµή του

ε.µ.π. του θ, X(n).

9.3 Κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης µέσω

της συνάρτησης κατανοµής στατιστικής συνάρ-

τησης

Θα παρουσιάσουµε µια άλλη µέθοδο κατασκευής διαστήµατος εµπιστοσύ-

νης για την παράµετρο θ που ϐασίζεται στη συνάρτηση κατανοµής κατάλ-

ληλης στατιστικής συνάρτησης (ενώ η ποσότητα οδηγός δεν είναι στατιστι-

κή συνάρτηση). Συνήθως αυτή είναι ένας εκτιµητής του θ ή µια µονότονη

συνάρτηση του εκτιµητή. Εν συνεχεία, από το ∆.Ε. για το θ µπορούµε

αµέσως να κατασκευάσουµε ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για το g(θ), όταν

η g είναι µονότονη συνάρτηση. Για καλύτερη κατανόηση της µεθόδου,

παραθέτουµε το ακόλουθο παράδειγµα.
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Παράδειγµα 9.3.1. (Κατανοµή Bernoulli–∆.Ε. για την πιθανότητα «ε-

πιτυχίας») ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Bernoulli B(1, θ). Θα χρησιµοποιήσουµε ως σηµείο εκκίνησης της µεθό-

δου τη στατιστική συνάρτηση T =
∑
i=1

n

Xi = nX̄ που παριστάνει τον αριθµό

των «επιτυχιών» στις n δοκιµές Bernoulli. Η T είναι γνησίως αύξουσα συ-

νάρτηση του κλασικού εκτιµητή του θ, X̄ (ποσοστό «επιτυχιών» στο δείγ-

µα X
˜

). Είναι λογικό να αναµένουµε ότι «µεγάλο» θ προκαλεί «µεγάλο»

αριθµό «επιτυχιών», συνεπώς αναµένουµε ότι για κάθε δοθέν (σταθερό)

t ∈ {1, 2, . . . , n}, το ενδεχόµενο T ≥ t έχει αυξανόµενη πιθανότητα καθώς

αυξάνει το θ, δηλαδή Pθ(T ≥ t) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του

θ. ΄Οντως, αυτή η ιδιότητα ισχύει (και συσχετίζει τη διωνυµική κατανοµή

µε την κατανοµή Βήτα, ϐλέπε (9.13)). Ανάλογα, η πιθανότητα Pθ(T ≤ t),

t ∈ {0, 1, . . . , n− 1} είναι (γνησίως) ϕθίνουσα συνάρτηση του θ.

Στη συνέχεια, εξαιρώντας, για χάρη απλότητας, τις ακραίες περιπτώσεις

t = 0 και t = n (δηλαδή, 0 και n «επιτυχίες», αντίστοιχα, στις n δοκιµές),

ϑεωρούµε t ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Τότε, λόγω µονοτονίας και συνέχειας,

για 0 < α1 < 1 και 0 < α2 < 1 (έχοντας κατά νου «µικρά» α1 και α2)

υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο θ1(t) ∈ Θ = (0, 1) και ακριβώς ένα σηµείο

θ2(t) ∈ Θ = (0, 1) τέτοια ώστε

Pθ1(t)(T ≥ t) = α1, Pθ2(t)(T ≤ t) = α2. (9.6)

Για «µικρό» α1, επειδή Pθ(T ≥ t) είναι (γνησίως) αύξουσα ως προς θ,

αναµένουµε ότι και το θ1(t) είναι «µικρό». Ανάλογα, για «µικρό» α2, α-

ναµένουµε ότι το θ2(t) είναι «µεγάλο». ∆ικαιολογείται έτσι ο ισχυρισµός

θ1(t) < θ2(t) που είναι αληθής αν περαιτέρω επιλέξουµε τα α1 και α2 έτσι

ώστε α1 + α2 < 1. Θα επανέλθουµε σε αυτόν τον ισχυρισµό παρακάτω,

αλλά ας τον δεχτούµε προς το παρόν.

Οι συναρτήσεις θ1(t) και θ2(t) ορίζουν το τυχαίο διάστηµα [θ1(T ), θ2(T )]

για το οποίο ϑα δείξουµε ότι ισχύει

Pθ(θ1(T ) ≤ θ ≤ θ2(T )) ≥ 1− α, α = α1 + α2, ∀ θ ∈ Θ (9.7)

δηλαδή [θ1(T ), θ2(T )] είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. τουλάχιστον 100(1−α)%.
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Κατ΄ αρχάς, παρατηρούµε ότι

{t : θ2(t) ≥ θ} = {t : F (t; θ) ≥ α2} , (9.8)

όπου F (t; θ) = Pθ(T ≤ t). Πράγµατι, επειδή η F (t; θ) είναι γνησίως

ϕθίνουσα ως προς θ, έχουµε

θ2(t) ≥ θ ⇔ F (t; θ2(t)) ≤ F (t; θ) ⇔ Pθ2(t)(T ≤ t) ≤ F (t; θ) ⇔ α2 ≤ F (t; θ),

λόγω της (9.6). Ανάλογα προκύπτει ότι

{t : θ1(t) ≤ θ} =
{
t : F̄ (t; θ) ≥ α1

}
, (9.9)

όπου F̄ (t; θ) = Pθ(T ≥ t). Εποµένως λόγω των (9.8) και (9.9) έχουµε

Pθ(θ1(T ) ≤ θ ≤ θ2(T )) = Pθ(θ ≤ θ2(T ))− Pθ(θ < θ1(T ))

= Pθ(F (T ; θ) ≥ α2)− 1 + Pθ(θ ≥ θ1(T ))

= Pθ(F (T ; θ) ≥ α2)− 1 + Pθ(F̄ (T ; θ) ≥ α1)

= −Pθ(F (T ; θ) < α2) + Pθ(F̄ (T ; θ) ≥ α1)(9.10)

Επειδή η συνάρτηση κατανοµής F (t; θ) είναι αύξουσα ως προς t η σχέση

F (T ; θ) < α2 είναι ισοδύναµη µε T ≤ t0 για t0 τέτοιο ώστε Pθ(T ≤ t0) ≤
α2, ϐλέπε Σχήµα 9.4. Εποµένως, έχουµε

Pθ(F (T ; θ) < α2) = Pθ(T ≤ t0) ≤ α2. (9.11)

Ανάλογα, η συνάρτηση F̄ (t; θ) είναι ϕθίνουσα ως προς t, συνεπώς η σχέση

F̄ (T ; θ) ≥ α1 είναι ισοδύναµη µε T ≤ t1 για t1 τέτοιο ώστε Pθ(T ≤ t1) ≥
1− α1. Εποµένως, έχουµε

Pθ(F̄ (T ; θ) ≥ α1) = Pθ(T ≤ t1) ≥ 1− α1. (9.12)

Συνδυάζοντας τις (9.11) και (9.12), από την (9.10) παίρνουµε

Pθ(θ1(T ) ≤ θ ≤ θ2(T )) ≥ 1− α1 − α2 = 1− α, ∀ θ ∈ Θ.
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Για την ολοκλήρωση της απόδειξης της (9.7) ϑα δικαιολογήσουµε τη σχέση

Σχήµα 9.4: F (t; θ) = Pθ(T ≤ t) για n = 3

θ1(t) < θ2(t) υπό τη συνθήκη α1 + α2 < 1. ΄Εστω θ1(t) ≥ θ2(t). Τότε από

τη µονοτονία της Pθ(T ≥ t) ως προς θ και την (9.6) έχουµε

α1 = Pθ1(t)(T ≥ t) ≥ Pθ2(t)(T ≥ t) = 1− Pθ2(t)(T < t)

≥ 1− Pθ2(t)(T ≤ t) = 1− α2,

δηλαδή προκύπτει α1 ≥ 1− α2, άτοπο.

Από την (9.6) συµπεραίνουµε ότι τα θ1(t) και θ2(t) είναι, αντίστοιχα, οι

λύσεις ως προς θ των εξισώσεων

n∑

x=t

(
n

x

)
θx(1− θ)n−x = α1 και

t∑

x=0

(
n

x

)
θx(1− θ)n−x = α2.

Για n ≥ 3 και t ∈ {1, 2, . . . , n− 1} τα θ1(t) και θ2(t) δεν είναι δυνατόν να

ϐρεθούν σε κλειστή µορφή, µπορούν όµως να υπολογιστούν αριθµητικά

χρησιµοποιώντας µια αριθµητική µέθοδο επίλυσης εξισώσεων (µε δεδοµέ-

νη την παρατηρηθείσα τιµή t της στατιστικής συνάρτησης T =
∑
i=1

n

Xi).
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Εναλλακτικά, τα θ1(t) και θ2(t) µπορούν να προσδιοριστούν µε την ακό-

λουθη διαδικασία, που ϐασίζεται στη σχέση µεταξύ των κατανοµώνB(n, θ),
Beta(α, β) και Fp,q. Η T έχει διωνυµική κατανοµή B(n, θ) και εποµένως

από την Πρόταση 1.8.9, για t ∈ {1, 2, . . . , n}

Pθ(T ≥ t) = P(Y ≤ θ), (9.13)

όπου η Y έχει Βήτα κατανοµή Beta(t, n − t + 1). Η (9.13) δείχνει ό-

τι η πιθανότητα Pθ(T ≥ t) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση ως προς θ

αφού συµπίπτει µε τη συνάρτηση κατανοµής συνεχούς τυχαίας µεταβλη-

τής. Επιπλέον, από την Πρόταση 1.8.9, αν η V έχει κατανοµή Fp,q τότε

η
(p/q)V

1+(p/q)V έχει κατανοµή Βήτα Beta(p/2, q/2). Θέτοντας t = p/2 και

n − t+ 1 = q/2 η Y έχει την ίδια κατανοµή όπως η
(t/(n−t+1))V

1+(t/(n−t+1))V , όπου

V έχει κατανοµή F2t,2(n−t+1). Τότε από την (9.13) παίρνουµε

Pθ(T ≥ t) = P(Y ≤ θ) = P

( (t/(n − t+ 1))V

1 + (t/(n − t+ 1))V
≤ θ
)

= P

(
V ≤ n− t+ 1

t

θ

1− θ

)
.

Τελικά, από την (9.6), θ1(t) είναι η λύση ως προς θ της εξίσωσης

Pθ(T ≥ t) = P

(
V ≤ n− t+ 1

t

θ

1− θ

)
= α1. (9.14)

Ορίζοντας το ϐ-ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής F , Fp,q,β, από τη σχέ-

ση P
(
V > Fp,q,β

)
= β (το οποίο µπορεί να ϐρεθεί σε διαθέσιµο πίνακα

ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής F ή να υπολογιστεί από ένα στατιστι-

κό λογισµικό), από την (9.14) παίρνουµε n−t+1
t

θ
1−θ = F2t,2(n−t+1),1−α1

,

δηλαδή

θ1(t) =
t

n−t+1F2t,2(n−t+1),1−α1

1 + t
n−t+1F2t,2(n−t+1),1−α1

.

Για τον υπολογισµό του θ2(t), από την (9.6) παρατηρούµε ότι η σχέση

Pθ(T ≤ t) = α2 είναι ισοδύναµη µε την Pθ(T ≥ t + 1) = 1 − α2 και

εποµένως θ2(t) = θ1(t + 1) µε α1 το 1 − α2 (και t ∈ {1, 2, . . . , n− 1}).

Συνεπώς έχουµε

θ2(t) =
t+1
n−tF2(t+1),2(n−t),α2

1 + t+1
n−tF2(t+1),2(n−t),α2

.
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Τέλος αν η παρατηρηθείσα τιµή είναι t = 0 (ένδειξη ότι το θ είναι «µικρό»),

το θ1(t) δεν ορίζεται και συµβατικά ϑέτουµε θ1(t) = 0, ενώ αν t = n

(ένδειξη ότι το θ είναι «µεγάλο») το θ2(t) δεν ορίζεται και συµβατικά ϑέτουµε

θ2(t) = 1. Το διάστηµα [θ1(T ), θ2(T )] κατασκευάστηκε από τους Clopper

and Pearson (1934). �

Από την παραπάνω διαδικασία ϕαίνεται ξεκάθαρα, ότι η µονοτονία της

συνάρτησης Pθ(T ≥ t) ως προς θ (όπου T =
∑
i=1

n

Xi) παίζει καθοριστικό

ϱόλο στην κατασκευή του διαστήµατος εµπιστοσύνης. Επιπλέον, για κάθε

στατιστική συνάρτηση αν η συνάρτηση κατανοµής F (t; θ) = Pθ(T ≤ t)

είναι συνεχής ως προς t (το οποίο ισχύει όταν η T έχει συνεχή κατανοµή),

τότε η τυχαία µεταβλητή U = F (T ; θ) έχει οµοιόµορφη κατανοµή U(0, 1),
ϐλέπε Πρόταση 9.2.1, και εποµένως

Pθ(F (T ; θ) < α2) = P(U < α2) = α2. (9.15)

Παρόµοια, έχουµε

F̄ (t; θ) = Pθ(T ≥ t) = 1− Pθ(T < t) = 1− F (t; θ),

οπότε F̄ (T ; θ) = 1− F (T ; θ) = 1− U . Συνεπώς, παίρνουµε

Pθ(F̄ (T ; θ) ≥ α1) = P(1− U ≥ α1) = P(U ≤ 1− α1) = 1− α1. (9.16)

Οι (9.15) και (9.16) σε συνδυασµό µε την (9.10) δίνουν

Pθ(θ1(T ) ≤ θ ≤ θ2(T )) = Pθ(F̄ (T ; θ) ≥ α1)− Pθ(F (T ; θ) < α2)

= 1− α1 − α2 = 1− α,

δηλαδή προκύπτει ∆.Ε. µε σ.ε. (ακριβώς) 1 − α, αν δε επιλέξουµε α1 =
α
2 = α2, τότε έχουµε κατασκευάσει ∆.Ε. ίσων ουρών.

Η επόµενη πρόταση καταγράφει την κατασκευή ∆.Ε. για την παράµε-

τρο θ χρησιµοποιώντας στατιστική συνάρτηση µε µονότονη, ως προς θ,

συνάρτηση Pθ(T ≥ t) και σταθερό t. Αν και παρουσιάζεται µόνον η πε-

ϱίπτωση (γνησίως) αύξουσας συνάρτησης Pθ(T ≥ t) ανάλογο αποτέλεσµα

ισχύει και για Pθ(T ≥ t) (γνησίως) ϕθίνουσα, ϐλέπε Casella and Berger

(2002).
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Πρόταση 9.3.1. ΄Εστω T στατιστική συνάρτηση τέτοια ώστε η Pθ(T ≥ t)

είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση ως προς θ ∈ Θ, για κάθε t στο σύνολο

τιµών της T (µε εξαίρεση, ίσως, ορισµένων ακραίων τιµών). Υποθέτουµε ότι

υπάρχουν θ1(t) και θ2(t) που ικανοποιούν τις σχέσεις

Pθ1(t)(T ≥ t) = α1 και Pθ2(t)(T ≤ t) = α2 (9.17)

όπου α1, α2 ϑετικές σταθερές µε α1 + α2 < 1. Τότε ισχύουν τα εξής.

(α) Το διάστηµα [θ1(T ), θ2(T )] είναι ∆.Ε. µε σ.ε. (τουλάχιστον) 100(1 −
α)%, δηλαδή

Pθ(θ1(T ) ≤ θ ≤ θ2(T )) ≥ 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.18)

(ϐ) Αν, επιπλέον, η συνάρτηση κατανοµής F (t; θ) = Pθ(T ≤ t) είναι

συνεχής ως προς t (για κάθε θ ∈ Θ), τότε η (9.18) ισχύει ως ισότητα.

Απόδειξη. (α) ΄Οπως στο Παράδειγµα 9.3.1.

(ϐ) ΄Οπως η ανάλυση που έπεται του Παραδείγµατος 9.3.1.

Παρατήρηση 9.3.1. Αν η Pθ(T ≥ t) είναι συνεχής ως προς θ µε σύνολο

τιµών το (0, 1), όπως συµβαίνει στο Παράδειγµα 9.3.1, τότε υπάρχουν τα

θ1(t) και θ2(t) που ικανοποιούν την (9.17) και είναι µοναδικά.

∆ίνουµε ένα παράδειγµα εφαρµογής της Πρότασης 9.3.1 από συνεχή

κατανοµή.

Παράδειγµα 9.3.2. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την

κατανοµή µε πυκνότητα

f1(x; θ) =
θ

x2
, x ≥ θ, θ ∈ Θ = (0,∞).

είναι εύκολο να δειχθεί ότι ο ε.µ.π. του θ είναι X(1). Θέτουµε T = X(1).

Τότε, για t > 0,

Pθ(T ≥ t) = Pθ(X(1) ≥ t) =
[
Pθ(X1 ≥ t)

]n
=
(θ
t

)n
, 0 < θ ≤ t,
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που είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση ως προς θ. Για 0 <

α < 1, ϑέτοντας Pθ(X(1) ≥ t) = α
2 έχουµε

(
θ
t

)n
= α

2 µε λύση ως προς

θ, θ1(t) = t n
√

α
2 . Ανάλογα, ϑέτοντας Pθ(X(1) ≤ t) = α

2 έχουµε 1 −(
θ
t

)n
= α

2 µε λύση ως προς θ, θ2(t) = t n
√

1− α
2 . Εποµένως από την

Πρόταση 9.3.1, το ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)% είναι[
X(1)

n
√

α
2 , X(1)

n
√

1− α
2

]
.

9.4 Εφαρµογές σε κανονικούς πληθυσµούς

Ως εφαρµογές της µεθόδου κατασκευής ∆.Ε. µέσω κατάλληλης ποσότητας

οδηγού παρουσιάζουµε σε αυτήν την ενότητα διαστήµατα εµπιστοσύνης

για τις παραµέτρους κανονικών πληθυσµών N (µ, σ2). Αρχικά, δίνουµε

την επόµενη πρόταση των Ferentinos and Kourouklis (1990) που είναι

γενικά χρήσιµη στην κατασκευή διαστηµάτων ελαχίστου µήκους (και όχι

µόνον για τις παραµέτρους της κανονικής κατανοµής). Θεωρούµε ότι τα

ολοκληρώµατα παρακάτω υπάρχουν και είναι πεπερασµένα. Σε πιο ειδική

µορφή η πρόταση έχει αποδειχθεί και από τον Juola (1993).

Πρόταση 9.4.1. ΄Εστω f1, f2, δ πραγµατικές συναρτήσεις µε 0 6 δ(x) 6 1

για όλα τα x. Τότε, για δοθείσα πραγµατική σταθερά c, το ολοκλήρωµα∫ +∞
−∞ δ(x)f1(x) dx ελαχιστοποιείται ως προς δ υπό τον περιορισµό

∫ +∞

−∞
δ(x)f2(x) dx = c (9.19)

για

δ∗(x) =

{
1 , f1(x) 6 κf2(x)

0 , f1(x) > κf2(x) ,

όπου η σταθερά κ προσδιορίζεται έτσι ώστε να ικανοποιείται η (9.19) για την

δ∗.

Απόδειξη. Η διαδικασία της απόδειξης είναι παρόµοια αυτής ενός κλα-

σικού αποτελέσµατος της Θεωρίας Ελέγχου Στατιστικών Υποθέσεων, του

Λήµµατος Neymann – Pearson (ϐλέπε, π.χ. Παπαϊωάννου και Φερεντίνος,
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2001, σελ. 117, ή Casella and Berger, 2002, σελ. 388). Από τον ορισµό

της δ∗, για κάθε συνάρτηση δ µε 0 6 δ(x) 6 1 που ικανοποιεί την (9.19)

και για όλα τα x ισχύει

δ(x){f1(x)− κf2(x)} > δ∗(x){f1(x)− κf2(x)}

και εποµένως

{δ(x) − δ∗(x)}f1(x) > κ{δ(x) − δ∗(x)}f2(x).

Ολοκληρώνοντας τη τελευταία σχέση έχουµε
∫ +∞

−∞
δ(x)f1(x) dx−

∫ +∞

−∞
δ∗(x)f1(x) dx >

κ

{∫ +∞

−∞
δ(x)f2(x) dx−

∫ +∞

−∞
δ∗(x)f2(x) dx

}
= κ{c − c} = 0.

Εποµένως ∫ +∞

−∞
δ(x)f1(x) dx >

∫ +∞

−∞
δ∗(x)f1(x) dx

και αυτό έπρεπε να δείξουµε.

9.4.1 ΄Ενας κανονικός πληθυσµός

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή

1η Περίπτωση: σ2 γνωστό. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγ-

µα από την κανονική κατανοµή N (θ, σ2) µε θ άγνωστο, θ ∈ Θ = R και σ2

γνωστή σταθερά. Η στατιστική συνάρτηση (και εκτιµητής του θ) X̄ έχει κα-

τανοµή N (θ, σ
2

n ), Πρόταση 1.8.6(1), εποµένως από την Πρόταση 1.6.1(2),

προκύπτει η

T =
X̄ − θ

σ√
n

∼ N (0, 1). (9.20)

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T είναι ποσότητα οδηγός αφού η κατανοµή της,

N (0, 1), προφανώς δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ. Εποµέ-

νως, για κάθε α, 0 < α < 1 υπάρχουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται

από την κατανοµή N (0, 1) και το α, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ (9.21)
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ή

Pθ

(
c1 ≤

X̄ − θ
σ√
n

≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

(
X̄ − c2

σ√
n
≤ θ ≤ X̄ − c1

σ√
n

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.22)

Εποµένως το διάστηµα [X̄ − c2σ/
√
n, X̄ − c1σ/

√
n] είναι ∆.Ε. για το θ µε

σ.ε. 100(1−α)%. Είναι προφανές τώρα ότι υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη (c1, c2)

που ικανοποιούν την (9.21), άρα και την (9.22). Πράγµατι, η (9.21) είναι

ισοδύναµη προς την

Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = α

ή την

Φ(c1) + 1− Φ(c2) = α, (9.23)

όπου Φ είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής N (0, 1)),

και άρα η (9.21) ισχύει εάν για οποιοδήποτε α1, 0 < α1 < α, ορίσουµε

c1 = Φ−1(α1) και c2 = Φ−1
(
1−(α−α1)

)
. Ειδικά για α1 = α/2 προκύπτει

∆.Ε. ίσων ουρών µε c2 = Φ−1(1 − α/2) και c1 = −c2, λόγω συµµετρίας.

Θέτοντας περαιτέρω (για λόγους συµβολισµού) zα/2 = Φ−1(1 − α/2), δη-

λαδή ορίζοντας το σηµείο zα/2, ϐλέπε Σχήµα 9.5, από τη σχέση

P(Z > zα/2) = α/2,

έχουµε c2 = zα/2 και c1 = −zα/2, οπότε το ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ

γίνεται [
X̄ − zα/2

σ√
n
, X̄ + zα/2

σ√
n

]
.

Από τα παραπάνω, προκύπτει επίσης η σχέση Pθ(|X̄ − θ| 6 zα/2
σ√
n
) =

1− α, για κάθε θ ∈ Θ που δηλώνει ότι η εκτίµηση του θ µε τον εκτιµητή

X̄ έχει, µε πιθανότητα 1 − α, σφάλµα το πολύ ίσο προς zα/2
σ√
n

. Υπό το
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zα/20

α/2

Σχήµα 9.5: α/2–ποσοστιαίο σηµείο της N (0, 1).

πρίσµα αυτής της παρατήρησης, το διάστηµα αυτό µπορεί να γραφεί στη

συµβολική µορφή

X̄ ± zα/2
σ√
n
.

Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι το παραπάνω διάστηµα έχει ελάχιστο µή-

κος µεταξύ όλων των διαστηµάτων της µορφής [X̄ − c2
σ√
n
, X̄ − c1

σ√
n
] µε

συντελεστή εµπιστοσύνης 100(1 − α)%. Πράγµατι, το µήκος ενός τέτοιου

διαστήµατος είναι ℓ = σ√
n
(c2−c1), όπου τα c1, c2 ικανοποιούν τη συνθήκη

(9.23), που ισοδύναµα γράφεται

∫ c2

c1

φ(x) dx = 1− α (9.24)

ή ∫ +∞

−∞
I[c1,c2](x)φ(x) dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)φ(x) dx = 1− α (9.25)

όπου δ(x) = I[c1,c2](x) είναι η δείκτρια συνάρτηση του [c1, c2] και φ(x) =

1√
2π
e−

x2

2 είναι η πυκνότητα της N (0, 1). Συνεπώς ελαχιστοποίηση του

µήκους σηµαίνει ελαχιστοποίηση του ℓ∗ = c2 − c1 υπό τον περιορισµό

(9.25).

Περαιτέρω, παρατηρούµε ότι ℓ∗ = c2 − c1 =
∫ c2
c1

dx, δηλαδή

ℓ∗ =
∫ +∞

−∞
I[c1,c2](x) dx =

∫ +∞

−∞
δ(x) dx (9.26)

Τελικά, Ϲητάµε ελαχιστοποίηση, ως προς τη συνάρτηση δ(x) = I[c1,c2](x)

του ολοκληρώµατος (9.26) υπό τον περιορισµό (9.25). Η λύση αυτού

του προβλήµατος ελαχιστοποίησης δίνεται από τη συνάρτηση δ∗(x) =
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I{x:f1(x)6κf2(x)}(x) της Πρότασης 9.4.1 µε f1(x) = 1 και f2(x) = φ(x) εφ’

όσον η δ∗(x) είναι δείκτρια πεπερασµένου διαστήµατος, δηλαδή εφ’ όσον

το σύνολο {x : 1 6 κφ(x)} είναι διάστηµα της µορφής [c1, c2]. Πράγµατι,

η σχέση 1 6 κφ(x) σηµαίνει 1√
2π
e−

x2

2 > 1
κ που είναι ισοδύναµη µε τη

σχέση |x| 6 c επειδή η συνάρτηση e−
x2

2 είναι γνησίως ϕθίνουσα ως προς

|x|. (Τα c και κ ικανοποιούν την 1√
2π
e−

c2

2 = 1
κ που όµως δεν έχει καµία

χρησιµότητα.) Καταλήγουµε λοιπόν ότι δ∗(x) = I{x:|x|6c}(x) = I[−c,c](x),

άρα η συνάρτηση ℓ∗ ελαχιστοποιείται όταν c2 = c, c1 = −c και η σταθερά

c ικανοποιεί τον περιορισµό (9.24),
∫ c
−c φ(x) dx = 1 − α. Η τελευταία

σχέση συνεπάγεται

Φ(c)− Φ(−c) = 1− α ⇒ (επειδή Φ(x) = 1− Φ(−x))

Φ(c)− {1− Φ(c)} = 1− α ⇒
Φ(c) = 1− α/2 ⇒

c = Φ−1(1− α/2) = zα/2.

Εποµένως το ∆.Ε. ελαχίστου µήκους έχει c2 = c = zα/2, c1 = −c = −zα/2

και όντως συµπίπτει µε το ∆.Ε. ίσων ουρών.

Γεωµετρικά, η επιλογή c1 = −c2 ώστε να ελαχιστοποιηθεί η διαφορά

ℓ∗ = c2 − c1 υπό τον περιορισµό
∫ c2
c1

φ(x) dx = 1−α είναι σχεδόν προφα-

νής λόγω συµµετρίας της φ(x) και επειδή η τυπική κανονική κατανοµή

συγκεντρώνει περισσότερη πιθανότητα γύρω από το 0 (την κορυφή της).

Σηµειώνουµε ακόµη ότι το διάστηµα

[
X̄ − zα/2

σ√
n
, X̄ + zα/2

σ√
n

]

έχει την επιπλέον επιθυµητή ιδιότητα να ϐασίζεται στην (ελάχιστη) επαρκή

στατιστική συνάρτηση X̄. Τέλος αναφέρουµε ότι η τιµή του ποσοστιαίου

σηµείου zα/2 για διάφορες τιµές του α µπορεί να ϐρεθεί από πίνακες της

κατανοµής N (0, 1).

Παράδειγµα 9.4.1. ΄Ενα τυχαίο δείγµα 25 παρατηρήσεων από την κα-

τανοµή N (θ, 100) έδωσε X̄ = 73.2. Θα υπολογίσουµε το ∆.Ε. ελαχίστου
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µήκους για το θ µε σ.ε. 90%.

΄Εχουµε σ = 10 και 1− α = 0.9, οπότε α = 0.1. Από πίνακες της N (0, 1)

έχουµε zα/2 = z0.05 = 1.645 (σε προσέγγιση χιλιοστού). ΄Αρα το ∆.Ε. είναι

[
X̄ − zα/2

σ√
n
, X̄ + zα/2

σ√
n

]

=
[
73.2 − 1.645 × 10

5
, 73.2 + 1.645 × 10

5

]

= 73.2 ± 2.29 = [69.91, 76.49].

Λαµβάνοντας υπόψη ότι η µέση τιµή θ εκτιµάται µε το δειγµατικό µέσο

X̄, από τα δεδοµένα προκύπτει λοιπόν εκτίµηση του θ ίση προς 73.2 µε

σφάλµα το πολύ 2.29, σε ϐαθµό εµπιστοσύνης 90% (και υπό το πρίσµα

της Παρατήρησης 9.1.1).

2η Περίπτωση: σ2 άγνωστο. Υπενθυµίζουµε αρχικά τον ορισµό της

κατανοµής t µε m ϐαθµούς ελευθερίας, που δόθηκε στην Ενότητα 1.6.2

και την Πρόταση 1.8.5, η οποία ϑα χρησιµοποιηθεί στην κατασκευή του

∆.Ε.

Ορισµός 9.4.1. ΄Εστω Z µία τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή N (0, 1) και

Y µία τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή χ2
m. Εάν Z και Y είναι ανεξάρτητες,

τότε η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής

T =
Z√
Y
m

ονοµάζεται κατανοµή t µε m ϐαθµούς ελευθερίας . Συµβολικά γράφουµε

T ∼ tm ή ακόµη tm = N (0,1)
√

χ2
m
m

.

Μπορεί να δειχθεί ότι η πυκνότητα της κατανοµής tm είναι

f(t) =
Γ(m+1

2 )
√
πmΓ(m2 )

(
1 + t2

m

)m+1
2

, t ∈ R.

Η γραφική παράσταση της f(t) είναι «καµπανοειδής», όπως της N (0, 1),

αλλά µε πιο «ϐαριές ουρές» δηλαδή η f(t) συγκλίνει στο µηδέν για t →
±∞, πιο αργά όµως από την φ(t), (ϐλέπε Σχήµα 9.6.)
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Μερικές ϐασικές ιδιότητες της κατανοµής tm είναι οι εξής.

1. Η κατανοµή είναι συµµετρική γύρω από το µηδέν, αφού f(t) =

f(−t).

2. Για m → ∞ η κατανοµή tm συγκλίνει προς την κατανοµή N (0, 1).

Πρακτικά, για m > 30 η κατανοµή tm πολύ λίγο διαφέρει από την

κατανοµή N (0, 1).

3. ET = 0 για m ≥ 2.

4. VarT = m
m−2 για m ≥ 3.

5. Για m = 1, η t1 συµπίπτει µε την κατανοµή Cauchy (της οποίας δεν

υπάρχει η µέση τιµή).

Κατασκευάζουµε τώρα ∆.Ε. για το µ µε δεδοµένο σ.ε. 100(1 − α)%.

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική

κατανοµή N (µ, σ2) µε µ ∈ R και σ2 > 0 άγνωστα. Θεωρούµε την τυχαία

µεταβλητή

T =
X̄ − µ

S√
n

, (9.27)

όπου S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 είναι (ο ΑΟΕ∆) εκτιµητής του σ2. Η

τυχαία µεταβλητή T µπορεί να ϑεωρηθεί ότι προκύπτει από την (9.20) εάν

αντικαταστήσουµε το άγνωστο τώρα σ µε τον εκτιµητή του S. Γράφοντας

την τυχαία µεταβλητή T στη µορφή

T =

√
n(X̄ − µ)/σ√

S2/σ2
=

√
n(X̄ − µ)/σ√

1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2/σ2

και χρησιµοποιώντας τις Προτάσεις 1.8.6 και 1.6.1 παρατηρούµε ότι η

τυχαία µεταβλητή Z =
√
n(X̄ − µ)/σ έχει κατανοµή N (0, 1), η τυχαία

µεταβλητή Y =
∑n

i=1(Xi − X̄)2/σ2 έχει κατανοµή χ2
n−1 και οι τυχαίες

µεταβλητές Z, Y είναι ανεξάρτητες. ΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T στην (9.27)

έχει κατανοµή tn−1, δηλαδή

T =
X̄ − µ

S√
n

∼ tn−1
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εποµένως είναι ποσότητα οδηγός, αφού η κατανοµή της προφανώς δεν

εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ = (µ, σ2) ∈ R × (0,∞). ΄Αρα

υπάρχουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από την κατανοµή tn−1 και το

α, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ (9.28)

ή

Pθ

(
c1 ≤

X̄ − µ
S√
n

≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

(
X̄ − c2

S√
n
≤ µ ≤ X̄ − c1

S√
n

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.29)

Εποµένως, το διάστηµα [X̄− c2S/
√
n, X̄ − c1S/

√
n] είναι ∆.Ε. για το µ µε

σ.ε. 100(1 − α)%. ΄Οπως στην περίπτωση µε σ2 γνωστό, είναι προφανές

ότι υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη (c1, c2) που ικανοποιούν την (9.28), άρα και

την (9.29). Για κάθε τέτοιο Ϲεύγος έχουµε

Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = α

ή

F (c1) + 1− F (c2) = α,

όπου F είναι η συνάρτηση κατανοµής της tn−1. Ειδικά, για ∆.Ε. ίσων

ουρών ϑέτουµε F (c1) = α/2 = 1−F (c2), οπότε λόγω της συµµετρίας της

κατανοµής tn−1, έχουµε c1 = −c2 = −F−1(1 − α/2) = F−1(α/2). Θέ-

τοντας (για λόγους συµβολισµού) tn−1,α/2 = F−1(1 − α/2), ϐλέπε Σχήµα

9.6, δηλαδή ορίζοντας το σηµείο tn−1,α/2 από τη σχέση

P(tn−1 > tn−1,α/2) = α/2 ,



342 ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης

tn−1,α/20

f(t)

α/2

Σχήµα 9.6: α/2–ποσοστιαίο σηµείο της tn−1.

έχουµε c2 = tn−1,α/2 και c1 = −tn−1,α/2, οπότε το ∆.Ε. ίσων ουρών για το

µ είναι

[
X̄ − tn−1,α/2

S√
n
, X̄ + tn−1,α/2

S√
n

]
.

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως στην περίπτωση µε σ2 γνωστό

και λαµβάνοντας υπόψη τη συµµετρία της κατανοµής tn−1 καθώς και ότι

η πυκνότητα της f(t), είναι γνησίως ϕθίνουσα ως προς |t| είναι εύκολο

να δειχθεί ότι το παραπάνω διάστηµα έχει επίσης ελάχιστο µήκος µεταξύ

όλων των διαστηµάτων της µορφής [X̄ − c2S/
√
n, X̄ − c1S/

√
n] µε σ.ε.

100(1−α)%. Σηµειώνουµε ακόµη ότι το διάστηµα αυτό έχει την επιπλέον

επιθυµητή ιδιότητα να ϐασίζεται στην (ελάχιστη) επαρκή στατιστική συ-

νάρτηση (X̄, S2). Τέλος αναφέρουµε ότι η τιµή του tn−1,α/2 για διάφορες

τιµές του n και του α µπορεί να ϐρεθεί από πίνακες της κατανοµής tm και

ότι για n > 30 είναι tn−1,α/2 ≈ zα/2.

Παράδειγµα 9.4.2. ΄Ενα τυχαίο δείγµα 15 παρατηρήσεων από την κα-

τανοµή N (µ, σ2) έδωσε X̄ = 27.38 και S2 = 5.10. Θα ϐρούµε το ∆.Ε.

ελαχίστου µήκους για το µ µε σ.ε. 90%.

΄Εχουµε 1−α = 0.9 οπότε α = 0.1. Από πίνακες της κατανοµής tm παίρ-

νουµε tn−1,α/2 = t14,0.05 = 1.761 (σε προσέγγιση χιλιοστού). ΄Αρα το ∆.Ε.
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είναι

[
X̄ − tn−1,α/2

S√
n
, X̄ + tn−1,α/2

S√
n

]

=
[
27.38 − 1.761 ×

√
5.10√
15

, 27.38 + 1.761 ×
√
5.10√
15

]

= 27.38 ± 1.03 = [26.35, 28.41].

Από τα δεδοµένα λοιπόν προκύπτει εκτίµηση του µ ίση προς 27.38 µε όρια

κύµανσης από 26.35 έως 28.41, σε ϐαθµό εµπιστοσύνης 90% (και υπό το

πρίσµα της Παρατήρησης 9.1.1).

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά

1η Περίπτωση: µ γνωστό. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα

από την κανονική κατανοµή N (µ, θ2) µε θ άγνωστο, θ ∈ Θ = (0,∞) και

µ γνωστή σταθερά.

Θεωρούµε τον (ΑΟΕ∆ και µέγιστης πιθανοφάνειας) εκτιµητή του θ2

θ̂2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi − µ)2

και παρατηρούµε ότι η τυχαία µεταβλητή

T =
nθ̂2

θ2
=

∑n
i=1(Xi − µ)2

θ2

έχει κατανοµή χ2
n (ϐλέπε Πρόταση 1.8.6), δηλαδή

T =

∑n
i=1(Xi − µ)2

θ2
∼ χ2

n.

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T είναι ποσότητα οδηγός αφού η κατανοµή της

προφανώς δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ. Συνεπώς, υπάρ-

χουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από την κατανοµή χ2
n και το α,

0 < α < 1, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ (9.30)
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ή

Pθ

(
c1 ≤

∑n
i=1(Xi − µ)2

θ2
≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

(∑n
i=1(Xi − µ)2

c2
≤ θ2 ≤

∑n
i=1(Xi − µ)2

c1

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.31)

Εποµένως, το διάστηµα
[∑n

i=1(Xi−µ)2/c2,
∑n

i=1(Xi−µ)2/c1
]

είναι ∆.Ε.

για το θ2 µε σ.ε. 100(1−α)%. Είναι προφανές ότι υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη

(c1, c2) που ικανοποιούν την (9.30), άρα και την (9.31). Για κάθε τέτοιο

Ϲεύγος έχουµε

Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = α, ∀ θ ∈ Θ

ή

F (c1) + 1− F (c2) = α, ∀ θ ∈ Θ, (9.32)

όπου F είναι η συνάρτηση κατανοµής της χ2
n. Ειδικά επιλέγοντας τα c1, c2

έτσι ώστε F (c1) = α/2 και 1 − F (c2) = α/2 το διάστηµα που προκύπτει

είναι διάστηµα εµπιστοσύνης ίσων ουρών για το θ2. Χρησιµοποιώντας το

συµβολισµό του Παραδείγµατος 9.2.1 χ2
n,α/2 = F−1(1 − α/2), δηλαδή

ορίζοντας το σηµείο χ2
n,α/2 από τη σχέση

P(χ2
n > χ2

n,α/2) = α/2,

έχουµε c2 = χ2
n,α/2 και c1 = χ2

n,1−α/2, ϐλέπε Σχήµα 9.7, οπότε το ∆.Ε.

ίσων ουρών για το θ2 γίνεται

[∑n
i=1(Xi − µ)2

χ2
n,α/2

,

∑n
i=1(Xi − µ)2

χ2
n,1−α/2

]
.

Σηµειώνουµε ότι η τιµή του χ2
n,α/2 για διάφορες τιµές του n και του α

µπορεί να ϐρεθεί από πίνακες της κατανοµής χ2
n.
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χ2
n,1−α/2 χ2

n,α/2

α/2α/2

1− α

Σχήµα 9.7: α/2 και 1− α/2 ποσοστιαία σηµεία της χ2
n.

Στη συνέχεια ϑα αναζητήσουµε ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ2 µε σ.ε.

100(1 − α)%. Το µήκος του ∆.Ε. είναι ℓ =
∑
i=1

n

(Xi − µ)2
(

1
c1

− 1
c2

)
, όπου

τα c1, c2 ικανοποιούν τη συνθήκη (9.32). Συνεπώς ελαχιστοποίηση του

µήκους σηµαίνει ελαχιστοποίηση του ℓ∗ = 1
c1

− 1
c2

υπό τον περιορισµό

F (c2)− F (c1) = 1− α, που ισοδύναµα γράφεται
∫ c2

c1

f(x) dx = 1− α (9.33)

ή ∫ +∞

−∞
I[c1,c2](x)f(x) dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)f(x) dx = 1− α (9.34)

όπου f(x) είναι η πυκνότητα της χ2
n και δ(x) = I[c1,c2](x). Περαιτέρω

παρατηρούµε ότι ℓ∗ = 1
c1

− 1
c2

=
∫ c2
c1

1
x2 dx, δηλαδή

ℓ∗ =
∫ +∞

−∞
I[c1,c2](x)

1

x2
dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)

1

x2
dx. (9.35)

Τελικά, Ϲητάµε ελαχιστοποίηση του ολοκληρώµατος (9.35), ως προς τη

συνάρτηση δ(x) = I[c1,c2](x), υπό τον περιορισµό (9.34). Η λύση αυ-

τού του προβλήµατος ελαχιστοποίησης δίνεται από τη συνάρτηση δ∗(x) =

I{x:f1(x)6κf2(x)}(x) της Πρότασης 9.4.1 µε f1(x) = 1
x2 και f2(x) = f(x)

εφ’ όσον το σύνολο {x : 1/x2 6 κf(x)} είναι διάστηµα της µορφής [c1, c2].

Πράγµατι, η σχέση 1
x2 6 κf(x) είναι ισοδύναµη µε την x2f(x) > 1

κ .

Αντικαθιστώντας f(x) = 1
Γ(n/2)2n/2 x

n/2−1e−x/2, προκύπτει η σχέση

xn/2+1e−x/2
> c (9.36)

όπου c = Γ(n/2)2n/2/κ. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η συνάρτηση xn/2+1e−x/2

είναι γνησίως αύξουσα στο (0, n+1] και γνησίως ϕθίνουσα στο [n+1,∞).



346 ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης

Εποµένως, η (9.36) είναι ισοδύναµη µε την c1 6 x 6 c2, όπου τα c1 και

c2 ικανοποιούν τη σχέση

c
n/2+1
1 e−c1/2 = c

n/2+1
2 e−c2/2(= c). (9.37)

(ϐλέπε Σχήµα 9.8.) Καταλήγουµε λοιπόν ότι δ∗ = I[c1,c2](x), άρα η συνάρ-

τηση ℓ∗ = 1
c1

− 1
c2

ελαχιστοποιείται όταν τα c1, c2 ικανοποιούν το σύστηµα

των εξισώσεων (9.33) και (9.37). Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι το σύστη-

µα αυτό έχει µία και µοναδική λύση. Για κάθε c1 ∈ (0, n + 1) υπάρχει

ακριβώς ένα c2 ∈ (n + 1,∞) ώστε να ισχύει η (9.37) και µάλιστα αυτό

το c2 είναι γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση του c1, ϐλέπε Σχήµα 9.8. Ως

εκ τούτου το ολοκλήρωµα
∫ c2
c1

f(x) dx είναι γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση

του c1. Επιπλέον είναι συνεχής µε σύνολο τιµών το [0, 1]. ΄Αρα για την

ενδιάµεση τιµή 1 − α ∈ [0, 1] υπάρχει ακριβώς ένα c1 ∈ (0, n + 1) µε

αντίστοιχο c2 από την (9.37) ώστε
∫ c2
c1

f(x) dx = 1 − α. Το σύστηµα των

(9.33) και (9.37) µπορεί να λυθεί µόνον µε αριθµητικές µεθόδους. Η λύση

του καθορίζει τα c1, c2 και εν συνεχεία το ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το

σ2. Τέλος αναφέρουµε ότι και τα δύο διαστήµατα έχουν την επιθυµητή

ιδιότητα να εξαρτώνται από τα δεδοµένα X
˜

µέσω της (ελάχιστης) επαρκούς

στατιστικής συνάρτησης
∑
i=1

n

(Xi − µ)2.

c

c1 n+1 c2 x

Σχήµα 9.8: Γραφική παράσταση της xn/2+1e−x/2.

Παρατήρηση 9.4.1. Από την (9.31) έχουµε

Pθ

((∑n
i=1(Xi − µ)2

c2

)1/2
≤ θ ≤

(∑n
i=1(Xi − µ)2

c1

)1/2)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ
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και εποµένως το διάστηµα

[√∑n
i=1(Xi − µ)2

c2
,

√∑n
i=1(Xi − µ)2

c1

]

είναι το ∆.Ε. για την τυπική απόκλιση θ µε σ.ε. 100(1−α)%. Το αντίστοιχο

διάστηµα ίσων ουρών είναι

[√∑n
i=1(Xi − µ)2

χ2
n,α/2

,

√∑n
i=1(Xi − µ)2

χ2
n,1−α/2

]
.

2η Περίπτωση: µ άγνωστο. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn), n ≥ 2, ένα

τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ, σ2) µε µ, σ2 άγνωστα,

θ = (µ, σ2) ∈ Θ = R× (0,∞).

Θεωρούµε τον (ΑΟΕ∆) εκτιµητή του σ2, S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2 και παϱα-

τηϱούµε ότι η τυχαία µεταβλητή

T =
(n− 1)S2

σ2
=

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2

έχει κατανοµή χ2
n−1 (ϐλέπε Πρόταση (1.8.6)), δηλαδή

T =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
∼ χ2

n−1.

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T είναι ποσότητα οδηγός αφού η κατανοµή της

προφανώς δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο σ2. Εποµένως υ-

πάρχουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από την κατανοµή χ2
n−1 και το

α, 0 < α < 1, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

(
c1 ≤

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

(∑n
i=1(Xi − X̄)2

c2
≤ σ2 ≤

∑n
i=1(Xi − X̄)2

c1

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ.
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Εποµένως το διάστηµα [
∑n

i=1(Xi−X̄)2/c2,
∑n

i=1(Xi−X̄)2/c1] είναι ∆.Ε.

για το σ2 µε σ.ε. 100(1 − α)%. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως

στην προηγούµενη περίπτωση (µε µ γνωστό) ϐρίσκουµε ότι το ∆.Ε. ίσων

ουρών για το σ2 είναι

[∑n
i=1(Xi − X̄)2

χ2
n−1,α/2

,

∑n
i=1(Xi − X̄)2

χ2
n−1,1−α/2

]
,

ενώ το ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το σ2 αντιστοιχεί σε c1 < c2 που ικανο-

ποιούν τις συνθήκες

c
n−1
2

+1
1 e−c1/2 = c

n−1
2

+1
2 e−c2/2

και
∫ c2

c1

1

Γ(n−1
2 )2

n−1
2

x
n−1
2

−1e−x/2 dx = 1− α.

Το παραπάνω σύστηµα ως προς c1, c2 µπορεί να λυθεί µόνον µε αριθµητι-

κές µεθόδους. Σηµειώνεται ξανά ότι και τα δύο ∆.Ε. έχουν την επιθυµητή

ιδιότητα να χρησιµοποιούν την (ελάχιστη) επαρκή στατιστική συνάρτηση

(X̄, S2).

Παρατήρηση 9.4.2. ΄Οπως στην περίπτωση µε µ γνωστό, το διάστηµα

[√∑n
i=1(Xi − X̄)2

χ2
n−1,α/2

,

√∑n
i=1(Xi − X̄)2

χ2
n−1,1−α/2

]

είναι ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)%.

Παράδειγµα 9.4.3. ΄Ενα τυχαίο δείγµα 13 παρατηρήσεων από την κανο-

νική κατανοµή N (µ, σ2) έδωσε
∑
i=1

13

(Xi−X̄)2 = 128.41. Θα υπολογίσουµε

∆.Ε. ίσων ουρών για τα σ2 και σ µε σ.ε. 90%.

΄Εχουµε 1− α = 0.90 οπότε α = 0.1. Από πίνακες της κατανοµής χ2 ϐρί-

σκουµε χ2
n−1,α/2 = χ2

12,0.05 = 21.030 και χ2
n−1,1−α/2 = χ2

12,0.95 = 5.226

(σε προσέγγιση χιλιοστού). Εποµένως το ∆.Ε. ίσων ουρών για το σ2 είναι

[128.41
21.03

,
128.41

5.226

]
= [6.11, 24, 57]
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και για το σ είναι

[√
6.11,

√
24.57

]
= [2.47, 4.96].

9.4.2 ∆ύο κανονικοί πληθυσµοί

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των µέσων τιµών

1η Περίπτωση: σ2

1
, σ2

2
γνωστά. ΄Εστω X

˜
= (X1, . . . ,Xn1) ένα τυχαίο

δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ1, σ
2
1) και Y

˜
= (Y1, . . . , Yn2) ένα

τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ2, σ
2
2). Υποθέτουµε ότι τα

δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα και ϑέτουµε X̄ = 1
n1

∑
i=1

n1

Xi, Ȳ = 1
n2

∑
i=1

n2

Yi.

Τα µ1, µ2 είναι άγνωστα και τα σ2
1, σ

2
2 γνωστά. Από τις Προτάσεις 1.8.6(1)

και 1.8.5(4) προκύπτει ότι η στατιστική συνάρτηση (και εκτιµητής του

µ1 − µ2) X̄ − Ȳ έχει κατανοµή N (µ1 − µ2,
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
). Τότε η τυχαία

µεταβλητή

T =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

(9.38)

έχει κατανοµή N (0, 1), δηλαδή

T =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1)

και εποµένως είναι ποσόστητα οδηγός αφού η κατανοµή της προφανώς δεν

εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ = (µ1, µ2) ∈ Θ = R × R. ΄Αρα

υπάρχουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από την κατανοµή N (0, 1) και

το α, 0 < α < 1, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ (9.39)

ή

Pθ

(
c1 ≤

X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ
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ή

Pθ

(
X̄ − Ȳ − c2

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
≤ µ1 − µ2 ≤ X̄ − Ȳ − c1

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)

= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.40)

Εποµένως το διάστηµα
[
X̄ − Ȳ − c2

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
, X̄ − Ȳ − c1

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

]

είναι ∆.Ε. για το µ1−µ2 µε σ.ε. 100(1−α)%. ΄Οπως και σε προηγούµενες

περιπτώσεις είναι προφανές ότι υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη (c1, c2) που ικα-

νοποιούν την (9.39) και άρα την (9.40). Κάθε τέτοιο Ϲεύγος ικανοποιεί την

σχέση

Φ(c1) + 1− Φ(c2) = α,

όπου Φ είναι η συνάρτηση κατανοµής της N (0, 1). Ειδικά, για Φ(c1) =

α/2 = 1 − Φ(c2) προκύπτει διάστηµα ίσων ουρών µε συµµετρικά γύρω

από το µηδέν c1, c2, όπου c1 = −zα/2, c2 = zα/2. Το διάστηµα αυτό είναι

[
X̄ − Ȳ − zα/2

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
, X̄ − Ȳ + zα/2

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

]
.

Λόγω της συµµετρίας της N (0, 1) µπορεί ακόµη να δειχθεί ότι το διάστηµα

αυτό είναι και διάστηµα εµπιστοσύνης ελαχίστου µήκους για το µ1 − µ2.

Επιπλέον, ϐασίζεται στην (ελάχιστη) επαρκή στατιστική συνάρτηση (X̄, Ȳ ).

Παράδειγµα 9.4.4. ΄Ενα τυχαίο δείγµα 15 παρατηρήσεων από την κατα-

νοµή N (µ1, 60) έδωσε X̄ = 70.1 και ένα άλλο ανεξάρτητο από αυτό µε 8

παρατηρήσεις από την κατανοµή N (µ2, 40) έδωσε Ȳ = 75.3. Θα ϐρούµε

ένα ∆.Ε. µε σ.ε. 90% για τη διαφορά µ1 − µ2.

΄Εχουµε 1 − α = 0.90, οπότε α = 0.10. Από πίνακες της κατανοµής

N (0, 1) προκύπτει zα/2 = z0.05 = 1.645. Εποµένως το ∆.Ε. για το µ1 − µ2

είναι

[
70.1− 75.3 − 1.645 ×

√
60

15
+

40

8
, 70.1 − 75.3 + 1.645 ×

√
60

15
+

40

8

]

= [−10.135, −0.265].
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2η Περίπτωση: σ2

1
= σ2

2
= σ2 µε σ2 άγνωστο. ΄ΕστωX

˜
= (X1, . . . ,Xn1),

n1 ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµήN (µ1, σ
2) και Y

˜
= (Y1, . . . , Yn2),

n2 ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή N (µ2, σ
2). Υποθέτουµε ότι

τα δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα, τα µ1, µ2, σ2 είναι άγνωστα και ϑέ-

τουµε θ = (µ1, µ2, σ
2) ∈ R

2 × (0,∞). ΄Εστω ακόµη X̄ = 1
n1

∑
i=1

n1

Xi,

Ȳ = 1
n2

∑
i=1

n2

Yi, S
2
1 = 1

n1−1

∑
i=1

n1

(Xi − X̄)2, S2
2 = 1

n2−1

∑
i=1

n2

(Yi − Ȳ )2. Ε-

κτιµούµε, για λόγους που ϑα γίνουν κατανοητοί στη συνέχεια, την κοινή

διασπορά σ2. Από την Πρόταση 1.8.6 έχουµε ότι

(n1 − 1)S2
1

σ2
=

∑n1
i=1(Xi − X̄)2

σ2
∼ χ2

n1−1

και

(n2 − 1)S2
2

σ2
=

∑n2
i=1(Yi − Ȳ )2

σ2
∼ χ2

n2−1.

Εποµένως

Eθ

[
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

σ2

]
= n1 + n2 − 2,∀ θ ∈ Θ

και συνεπώς

Eθ

[
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2

]
= σ2,∀ θ ∈ Θ

δηλαδή η στατιστική συνάρτηση S2
p =

(n1−1)S2
1+(n2−1)S2

2
n1+n2−2 είναι αµερόλη-

πτος εκτιµητής του σ2. Επιπλέον, λόγω ανεξαρτησίας των δύο τυχαίων

δειγµάτων, από την Πρόταση 1.8.5(6) προκύπτει ότι

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

σ2
∼ χ2

n1+n2−2.

΄Εστω τώρα η τυχαία µεταβλητή

T =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)

Sp

√
1
n1

+ 1
n2

(9.41)
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που µπορεί να ϑεωρηθεί ότι προκύπτει από την (9.38) εάν ϑέσουµε σ2
1 =

σ2
2 = σ2 και εν συνεχεία αντικαταστήσουµε το σ2 (που είναι άγνωστο) µε

τον εκτιµητή του S2
p . Γράφοντας την τυχαία µεταβλητή T στη µορφή

T =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

S2
p

σ2

√
σ2

n1
+ σ2

n2

παρατηρούµε ότι

Z =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2

n1
+ σ2

n2

∼ N (0, 1),

Y =
S2
p

σ2
∼ χ2

n1+n2−2

n1 + n2 − 2

και οι τυχαίες µεταβλητέςZ, Y είναι ανεξάρτητες (ϐλέπε Πρόταση 1.8.6(3)).

΄Αρα η τυχαία µεταβλητή T στην (9.41) έχει κατανοµή tn1+n2−2, δηλαδή

T =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)

Sp

√
1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2

και εποµένως είναι ποσότητα οδηγός αφού η κατανοµή της προφανώς δεν

εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ = (µ1, µ2, σ
2). ΄Αρα υπάρχουν

σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από την κατανοµή tn1+n2−2 και το α,

0 < α < 1, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ (9.42)

ή

Pθ

(
c1 ≤

X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)

Sp

√
1
n1

+ 1
n2

≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

(
X̄ − Ȳ − c2Sp

√
1
n1

+ 1
n2

≤ µ1 − µ2 ≤ X̄ − Ȳ − c1Sp

√
1
n1

+ 1
n2

)

= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.43)
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΄Οπως και σε προηγούµενες περιπτώσεις είναι προφανές ότι υπάρχουν

άπειρα Ϲεύγη (c1, c2) που ικανοποιούν την (9.42), άρα και την (9.43).

Κάθε τέτοιο Ϲεύγος ικανοποιεί τη σχέση

F (c1) + 1− F (c2) = α, ∀ θ ∈ Θ

όπου F είναι η συνάρτηση κατανοµής της tn1+n2−2. Ειδικά, για F (c1) =

1 − F (c2) = α/2 προκύπτει διάστηµα ίσων ουρών µε συµµετρικά γύρω

από το µηδέν c1, c2, όπου c1 = −tn1+n2−2,α/2 και c2 = tn1+n2−2,α/2. Το

διάστηµα αυτό είναι

[
X̄ − Ȳ − tn1+n2−2, α/2Sp

√
1
n1

+ 1
n2
, X̄− Ȳ + tn1+n2−2, α/2Sp

√
1
n1

+ 1
n2

]
.

Λόγω συµµετρίας της tn1+n2−2,α/2 µπορεί ακόµη να δειχθεί ότι το διά-

στηµα αυτό είναι και διάστηµα εµπιστοσύνης ελαχίστου µήκους για το

µ1 − µ2. Επιπλέον, ϐασίζεται στην (ελάχιστη) επαρκή στατιστική συνάρ-

τηση (X̄, Ȳ , S2
p).

3η Περίπτωση: σ2

1
, σ2

2
άγνωστα (και διάφορα µεταξύ των). Στην

περίπτωση αυτή δεν είναι δυνατόν να ϐρεθεί κατάλληλη ποσότητα οδηγός,

εκτός αν ο λόγος σ2
1/σ

2
2 είναι γνωστός (΄Ασκηση 9.13). ΄Ενα ασυµπτωτικό

διάστηµα εµπιστοσύνης για το µ1 − µ2 δίνεται στην επόµενη ενότητα.

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το λόγο των διασπορών

Υπενθυµίζουµε αρχικά τον ορισµό της κατανοµής F µε n και m ϐαθµούς

ελευθερίας, που δόθηκε στην Ενότητα 1.6.2 και την Πρόταση 1.8.5, η

οποία ϑα χρησιµοποιηθεί στην κατασκευή του ∆.Ε..

Ορισµός 9.4.2. ΄Εστω X µία τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή χ2
n και Y µία

τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή χ2
m . Εάν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y

είναι ανεξάρτητες, τότε η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής

T =
X/n

Y/m
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ονοµάζεται κατανοµή F µε n και m ϐαθµούς ελευθερίας. Συµβολικά γρά-

ϕουµε T ∼ Fn,m, ή ακόµη Fn,m =
χ2
n/n

χ2
m/m

.

Αναφέρουµε ότι η ονοµασία και ο συµβολισµός F προτάθηκε από τον

(Αµερικανό) Στατιστικό G. Snedecor προς τιµήν (του ΄Αγγλου) στατιστικού

Fisher (F από το Fisher). Μπορεί να δειχθεί ότι η πυκνότητα της κατανο-

µής Fn,m είναι

f(t) =
Γ(n+m

2 )( n
m )n/2 tn/2−1

Γ(n2 )Γ(
m
2 )(1 +

n
m t)

n+m
2

, t > 0.

Μερικές ϐασικές ιδιότητες της κατανοµής Fn,m είναι οι εξής.

1. Εάν T ∼ Fn,m τότε
1

T
∼ Fm,n. Συµβολικά

1

Fm,n
∼ Fn,m.

2. Εάν T ∼ tm τότε T 2 ∼ F1,m (σχέση των κατανοµών t, F ).

3. Εάν T ∼ Fn,m τότε ET =
m

m− 2
, m ≥ 3.

4. Εάν T ∼ Fn,m τότε VarT =
2m2(n+m− 2)

n(m− 2)2(m− 4)
, m ≥ 5.

1η Περίπτωση: µ1, µ2 άγνωστα. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn1), n1 ≥
2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή N (µ1, σ

2
1) και Y

˜
=

(Y1, . . . , Yn2), n2 ≥ 2, ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή

N (µ2, σ
2
2). Υποθέτουµε ότι τα δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα, τα µ1, µ2,

σ2
1, σ2

2 είναι άγνωστα και ϑέτουµε θ = (µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2) ∈ R

2 × (0,∞)2.

΄Εστω ακόµη X̄ = 1
n1

∑
i=1

n1

Xi, Ȳ = 1
n2

∑
i=1

n2

Yi, S
2
1 = 1

n1−1

∑
i=1

n1

(Xi−X̄)2, S2
2 =

1
n2−1

∑
i=1

n2

(Yi− Ȳ )2. Θεωρούµε την στατιστική συνάρτηση (και εκτιµητή του

σ2
1/σ

2
2 ) S2

1/S
2
2 και παρατηρούµε ότι η τυχαία µεταβλητή

T =
σ2
2

σ2
1

S2
1

S2
2

έχει κατανοµή Fn1−1, n2−1 αφού λόγω της Πρότασης 1.8.6(3)

∑n1
i=1(Xi − X̄)2

σ2
1

∼ χ2
n1−1,

∑n2
i=1(Yi − Ȳ )2

σ2
2

∼ χ2
n2−1
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και οι δύο αυτές στατιστικές συναρτήσεις είναι ανεξάρτητες. Εποµένως,

T =
σ2
2

σ2
1

S2
1

S2
2

∼ Fn1−1,n2−1,

δηλαδή η τυχαία µεταβλητή T είναι ποσότητα οδηγός αφού προφανώς η

κατανοµή της δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ = (µ1, µ2, σ
2
1 ,

σ2
2). ΄Αρα, υπάρχουν σταθερές c1 < c2 που εξαρτώνται από την κατανοµή

Fn1−1,n2−1 και το α, 0 < α < 1, έτσι ώστε

Pθ

(
c1 ≤ T ≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ (9.44)

ή

Pθ

(
c1 ≤

σ2
2

σ2
1

S2
1

S2
2

≤ c2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ

ή

Pθ

( 1

c2

S2
1

S2
2

≤ σ2
1

σ2
2

≤ 1

c1

S2
1

S2
2

)
= 1− α, ∀ θ ∈ Θ. (9.45)

΄Οπως σε προηγούµενες περιπτώσεις, υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη (c1, c2) που

ικανοποιούν την (9.44), άρα και την (9.45). Κάθε τέτοιο Ϲεύγος ικανοποιεί

τη σχέση

F (c1) + 1− F (c2) = α, ∀ θ ∈ Θ

όπου F είναι η συνάρτηση κατανοµής της Fn1−1,n2−1 και καθορίζει ένα

∆.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 µε σ.ε. 100(1 − α)%. Ειδικά για F (c1) = α/2 =

1 − F (c2) προκύπτει διάστηµα εµπιστοσύνης ίσων ουρών. Θέτοντας (για

λόγους συµβολισµού) Fn1−1,n2−1, α/2 = F−1(1 − α/2), δηλαδή ορίζοντας

το σηµείο Fn1−1,n2−1, α/2 από τη σχέση

P
(
Fn1−1,n2−1 > Fn1−1,n2−1, α/2

)
= α/2,

έχουµε c1 = Fn1−1,n2−1, 1−α/2, c2 = Fn1−1,n2−1, α/2, οπότε το ∆.Ε. ίσων

ουρών για το σ2
1/σ

2
2 είναι

[
1

Fn1−1,n2−1, α/2

S2
1

S2
2

,
1

Fn1−1,n2−1, 1−α/2

S2
1

S2
2

]
.
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Μπορούµε ακόµη να αναζητήσουµε τα c1, c2 που αντιστοιχούν σε ∆.Ε.

ελαχίστου µήκους. Σηµειώνουµε ότι αυτά τα c1, c2 µπορούν να υπολογι-

σθούν µόνον µε αριθµητικές µεθόδους. Αναφέρουµε ακόµη ότι και τα δύο

διαστήµατα έχουν την επιθυµητή ιδιότητα να ϐασίζονται στην (ελάχιστη)

επαρκή στατιστική συνάρτηση (X̄, Ȳ , S2
1 , S

2
2).

2η Περίπτωση: µ1, µ2 γνωστά. Στην περίπτωση αυτή ένα ∆.Ε. για το

σ2
1/σ

2
2 µπορεί να κατασκευασθεί χρησιµοποιώντας ως ποσότητα οδηγό τη

τυχαία µεταβλητή

T =
σ2
2

σ2
1

σ̂2
1

σ̂2
2

,

όπου σ̂2
1 = 1

n1

∑n1
i=1(Xi − µ1)

2, σ̂2
2 = 1

n2

∑n2
i=1(Xi − µ2)

2 είναι εκτιµητές

των σ2
1 και σ2

2 αντίστοιχα. Η τυχαία µεταβλητή T έχει κατανοµή Fn1,n2

και µε παρόµοιο τρόπο όπως παραπάνω το ∆.Ε. ίσων ουρών για το σ2
1/σ

2
2

είναι [
1

Fn1,n2, α/2

σ̂2
1

σ̂2
2

,
1

Fn1,n2, 1−α/2

σ̂2
1

σ̂2
2

]
.

3η Περίπτωση: µ1 γνωστό, µ2 άγνωστο. (ϐλέπε ΄Ασκηση 9.11.)

4η Περίπτωση: µ1 άγνωστο, µ2 γνωστό. (ϐλέπε ΄Ασκηση 9.12.)

9.5 Ασυµπτωτικά διαστήµατα εµπιστοσύνης

9.5.1 Ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης για τη µέση τιµή

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από µία κατανοµή µε άγνω-

στη µέση τιµή µ και άγνωστη διασπορά σ2. Θα κατασκευάσουµε ένα

ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης (Α.∆.Ε.) για το µ. Το διάστηµα αυτό

χρησιµεύει ειδικά στην περίπτωση που η κατανοµή των δεδοµένων είναι

άγνωστη. Θέτουµε X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi και S2 = 1
n−1

∑
i=1

n

(Xi − X̄)2. Τότε από το

Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, Θεώρηµα 1.10.3, έχουµε ότι η κατανοµή της

τυχαίας µεταβλητής
√
n(X̄−µ)/σ είναι κατά προσέγγιση (για n «µεγάλο»)

κανονική N (0, 1). Επιπλέον, η δειγµατική διασπορά S2 είναι (ασθενώς)
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συνεπής εκτιµητής του σ2, δηλαδή S2 P−→ σ2. ΄Αρα από το Θεώρηµα Slu-

tsky, Θεώρηµα 1.10.6(ii), προκύπτει ότι
√
n(X̄ −µ)/S

L−→ N (0, 1). Αυτό

σηµαίνει ότι

lim
n→∞

P
(√n(X̄ − µ)

S
≤ x

)
−→ P(Z ≤ x), ∀ x ∈ R,

όπου Z είναι τυχαία µεταβλητή µε κανονική κατανοµή N (0, 1).

Για την κατασκευή του Α.∆.Ε. για το µ µε σ.ε. 100(1−α)%, εργαζόµαστε

ως εξής. Από τον ορισµό του σηµείου zα/2 έχουµε

P(−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = P(Z ≤ zα/2)− P(Z ≤ −zα/2) = 1− α,

οπότε

lim
n→∞

P

(
− zα/2 ≤

√
n(X̄ − µ)

S
≤ zα/2

)

= lim
n→∞

{
P

(√n(X̄ − µ)

S
≤ zα/2

)
− P

(√n(X̄ − µ)

S
≤ −zα/2

)}

= P(Z ≤ zα/2)− P(Z ≤ −zα/2) = 1− α.

Εποµένως, λύνοντας ως προς µ,

lim
n→∞

P

(
X̄ − zα/2

S√
n
≤ µ ≤ X̄ + zα/2

S√
n

)
= 1− α

δηλαδή το διάστηµα

[
X̄ − zα/2

S√
n
, X̄ + zα/2

S√
n

]

είναι ένα Α.∆.Ε. για το µ µε συντελεστή εµπιστοσύνης 100(1 − α)%.

9.5.2 Ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά

δύο µέσων τιµών

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn1) ένα τυχαίο δείγµα από µία κατανοµή µε ά-

γνωστη µέση τιµή µ1 και άγνωστη διασπορά σ2
1. ΄Εστω ακόµη Y

˜
=

(Y1, . . . , Yn2) ένα τυχαίο δείγµα από µία άλλη κατανοµή µε άγνωστη
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µέση τιµή µ2 και άγνωστη διασπορά σ2
2. Τα δύο δείγµατα είναι ανε-

ξάρτητα. Θα κατασκευάσουµε ένα Α.∆.Ε. για τη διαφορά µ1 − µ2. Το

διάστηµα αυτό χρησιµεύει ειδικά στην περίπτωση που οι κατανοµές των

δεδοµένων είναι άγνωστες. Θέτουµε X̄ = 1
n1

∑
i=1

n1

Xi, Ȳ = 1
n2

∑
i=1

n2

Yi,

S2
1 = 1

n1−1

∑
i=1

n1

(Xi − X̄)2, S2
2 = 1

n2−1

∑
i=1

n2

(Yi − Ȳ )2 .

Από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα και λόγω της ανεξαρησίας των δύο

δειγµάτων έχουµε ότι καθώς n1, n2 → ∞

X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

L−→ N (0, 1).

Επιπλέον, επειδή οι δειγµατικές διασπορές S2
1 , S2

2 είναι (ασθενώς) συνε-

πείς εκτιµητές των σ2
1, σ2

2, από το Θεώρηµα Slutsky, Θεώρηµα 1.10.6(ii)

προκύπτει ότι

T =
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

L−→ N (0, 1).

Αυτό σηµαίνει ότι

lim
n1→∞
n2→∞

P(T ≤ x) = P(Z ≤ x), ∀ x ∈ R,

όπου Z είναι τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή N (0, 1). Ακολουθώντας την

ίδια µεθοδολογία όπως στην προηγούµενη παράγραφο, καταλήγουµε ότι

το διάστηµα

[
X̄ − Ȳ − zα/2

√
S2
1

n1
+

S2
2

n2
, X̄ − Ȳ + zα/2

√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

]
.

είναι Α.∆.Ε. για το µ1 − µ2 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 100(1 − α)%.

9.5.3 Ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης για ποσοστό

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli

B(1, p). Θα κατασκευάσουµε ένα Α.∆.Ε. για το p. Θέτουµε X̄ = 1
n

∑
i=1

n

Xi
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(που είναι εκτιµητής του p). Από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, Θεώρηµα

1.10.3, προκύπτει ότι
X̄ − p√
p(1−p)

n

L−→ N (0, 1).

Αυτό σηµαίνει ότι

lim
n→∞

P

(
X̄ − p√
p(1−p)

n

≤ x

)
= P(Z ≤ x), ∀ x ∈ R,

όπου Z είναι τυχαία µεταβλητή µε κατανοµή N (0, 1).

Για την κατασκευή του Α.∆.Ε. για το p µε συντελεστή εµπιστοσύνης

100(1 − α)% εργαζόµαστε ως εξής : από τον ορισµό του σηµείου zα/2

έχουµε

P(−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = P(Z ≤ zα/2)− P(Z ≤ −zα/2) = 1− α.

Εποµένως,

lim
n→∞

P

(
− zα/2 ≤ X̄ − p√

p(1−p)
n

≤ zα/2

)

= lim
n→∞

{
P

(
X̄ − p√
p(1−p)

n

≤ zα/2

)
− P

(
X̄ − p√
p(1−p)

n

≤ −zα/2

)}

= P(Z ≤ zα/2)− P(Z ≤ −zα/2) = 1− α.

΄Αρα,

lim
n→∞

P

(
− zα/2 ≤

X̄ − p√
p(1−p)

n

≤ zα/2

)
= 1− α. (9.46)

Επιλύουµε τώρα τη διπλή ανισότητα ως προς p. ΄Εχουµε

− zα/2 ≤ X̄ − p√
p(1−p)

n

≤ zα/2 ⇐⇒ n(X̄ − p)2

p(1− p)
≤ z2α/2

⇐⇒ (n + z2α/2)p
2 − (z2α/2 + 2nX̄)p+ nX̄2 ≤ 0 ⇐⇒ p1 ≤ p ≤ p2,
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όπου p1, p2 είναι οι ϱίζες του τριωνύµου ως προς p. ΄Αρα,

p1,2 =
nX̄

n+ z2α/2
+

z2α/2 ± zα/2
√

z2α/2 + 4nX̄(1− X̄)

2(n + z2α/2)
,

οπότε η (9.46) γίνεται limn→∞ P(p1 ≤ p ≤ p2) = 1 − α. ΄Αρα, για n

«µεγάλο» έχουµε

P(p1 ≤ p ≤ p2) ≈ 1− α

και συνεπώς το διάστηµα [p1, p2] είναι Α.∆.Ε. για το p µε συντελεστή εµπι-

στοσύνης 100(1 − α)%. Για «µεγάλες» τιµές του n οι ϱίζες p1, p2 µπορούν

να προσεγγισθούν από τις τιµές X̄ ± zα/2

√
X̄(1−X̄)

n , οπότε το Α.∆.Ε. για

το p γίνεται

[
X̄ − zα/2

√
X̄(1− X̄)

n
, X̄ + zα/2

√
X̄(1− X̄)

n

]
(9.47)

΄Ενας άλλος τρόπος να καταλήξουµε στο Α.∆.Ε. για το p είναι ο εξής : η

τυχαία µεταβλητή
X̄ − p√
X̄(1−X̄)

n

,

που προκύπτει από την
X̄ − p√
p(1−p)

n

,

αντικαθιστώντας το p µε τον συνεπή εκτιµητή του X̄, έχει κατά προσέγγιση

κανονική κατανοµή N (0, 1). ΄Αρα, για n «µεγάλο» έχουµε

P

(
− zα/2 ≤

X̄ − p√
X̄(1−X̄)

n

≤ zα/2

)
≈ P(−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = 1− α.

Εποµένως,

P

(
X̄ − zα/2

√
X̄(1− X̄)

n
≤ p ≤ X̄ + zα/2

√
X̄(1− X̄)

n

)
≈ 1− α,

δηλαδή το Α.∆.Ε. στην (9.47).
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Παράδειγµα 9.5.1. 32 άτοµα από ένα τυχαίο δείγµα 112 ψηφοφόρων

απάντησαν ϑετικά στο ερώτηµα εάν ϑα ψηφίσουν υπέρ κάποιου κόµµατος.

Θα υπολογίσουµε ένα ασυµπτωτικό Α.∆.Ε. για το ποσοστό p του κόµµατος

µε σ.ε. 95%.

΄Εχουµε p̂ = x̄ = 32
112 = 0.286 και 1 − α = 0.95, οπότε α = 0.05 και

zα/2 = z0.05 = 1.96. ΄Αρα ένα ∆.Ε. για το p µε σ.ε. κατά προσέγγιση 95%

είναι

[
0.286− 1.96

√
(0.286)(1 − 0.286)

112
, 0.286 + 1.96

√
(0.286)(1 − 0.286)

112

]

= [0.286 − 0.084, 0.286 + 0.084] = [0.202, 0.370].

Το διάστηµα µπορεί να γραφεί στη συµβολική µορφή 0.286 ± 0.084 που

δηλώνει ότι η εκτίµηση του p είναι 0.286 µε µέγιστο σφάλµα, κατ΄ εκτίµηση

και υπό το πρίσµα της Παρατήρησης 9.1.1, 0.084. Για τα συγκεκριµένα

δεδοµένα, αναφέρουµε ότι το εύρος του διαστήµατος είναι αρκετά µεγάλο,

ενώ ϑα µπορούσε να ϐελτιωθεί παίρνοντας µεγαλύτερο δείγµα.

9.5.4 Ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά

δύο ποσοστών

΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn1) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoul-

li B(1, p1) και Y
˜

= (Y1, . . . , Yn2) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Bernoulli B(1, p2). Τα δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα. Θα κατασκευά-

σουµε ένα Α.∆.Ε. για τη διαφορά p1 − p2. Θέτουµε p̂1 = X̄ = 1
n1

∑
i=1

n1

Xi,

p̂2 = Ȳ = 1
n2

∑
i=1

n2

Yi. Τα p̂1, p̂2 είναι εκτιµητές των p1, p2 αντίστοιχα. Α-

πό το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα προκύπτει ότι η κατανοµή της τυχαίας

µεταβλητής

X̄ − p1√
p1(1−p1)

n1

είναι κατά προσέγγιση (n1 «µεγάλο») κανονική κατανοµή N (0, 1). Ι-

σοδύναµα, η κατανοµή του εκτιµητή p̂1 = X̄ είναι κατά προσέγγιση
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N
(
p1,

p1(1−p1)
n1

)
. Ανάλογα, η κατανοµή του εκτιµητή p̂2 = Ȳ είναι κατά

προσέγγιση (για n2 «µεγάλο») κανονική N
(
p2,

p2(1−p2)
n2

)
. Λόγω της ανε-

ξαρτησίας των δύο δειγµάτων, ο εκτιµητής του p1 − p2, p̂1 − p̂2, έχει κατά

προσέγγιση (για n1,n2 «µεγάλα») κανονική κατανοµή N
(
p1−p2,

p1(1−p1)
n1

+
p2(1−p2)

n2

)
. Εποµένως η τυχαία µεταβλητή

p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)√
p1(1−p1)

n1
+ p2(1−p2)

n2

έχει κατά προσέγγιση κατανοµή N (0, 1). Εάν τώρα αντικαταστήσουµε

στον παρονοµαστή του κλάσµατος τα p1, p2 µε τους συνεπείς εκτιµητές των

p̂1 και p̂2 αντίστοιχα, η κατανοµή του νέου κλάσµατος ϑα είναι επίσης κατά

προσέγγιση N (0, 1), λόγω του Θεωρήµατος Slutsky, Θεώρηµα 1.10.6(ii).

∆ηλαδή,

T =
p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

≈ Z ∼ N (0, 1).

Για την κατασκευή του Α.∆.Ε. για το p1 − p2 µε συντελεστή εµπιστοσύνης

100(1 − α)% εργαζόµαστε ως εξής : από τον ορισµό του σηµείου zα/2

έχουµε ότι για «µεγάλα» n1, n2

P
(
− zα/2 ≤ T ≤ zα/2

)
≈ P

(
− zα/2 ≤ Z ≤ zα/2

)
= 1− α

ή

P

(
− zα/2 ≤ p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

≤ zα/2

)
≈ 1− α

ή

P

(
p̂1 − p̂2 − zα/2

√
p̂1(1−p̂1)

n1
+ p̂2(1−p̂2)

n2

≤ p1 − p2 ≤

p̂1 − p̂2 + zα/2

√
p̂1(1−p̂1)

n1
+ p̂2(1−p̂2)

n2

)
≈ 1− α.
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΄Αρα, το διάστηµα

[
p̂1 − p̂2 − zα/2

√
p̂1(1−p̂1)

n1
+ p̂2(1−p̂2)

n2
, p̂1 − p̂2 + zα/2

√
p̂1(1−p̂1)

n1
+ p̂2(1−p̂2)

n2

]

είναι ένα Α.∆.Ε. για το p1 − p2 µε σ.ε. κατά προσέγγιση 100(1 − α)%.

Παράδειγµα 9.5.2. ∆ύο απορρυπαντικά δοκιµάστηκαν για την ικανότητα

τους να καθαρίζουν λεκέδες ενός ορισµένου τύπου. Το πρώτο αποδείχθηκε

αποτελεσµατικό σε 63 από 91 ανεξάρτητες δοκιµές και το δεύτερο σε 42

από 79 ανεξάρτητες δοκιµές. Θα κατασκευάσουµε ένα ∆.Ε. για τη διαφορά

p1 − p2 των ποσοστών αποτελεσµατικότητας των δύο απορρυπαντικών µε

σ.ε. κατά προσέγγιση 90%. Οι εκτιµητές των p1 και p2 είναι p̂1 = 63
91 =

0.692 και p̂2 = 42
79 = 0.532, αντίστοιχα. Επιπλέον έχουµε 1 − α = 0.90,

οπότε α = 0.10 και zα/2 = z0.05 = 1.645. ΄Αρα η εκτίµηση της διαφοράς

p1 − p2 είναι p̂1 − p̂2 = 0.692 − 0.532 = 0.160 µε Α.∆.Ε.

[
0.692 − 0.532 − 1.645

√
(0.692)(0.308)

91 + (0.532)(0.468)
79 ,

0.692 − 0.532 + 1.645

√
(0.692)(0.308)

91 + (0.532)(0.468)
79

]

= [0.038, 0.282].

ή σε συµβολική µορφή 0.160 ± 0.038. Επειδή το ∆.Ε. περιέχει µόνον

ϑετικές τιµές, η ένδειξη είναι ότι το πρώτο απορρυπαντικό είναι πιο απο-

τελεσµατικό από το δεύτερο.

9.6 Ασυµπτωτικά διαστήµατα εµπιστοσύνης και ε-

κτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας

΄Οπως είδαµε στην Ενότητα 7.2, στην περίπτωση τυχαίου δείγµατος και

υπό ορισµένες συνθήκες ο ε.µ.π. του θ, θ̂n, έχει, για «µεγάλο» n, κατά

προσέγγιση κανονική κατανοµή

θ̂n
Lθ≈ N (θ,

1

nI1(θ)
) (9.48)
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και είναι, τουλάχιστον, ασθενώς συνεπής εκτιµητής του θ, θ̂n
Pθ−→ θ. Ισο-

δύναµα, η παραπάνω προσέγγιση γράφεται

√
nI1(θ) (θ̂n − θ)

Lθ≈ Z, (9.49)

όπουZ είναι µια τυχαία µεταβλητή µε τυπική κανονική κατανοµήN (0, 1).

Θεωρώντας ότι η συνάρτηση I1(θ) είναι συνεχής, από την Πρόταση 1.10.5

έχουµε I1(θ̂n)
Pθ−→ I1 (θ) και εποµένως από το Θεώρηµα Slutsky (Θεώρη-

µα 1.10.6) και την (9.49) προκύπτει ότι

√
nI1(θ̂n) (θ̂n − θ)

Lθ≈ Z, (9.50)

Η (9.50) δηλώνει ότι η τυχαία µεταβλητή

√
nI1(θ̂n) (θ̂n − θ) είναι κατά

προσέγγιση ποσότητα οδηγός και εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί

για την κατασκευή ασυµπτωτικού διαστήµατος εµπιστοσύνης για το θ µε

σ.ε. 100(1 − α)%. Πράγµατι, από τον ορισµό του ποσοστιαίου σηµείου

zα/2 της N (0, 1) έχουµε

P
(
− zα/2 ≤ Z ≤ zα/2

)
= 1− α

και εποµένως, λόγω της (9.50)

P

(
−zα/2 ≤

√
nI1(θ̂n) (θ̂n−θ) ≤ zα/2

)
≈ P

(
−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2

)
= 1−α,

που συνεπάγεται ότι

P

(
θ̂n − 1√

nI1(θ̂n)
zα/2 ≤ θ ≤ θ̂n +

1√
nI1(θ̂n)

zα/2

)
≈ 1− α, ∀ θ ∈ Θ.

Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι το διάστηµα

[
θ̂n − 1√

nI1(θ̂n)
zα/2, θ̂n +

1√
nI1(θ̂n)

zα/2

]
(9.51)

ή συµβολικά

θ̂n ± 1√
nI1(θ̂n)

zα/2

είναι Α.∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)%.
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Παράδειγµα 9.6.1. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την

κατανοµή Poisson, P(θ), θ ∈ Θ = (0,∞). ΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα

7.1.3, µε πιθανότητα που τείνει στο 1, ο ε.µ.π. του θ είναι θ̂n = X̄.

Επιπλέον, I1(θ) =
1
θ (Παράδειγµα 5.2.10). ΄Αρα ένα Α.∆.Ε. για το θ είναι

[
X̄ −

√
X̄

n
zα/2, X̄ +

√
X̄

n
zα/2

]
.

�

Ανάλογα µε τα παραπάνω και χρησιµοποιώντας την Πρόταση 7.2.7,

µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα Α.∆.Ε. για την άγνωστη τιµή g(θ). Υπό

τις προϋποθέσεις της Πρότασης 7.2.7 έχουµε

√
n
(
g(θ̂n)− g(θ)

) Lθ≈ N
(
0,

[g′(θ)]2

I1(θ)

)
.

Εάν επιπλέον ϑεωρήσουµε ότι η συνάρτηση g′(θ) είναι συνεχής, τότε η

συνέπεια του ε.µ.π. θ̂n και το Θεώρηµα Slutsky εγγυώνται ότι

√
nI1(θ̂n)

|g′(θ̂n)|

(
g(θ̂n)− g(θ)

) Lθ≈ Z.

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, όπως προηγουµένως, κατασκευάζουµε

το διάστηµα

[
g(θ̂n)−

|g′(θ̂n)|√
nI1(θ̂n)

zα/2, g(θ̂n) +
|g′(θ̂n)|√
nI1(θ̂n)

zα/2

]
(9.52)

ή συµβολικά,

g(θ̂n)±
|g′(θ̂n)|√
nI1(θ̂n)

zα/2

που είναι Α.∆.Ε. για το g(θ) µε σ.ε. 100(1 − α)%. Υπό το πρίσµα της

Παρατήρησης 9.1.1, η ερµηνεία του είναι ότι ως εκτίµηση του g(θ) δίνεται

η ε.µ.π. g(θ̂n) και το µέγιστο σφάλµα αυτής της εκτίµησης είναι (κατ΄

εκτίµηση)
|g′(θ̂n)|√
nI1(θ̂n)

zα/2 µε ϐαθµό εµπιστοσύνης κατά προσέγγιση 100(1−
α)%.
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Το Α.∆.Ε. στη σχέση (9.52) έχει µία ϐέλτιστη ασυµπτωτική ιδιότητα που

σε αδρές γραµµές περιγράφουµε στη συνέχεια και η οποία πηγάζει από

την ιδιότητα του ε.µ.π. θ̂n να είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτος και ασυµ-

πτωτικά αποδοτικός εκτιµητής (Ενότητα 7.2) µε διασπορά κατά προσέγγι-

ση ίση προς Κ.Φ. C-R = 1
nI1(θ)

. ΄Εστω Tn ένας άλλος (ασθενώς) συνεπής

εκτιµητής του θ, και ασυµπτωτικά κανονικός, δηλαδή κατ΄ αντιστοιχία µε

την (9.48) ισχύει

Tn
Lθ≈ N

(
θ,

σ2(θ)

n

)
. (9.53)

Τότε αναµένουµε (και όντως ισχύει υπό ορισµένες συνθήκες) η ασυµπτω-

τική διασπορά του Tn,
σ2(θ)
n , να είναι µεγαλύτερη (ή έστω ίση) από το Κ.Φ.

C-R, δηλαδή

σ2(θ)

n
≥ 1

nI1(θ)
. (9.54)

Χρησιµοποιώντας τον εκτιµητή Tn και την (9.53) µπορούµε να κατασκευά-

σουµε το Α.∆.Ε για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)%

Tn ± |σ(Tn)|√
n

zα/2. (9.55)

Το µήκος αυτού του διαστήµατος είναι

2
|σ(Tn)|√

n
zα/2≈ 2

|σ(θ)|√
n

zα/2 (συνέπεια του Tn)

≥ 2√
nI1(θ)

zα/2 (λόγω της (9.55))

≈ 2√
nI1(θ̂n)

zα/2, (συνέπεια του θ̂n)

που είναι το µήκος του Α.∆.Ε. για το θ στη σχέση (9.51). Τελικά λοιπόν

αναµένουµε το Α.∆.Ε. που κατασκευάζεται χρησιµοποώντας τον ε.µ.π. του

θ να έχει µικρότερο µήκος από το Α.∆.Ε. που κατασκευάζεται χρησιµο-

ποιώντας οποιονδήποτε άλλο συνεπή και ασυµπτωτικά κανονικό εκτιµητή.

Η ιδιότητα αυτή σε ένα κάπως διαφορετικό πλαίσιο έχει δειχθεί από τον

Wilks (1938) και περιέχεται στους Stuart et al (2004, τόµος 2, σελ. 134-

135).
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9.7 Μπεϋζιανά ∆ιαστήµατα

Σε αυτήν την ενότητα, ϑα αναφερθούµε πολύ σύντοµα στην κατασκευή

διαστηµάτων για το θ ή το g(θ), που ϐασίζονται στην Μπεϋζιανή προ-

σέγγιση. ΄Οπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 8, σύµφωνα µε την Μπεϋζια-

νή αντίληψη, η άγνωστη παράµετρος θ είναι τυχαία µεταβλητή µε (εκ

των προτέρων) πυκνότητα π(θ), θ ∈ Θ, ενώ η πυκνότητα των δεδοµένων

X
˜

= (X1, . . . ,Xn), f(x
˜
; θ) παριστάνει την δεσµευµένη πυκνότητα του X

˜
δοθείσης της τιµής θ. Περαιτέρω, f(x

˜
) =

∫
Θ f(x

˜
; θ)π(θ) dθ (ή στη διακρι-

τή περίπτωση f(x
˜
) =

∑
θ∈Θ

f(x
˜
; θ)π(θ)) είναι η περιθώρια πυκνότητα του X

˜
και

π(θ | x
˜
) =

f(x
˜
; θ)π(θ)∫

Θ f(x
˜
; θ)π(θ) dθ

είναι η δεσµευµένη πυκνότητα του θ δοθέντος του x
˜

, που στην Μπεϋζια-

νή ορολογία (αλλά και γενικότερα) αναφέρεται, όπως είδαµε, ως εκ των

υστέρων πυκνότητα του θ. Υπενθυµίζουµε ότι η π(θ | x
˜
) περιέχει τις

επικαιροποιηµένες πληροφορίες για το θ, δηλαδή τις πληροφορίες που

παρέχουν τα δεδοµένα X
˜

σε συνδυασµό µε τις αρχικές που περιέχει η

π(θ).

Επειδή το θ είναι τυχαία µεταβλητή έχει έννοια να ϑεωρήσουµε πιθανοτι-

κές παραστάσεις, όπως P(α < θ < β) ή P(γ < g(θ) < δ), όπου τα α, β, γ, δ

είναι σταθερές µη εξαρτώµενες από τα δεδοµένα X
˜

ή σταθερές που εξαρτώ-

νται από την παρατηρηθείσα τιµή του X
˜

, x
˜

, ή ακόµη και συναρτήσεις του

X
˜

. Ανάλογα αυτές οι πιθανότητες µπορούν να υπολογιστούν ως προς την

π(θ) ή την π(θ | x
˜
) ή την από κοινού πυκνότητα των X

˜
και θ, f(x

˜
; θ)π(θ).

Στη συνέχεια, ϑα ασχοληθούµε µε διαστήµατα που κατασκευάζονται

χρησιµοποιώντας την εκ των υστέρων πυκνότητα π(θ | x
˜
). Εάν x

˜
είναι η

παρατηρηθείσα τιµή του X
˜

και α(x
˜
) ≤ β(x

˜
) είναι σταθερές εξαρτώµενες

από το x
˜

, το διάστηµα
[
α(x
˜
), β(x

˜
)
]

ονοµάζεται Μπεϋζιανό διάστηµα για

το g(θ) πιθανότητας 100(1 − α)% εάν

Pθ|x
˜

(
α(x
˜
) ≤ g(θ) ≤ β(x

˜
)
)
= 1− α, (9.56)

όπου η πιθανότητα υπολογίζεται ως προς θ µε πυκνότητα την π(θ | x
˜
).
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Σε αντίθεση µε τα διαστήµατα εµπιστοσύνης της κλασικής Στατιστικής, το

Μπεϋζιανό διάστηµα δεν έχει καµία δυσκολία να ερµηνευθεί : Η σχέση

(9.56) σηµαίνει ό,τι ακριβώς ϐλέπουµε, δηλαδή η πιθανότητα η τυχαία

µεταβλητή g(θ) να ϐρίσκεται µεταξύ α(x
˜
) και β(x

˜
) είναι 1− α. Λόγω της

διαφορετικής ερµηνείας του και προς διάκριση από το κλασικό διάστη-

µα εµπιστοσύνης, το
[
α(x
˜
) , β(x

˜
)
]

στην (9.56) αναφέρεται ως αξιόπιστο

διάστηµα (credible interval).

Παράδειγµα 9.7.1. (Κανονική κατανοµή µε γνωστή διασπορά – Μπε-

ϋζιανό διάστηµα για τη µέση τιµή) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο

δείγµα από την κανονική κατανοµή N (θ, 1), θ ∈ Θ = R. ΄Εστω ακόµη ότι

η εκ των προτέρων πυκνότητα του θ, π(θ), είναι τυπική κανονική N (0, 1).

Στο Παράδειγµα 8.1.4 είδαµε ότι η εκ των υστέρων πυκνότητα π(θ | x
˜
) εί-

ναι κανονική N
(∑xi

n+1 ,
1

n+1

)
. Θεωρώντας λοιπόν το θ ως τυχαία µεταβλητή

µε αυτήν την κατανοµή έχουµε ότι η

Z =
√
n+ 1


θ −

∑
i=1

n

xi

n+ 1




είναι τυπική κανονική N (0, 1). Εποµένως από τη σχέση P
(
− zα/2 ≤ Z ≤

zα/2
)
= 1− α διαδοχικά παίρνουµε

P
(
− zα/2 ≤

√
n+ 1


θ −

∑
i=1

n

xi

n+ 1


 ≤ zα/2

)
= 1− α,

P

( ∑
i=1

n

xi

n+ 1
− 1√

n+ 1
zα/2 ≤ θ ≤

∑
i=1

n

xi

n+ 1
+

1√
n+ 1

zα/2

)
= 1− α.

Σύµφωνα µε την (9.56), το Μπεϋζιανό διάστηµα για το θ πιθανότητας

100(1 − α)% είναι

[ ∑
i=1

n

xi

n+ 1
− 1√

n+ 1
zα/2 ,

∑
i=1

n

xi

n+ 1
+

1√
n+ 1

zα/2

]
. (9.57)

Συγκρίνοντας µε το κλασικό διάστηµα
[
X̄− 1√

n
zα/2 , X̄+ 1√

n
zα/2

]
, ϐλέπε

Ενότητα 9.4.1, παρατηρούµε ότι τα δύο διαστήµατα έχουν διαφορετικό
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µέσο (ένας Μπεϋζιανός Στατιστικός ϑα εκτιµούσε το θ µε

∑

i=1

n

xi

n+1 , ενώ έ-

νας κλασικός Στατιστικός ϑα χρησιµοποιούσε τον δειγµατικό µέσο x̄ ) και

ακόµη ότι το Μπεϋζιανό διάστηµα έχει µικρότερο µήκος, γεγονός ανα-

µενόµενο αφού η κατασκευή του ϐασίζεται όχι µόνον στα δεδοµένα αλλά

και στις πληροφορίες που παρέχει η εκ των προτέρων κατανοµή. Πάντως,

καθώς n → ∞, n + 1 ≈ n και τα δύο διαστήµατα σχεδόν συµπίπτουν, το

οποίο σηµαίνει ότι η επίδραση της π(θ) εξασθενεί όταν υπάρχει µεγάλος

αριθµός δεδοµένων. Στη ΄Ασκηση 9.16 Ϲητείται να δειχθεί ότι το ίδιο ϕαι-

νόµενο ισχύει και στην πιο γενική περίπτωση που η π(θ) είναι N (0, τ2),

τ > 0.

Το διάστηµα στην (9.57) έχει, επιπλέον, ελάχιστο µήκος µεταξύ (όλων) των

Μπεϋζιανών διαστηµάτων

[ ∑
i=1

n

xi

n+ 1
+

1√
n+ 1

c1 ,

∑
i=1

n

xi

n+ 1
+

1√
n+ 1

c2

]
,

όπου οι σταθερές c1 και c2 είναι τέτοιες ώστε P
(
c1 ≤ Z ≤ c2

)
= 1 − α.

Η απόδειξη αυτής της ϐέλτιστης ιδιότητας ϐασίζεται στην Πρόταση 9.4.1

και είναι ακριβώς η ίδια µε την αντίστοιχη του κλασικού διαστήµατος[
X̄ − 1√

n
zα/2 , X̄ + 1√

n
zα/2

]
.

Η επόµενη πρόταση αντιµετωπίζει γενικά το πρόβληµα κατασκευής

Μπεϋζιανού διαστήµατος ελαχίστου µήκους.

Πρόταση 9.7.1. ΄Εστω ότι η εκ των υστέρων πυκνότητα π(θ | x
˜
) είναι συνε-

χής ως συνάρτηση του θ και µονοκόρυφη (unimodal), δηλαδή αρχικά γνη-

σίως αύξουσα και µετά γνησίως ϕθίνουσα. Τότε το διάστηµα
[
α(x
˜
) , β(x

˜
)
]

όπου

∫ β(x
˜
)

α(x
˜
)
π(θ | x

˜
)dθ = 1− α και π(α(x

˜
) | x

˜
) = π(β(x

˜
) | x

˜
)

είναι Μπεϋζιανό διάστηµα ελαχίστου µήκους για το θ πιθανότητας 100(1 −
α)%.
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Απόδειξη. ΄Ενα Μπεϋζιανό διάστηµα για το θ πιθανότητας 100(1 − α)%

έχει τη µορφή
[
c1, c2

]
όπου

∫ c2
c1

π(θ | x
˜
)dθ = 1 − α ( και οι σταθερές c1,

c2 εξαρτώνται, εν γένει, από το x
˜

). Το µήκος του είναι

ℓ = c2 − c1 =

∫ c2

c1

I[c1,c2](θ)dθ =

∫ c2

c1

δ(θ)dθ,

όπου δ(θ) = I[c1,c2](θ). Σύµφωνα µε την Πρόταση 9.4.1, το ολοκλήρωµα

ℓ ελαχιστοποιείται ως προς δ(θ) υπό τον περιορισµό

∫ c2

c1

π(θ | x
˜
)dθ =

∫ ∞

−∞
δ(θ)π(θ | x

˜
)dθ = 1− α

όταν δ(θ) = I{
θ:1≤κπ(θ|x

˜
)
}(θ) = I{

θ:π(θ|x
˜
)≥c

}(θ). όπου c = 1
κ , εφόσον το

σύνολο
{
θ : π(θ | x

˜
) ≥ c

}
είναι διάστηµα της µορφής

[
c1, c2

]
. Πράγµατι,

επειδή η π(θ | x
˜
) είναι συνεχής και µονοκόρυφη, η σχέση π(θ | x

˜
) ≥ c

είναι ισοδύναµη µε την

c1 ≤ θ ≤ c2 µε π(c1 | x
˜
) = π(c2 | x

˜
)(= c).

Εποµένως, το µήκος ℓ = c2 − c1 ελαχιστοποιείται για c1 και c2 που ικα-

νοποιούν τις σχέσεις

∫ c2

c1

π(θ | x
˜
)dθ = 1− α και π(c1 | x

˜
) = π(c2 | x

˜
). (9.58)

Το σύστηµα των σχέσεων (9.58) έχει µοναδική λύση ως προς c1 και c2 (µε

το ίδιο σκεπτικό όπως αυτό της κατασκευής ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το

σ2 στην Ενότητα 9.4.1). Θέτουµε α(x
˜
) = c1, β(x

˜
) = c2 και η απόδειξη

είναι πλήρης.

Παρατήρηση 9.7.1. Επειδή τα σηµεία θ του
[
α(x
˜
) , β(x

˜
)
]

ικανοποιούν

τη σχέση π(θ | x
˜
) ≥ c, δηλαδή αποδίδουν «µεγάλη τιµή» στην εκ των

υστέρων πυκνότητα, δια τούτο το
[
α(x
˜
) , β(x

˜
)
]

αναφέρεται ως διάστηµα

µέγιστης εκ των υστέρων πυκνότητας (highest posterior density interval,

Casella and Berger, 2002, Παπαϊωάννου και Φερεντίνος, 2001).
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Παράδειγµα 9.7.2. (Κατανοµή Poisson – Μπεϋζιανό διάστηµα ελα-

χίστου µήκους για τη µέση τιµή) ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο

δείγµα από την κατανοµή Poisson, P(θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Στο Παράδειγ-

µα 8.1.3 είδαµε ότι χρησιµοποιώντας ως εκ των προτέρων κατανοµή την

Γάµµα G(α, β), η εκ των υστέρων πυκνότητα π(θ | x
˜
) είναι (επίσης) Γάµµα

G(∑
i=1

n

xi + α, 1
n+1/β ), δηλαδή

π(θ | x
˜
) =

1

Γ(α1)β
α1
1

θα1−1e−θ/β1 , θ > 0.

όπου α1 =
∑
i=1

n

xi + α, β1 = 1
n+1/β . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η π(θ | x

˜
)

είναι γνησίως αύξουσα στο (0,m) και γνησίως ϕθίνουσα στο (m,∞) όπου

m = (α1−1)β1. Εποµένως από την Πρόταση 9.7.1, το Μπεϋζιανό διάστη-

µα ελαχίστου µήκους για το θ πιθανότητας 100(1−α)% είναι
[
α(x
˜
) , β(x

˜
)
]

όπου c1 = α(x
˜
) και c2 = β(x

˜
) είναι η λύση του συστήµατος

cα1−1
1 e−c1/β1 = cα1−1

2 e−c2/β1 και

∫ c2

c1

1

Γ(α1)β
α1
1

θα1−1e−θ/β1dθ = 1−α

(η οποία µπορεί να ϐρεθεί µόνον αριθµητικά).

9.8 Ασκήσεις

9.1. ΄Εστω X µία παρατήρηση από την κατανοµή Βήτα

f(x; θ) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ > 0.

Να κατασκευαστεί ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)% .

(Υπόδειξη : ϐλέπε Παράδειγµα 9.2.1)

9.2. Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή του µεγέθους δείγµατος n έτσι ώστε το

90% ∆.Ε. για τη µέση τιµή θ της κανονικής κατανοµής N (θ, σ2) µε σ2

γνωστό να έχει µήκος το πολύ σ/5.

9.3. Να υπολογιστεί η πιθανότητα το διάστηµα X̄ ± 8.2/
√
n να περιέχει

τη µέση τιµή θ της κατανοµής N (θ, 25).
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9.4. ΄Εστω X µία παρατήρηση από την εκθετική κατανοµή E(θ). Να υ-

πολογιστεί η σταθερά κ ώστε το διάστηµα (0, κX) να είναι ∆.Ε. για το θ µε

σ.ε. 100(1 − α)%.

9.5. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κα-

τανοµή E(θ). Να δειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή T = 2
θ

∑n
i=1Xi είναι

ποσότητα οδηγός µε κατανοµή χ2
2n και να κατασκευαστούν τα ∆.Ε. ίσων

ουρών και ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − α)% χρησιµοποιώ-

ντας την T . Να υπολογιστεί το ∆.Ε. ίσων ουρών για n = 7, x̄ = 93.6,

α = 0.10.

9.6. Για να εξαχθούν συµπεράσµατα για το µέσο χρόνο Ϲωής ενός νέου

τύπου ηλεκτρικών λυχνιών, καταγράφηκαν οι χρόνοι Ϲωής σε ώρες ενός

τυχαίου δείγµατος 25 λυχνιών : 713, 721, 699, 701, 685, 711, 708, 720,

695, 687, 700, 712, 690, 697, 701, 705, 708, 715, 709, 725, 720, 730,

707, 691, 696. Να εκτιµηθεί ο µέσος χρόνος Ϲωής θ των λυχνιών και να

κατασκευαστεί ένα ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. κατά προσέγγιση 95%.

9.7. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(−θ, θ), θ ∈ Θ = (0,∞). Να κατασκευαστούν ∆.Ε. ίσων ουρών

και ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1− α)% χρησιµοποιώντας την

(ελάχιστη) επαρκή στατιστική συνάρτηση.

9.8. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

f(x; θ) =




e−(x−θ), x ≥ θ

0, διαφορετικά

µε θ ∈ Θ = R. Να δειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή T = X(1) − θ είναι

ποσότητα οδηγός και να κατασκευαστεί ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ

µε σ.ε. 100(1 − α)%.

9.9. ΄Ενα τυχαίο δείγµα 5 παρατηρήσεων από την κατανοµή N (µ1, σ
2
1)

έδωσε S2
1 = 1759 και ένα ανεξάρτητο προς αυτό τυχαίο δείγµα 7 παρατη-

ϱήσεων από την κατανοµή N (µ2, σ
2
2) έδωσε S2

2 = 2273. Να κατασκευαστεί
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ένα ∆.Ε. για το λόγο σ2
1/σ

2
2 µε σ.ε. 98%. Ακόµη να κατσκευαστεί ένα ∆.Ε.

για το σ1/σ2 µε το ίδιο σ.ε. (µ1, µ2 είναι άγνωστα).

9.10. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn1) ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατα-

νοµή E(θ1) και Y1, . . . , Yn2 ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή

E(θ2). Τα δύο δείγµατα είναι ανεξάρτητα. Να κατασκευαστεί ένα ∆.Ε. ίσων

ουρών για το λόγο θ1/θ2.

(Υπόδειξη : ϐλέπε ΄Ασκηση 9.5)

9.11. Να κατασκευαστεί ένα ∆.Ε. για το λόγο σ2
1/σ

2
2 των διασπορών δύ-

ο κανονικών κατανοµών N (µ1, σ
2
1) και N (µ2, σ

2
2) µε µ1 γνωστό και µ2

άγνωστο, χρησιµοποιώντας ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από κάθε µία κα-

τανοµή.

9.12. ΄Οπως στην ΄Ασκηση 9.11 αλλά µε µ1 άγνωστο και µ2 γνωστό.

9.13. ΄Εστω X̄, Ȳ , S2
1 , S2

2 οι δειγµατικοί µέσοι και δειγµατικές διασπο-

ϱές από δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα µεγέθους n1, n2 αντίστοιχα από

τις κατανοµές N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2) µε µ1, µ2, σ

2
1, σ2

2 άγνωστα αλλά µε

σ2
1/σ

2
2 = d, όπου d γνωστή σταθερά. Να δειχθούν τα εξής.

1.
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

dσ2
2

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1).

2.

(n1 − 1)S2
1

dσ2
2

+
(n2 − 1)S2

2

σ2
2

∼ χ2
n1+n2−2 .

3. Οι τυχαίες µεταβλητές στα 1 και 2 είναι ανεξάρτητες.

4. Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω, να κατασκευαστεί µία τυχαία µε-

ταϐλητή (που δεν εξαρτάται από το σ2
2 ) µε κατανοµή tn1+n2−2 και

να κατασκευαστεί ∆.Ε. για το µ1 − µ2 χρησιµοποιώντας αυτήν την

τυχαία µεταβλητή ως ποσότητα οδηγό.
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9.14. Σε ένα τυχαίο δείγµα 222 ατόµων που διαβάζουν τακτικά εφηµερίδα

ϐρέθηκε ότι 38 από αυτά διαβάζουν µία συγκεκριµένη εφηµερίδα. Να

εκτιµηθεί το ποσοστό των ατόµων που διαβάζουν αυτήν την εφηµερίδα και

να κατασκευαστεί ένα ∆.Ε. για αυτό µε σ.ε. κατά προσέγγιση 95%.

9.15. ΄Εστω X µία παρατήρηση από την κατανοµή

f(x; θ) =





2
θ (1− x

θ ), 0 < x < θ

0, διαφορετικά,

όπου θ > 0 άγνωστη παράµετρος. Να κατασκευαστεί ένα ∆.Ε. για το θ µε

σ.ε. 100(1 − α)%.

9.16. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κα-

τανοµή N (θ, 1), θ ∈ Θ = R. Η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι

N (0, τ2), τ > 0.

α. Να δειχθεί ότι η εκ των υστέρων κατανοµή είναι επίσης κανονική και

να προσδιοριστούν οι παράµετροι της (µέση τιµή και διασπορά).

ϐ. Να κατασκευαστεί ένα Μπεϋζιανό διάστηµα για το θ πιθανότητας

100(1 − α)%.

γ. Να δειχθεί ότι το Μπεϋζιανό διάστηµα του (ϐ) δεν διαφέρει σηµαντικά

από το κλασικό διάστηµα καθώς n → ∞.

9.17. ΄Εστω X
˜

= (X1, . . . ,Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Cauchy µε παράµετρο ϑέσης θ ∈ Θ = R και πυκνότητα f1(x; θ) =
1

π(1 + (x− θ)2)
, x ∈ R. Μπορεί να δειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή

∑n
i=1Xi έχει την ίδια πυκνότητα όπως κάθε παρατήρηση Xi, ϐλέπε John-

son, Kotz and Balakrishnan (1994, τόµος 1, σελ. 301).

α. Να δειχθεί ότι η T (X
˜
, θ) =

∑n
i=1Xi − θ είναι ποσότητα οδηγός µε

πυκνότητα t1 (t µε ένα ϐαθµό ελευθερίας).

ϐ. Να κατασκευαστεί ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1−α)% και

να δειχθεί ότι συµπίπτει µε το ∆.Ε. ελαχίστου µήκους.
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γ. Να κατασκευαστούν κάτω και άνω ϕράγµα εµπιστοσύνης για το θ

µε σ.ε. 100(1 − α)%.
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loss function συνάρτηση Ϲηµίας

risk function συνάρτηση κινδύνου

sample mean δειγµατικός µέσος

sample variance δειγµατική διασπορά

substitution principle αρχή της αντικατάστασης

maximum likelihood estimator εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας

maximum likelihood principle αρχή της µέγιστης πιθανοφάνειας

method of moments µέθοδος των ϱοπών

method of moments estimator εκτιµητής µεθόδου ϱοπών

standard error τυπικό σφάλµα

standard deviation τυπική απόκλιση

bias µεροληψία

biased estimator µεροληπτικός εκτιµητής

unbiasedness αµεροληψία
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unbiased estimator αµερόληπτος εκτιµητής

admissible estimator αποδεκτός εκτιµητής

inadmissible estimator µη αποδεκτός εκτιµητής

admissibility αποδεκτικότητα

underestimation υποεκτίµηση

overestimation υπερεκτίµηση

Cramér–Rao inequality ανισότητα των Cramér–Rao

Cramér–Rao lower bound κάτω ϕράγµα των Cramér–Rao

Fisher information πληροφορία του Fisher

efficiency αποδοτικότητα

efficient estimator αποδοτικός εκτιµητής

information number αριθµός πληροφορίας

one parameter exponential µονοπαραµετρική εκθετική

family of distributions οικογένεια κατανοµών

sufficiency επάρκεια

sufficient statistic επαρκής στατιστική συνάρτηση

completeness πληρότητα

complete statistic πλήρης στατιστική συνάρτηση

uniformly minimum variance αµερόληπτος εκτιµητής οµοιοµόρφως

unbiased estimator (UMVUE) ελάχιστης διασποράς (ΑΟΕ∆ εκτιµητής)

minimal sufficient statistic ελάχιστη επαρκής στατιστική συνάρτηση

Rao–Blackwell improvement Rao–Blackwell ϐελτίωση

location parameter παράµετρος ϑέσης

scale parameter παράµετρος κλίµακας

likelihood function συνάρτηση πιθανοφάνειας

(weak or strong) consistency (ασθενής ή ισχυρή) συνέπεια

strongly consistent estimator ισχυρά συνεπής εκτιµητής

weakly consistent estimator ασθενώς συνεπής εκτιµητής

asymptotic unbiasedness ασυµπτωτική αµεροληψία

asymptotic distribution ασυµπτωτική κατανοµή

Weak Law of Large Numbers Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

(ΑΝΜΑ)
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Strong Law of Large Numbers Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

(ΙΝΜΑ)

Central Limit Theorem Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

Convergence in Probability Σύγκλιση κατά Πιθανότητα

(or Weak Convergence) (ή Ασθενής Σύγκλιση)

Convergence with Probability 1 Σύγκλιση µε Πιθανότητα 1

(or Strong Convergence) (ή Ισχυρή Σύγκλιση)

Convergence in Law Σύγκλιση κατά Κατανοµή

Bayes estimator εκτιµητής Bayes

prior distribution εκ των προτέρων κατανοµή

(or density) (ή πυκνότητα)

posterior distribution εκ των υστέρων κατανοµή

(or density) (ή πυκνότητα)

Bayes risk κίνδυνος Bayes

minimax estimator εκτιµητής minimax

confidence coefficient συντελεστής εµπιστοσύνης

pivotal quantity ποσότητα οδηγός

equal tails confidence interval διάστηµα εµπιστοσύνης ίσων ουρών

asymptotic confidence interval ασυµπτωτικό διάστηµα εµπιστοσύνης
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