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7ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. Γράψτε τό πολυώνυµο [2]x3 + x2 + [2]x+ [2] ως γινόµενο αναγώγων πολυωνύµων στον δακτύλιο

Z5[x].

2. Βρείτε τό υπόλοιπο τής διαίρεσης τού x162− [3]x33+x18− [1] διά τού x− [2] στον δακτύλιο Z17[x]
(Υπόδειξη : Ποιό είναι τό υπόλοιπο τής διαίρεσης ενός πολυωνύµου f(x) διά τού x− [a];).

3. (αʹ) Είναι ο δακτύλιος R ισόµορφος µε τον δακτύλιο C;

(ϐʹ) Είναι ο δακτύλιος 2Z ισόµορφος µε τόν δακτύλιο 3Z;

4. (αʹ) ∆είξτε ότι αν φ : Z → Z είναι οµοµορφισµός δακτυλίων τότε ή φ είναι ο µηδενικός οµοµορ-

ϕισµός (δηλ. φ(m) = 0 για κάθε m ∈ Z) ή φ είναι ο ταυτοτικός (δηλ. φ(m) = m για κάθε

m ∈ Z). Υπόδειξη : εξετάστε τήν τιµή τού φ(1) και δείξτε ότι ϑα πρέπει φ(1) = 0 ή 1).

(ϐʹ) Υπάρχει, µη µηδενικός, οµοµορφισµός δακτυλίων από τό σώµα Q τών ϱητών στον δακτύλιο

Z τών ακεραίων ; Υπόδειξη : δείξτε όπως παραπάνω ότι ϑα πρέπει φ(1) = 0.

5. Θεωρούµε τήν φ : Z20 → Z5 µε φ([a]20) = [a]5 .

(αʹ) ∆είξτε ότι η φ είναι καλά ορισµένη απεικόνιση (δηλ. ο ορισµός της δεν εξαρτάται από την

επιλογή αντιπροσώπου στην κλάση [a]20).

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η φ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων και ϐρείτε τόν πυρήνα του και τήν εικόνα του.

(γʹ) Υπάρχει µή µηδενικός οµοµορφισµός δακτυλίων ψ : Z5 → Z20;

6. (αʹ) ∆είξτε ότι οι απεικονίσεις π : R×S → R, µε π((r, s)) = r και i : R→ R×S µε i(r) = (r, 0S)
είναι οµοµορφισµοί δακτυλίων και ϐρείτε τόν πυρήνα τους.

(ϐʹ) ΄Εστω ότι οι R,S είναι ακέραιες περιοχές. Είναι ο δακτύλιος R× S ακέραια περιοχή ;

7. ΄Εστω I ιδεώδες δακτυλίου R µε µοναδιαίο στοιχείο 1R.

(αʹ) ∆είξτε ότι 1R ∈ I αν και µόνον αν I = R.

(ϐʹ) ΄Εστω a ∈ R αντιστρέψιµο µε a ∈ I. Τότε I = R.

(γʹ) ∆είξτε ότι τα µόνα ιδεώδη ενός σώµατος K είναι το {0} και το K.

(δʹ) ΄ΕστωK σώµα και S ένας δακτύλιος. ∆είξτε ότι κάθε µή µηδενικός οµοµορφισµός φ : K → S
είναι µονοµορφισµός.

8. Εξετάστε ποιά από τά παρακάτω υποσύνολα τού δακτυλίου R[x] είναι ιδεώδη:

(αʹ) A = {f(x) ∈ R[x], 5 | f(2)},
(ϐʹ) B = {f(x) ∈ R[x], (x− 1)2 | f(x)},
(γʹ) C = {f(x) ∈ R[x], f(1) ∈ Q}.

9. ΄Εστω a ακέραιος. Να δειχθεί ότι a33 ≡ amod(15).


