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4ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

1. Στο µαθηµα είδαµε ότι τό σύνολο Z[i] = {m + in, m, n ∈ Z} ⊆ C εφοδιασµένο µε τήν συ-

νηθισµένη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό τών µιγαδικών αριθµών είναι µεταθετικός δακτύλιος.

Βρείτε τά αντιστρέψιµα στοιχεία του. Είναι ο παραπάνω δακτύλιος ακέραια περιοχή ;

2. Εστω M τό σύνολο τών 2 × 2 πινάκων τής µορφής

(
a b
−b a

)
, µε a, b ∈ R. ∆είξτε ότι τό M

εφοδιασµένο µε τήν συνηθισµένη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό πινάκων είναι σώµα.

3. Στο µαθηµα είδαµε ότι τό σύνολο Z[
√
2] = {m + n

√
2, m, n ∈ Z} είναι υποδακτύλιος τού

δακτυλίου τών πραγµατικών αριθµών R. ∆είξτε ότι αν s ∈ Z>0, τό στοιχείο (3 − 2
√
2)s είναι

αντιστρέψιµο στοιχείο τού Z[
√
2].

4. (αʹ) ∆είξτε ότι τό σύνολο Q[
√
5] = {a+ b

√
5, a, b ∈ Q} είναι υπόσωµα τού σώµατος τών πραγµα-

τικών αριθµών R.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι τό σύνολο Q[i] = {a + bi, a, b ∈ Q} είναι υπόσωµα τού σώµατος τών µιγαδικών

αριθµών C.

5. ΄Εστω S = {f : R → R, συνεχής συνάρτηση}. Στο S ορίζονται οι πράξεις τού αθροίσµατος και

τού γινοµένου δύο συνεχών συναρτήσεων. ∆είξτε ότι τό S εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις

είναι ενας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο. Ποιά είναι τά αντιστρέψιµα στοιχεία

τού S; ΄Εχει ο S διαιρέτες τού µηδενός ;

6. (αʹ) ΄Εστω S1 και S2 υποδακτύλιοι δακτυλίου R. ∆είξτε ότι η τοµή τους S1∩S2 είναι υποδακτύλιος

τού R. Ισχύει τό ίδιο για τήν ένωσή τους S1 ∪ S2;

(ϐʹ) Αν n ∈ N δείξτε ότι τό nZ (δηλ. τό συνολο τών πολλάπλασίων τού n) είναι υποοδακτύλιος τού

Z.

(γʹ) ∆είξτε ότι αν n,m ∈ N τότε nZ ∩mZ = eZ, όπου e είναι τό ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των

n και m.

7. Βρείτε όλους τούς διαιρέτες τού µηδενός στον δακτύλιο Z20. Γιά κάθε τέτοιο µηδενοδιαιρέτη [a]
ϐρείτε ένα στοιχείο [b] 6= [0] µε [a][b] = [0].

8. Να λυθούν οι εξισώσεις :

(αʹ) x2− [2]x+[2] = [0] στον δακτύλιο Z6. (δηλ. να ϐρεθούν όλα τα [a] ∈ Z6 µε [a]2− [2][a]+[2] =
[0]).

(ϐʹ) x2 + [2]x− [2] = [0] στον δακτύλιο Z6.

9. Για να ϐρούµε τις ακέραιες λύσεις τής εξίσωσης x3 − 2x2 − 3x = 0 δουλεύουµε ως εξής :

x3 − 2x2 − 3x = 0⇐⇒ x(x− 3)(x+ 1) = 0⇐⇒ x = 0, 3,−1 .

Η παραπάνω παραγοντοποίηση ισχύει και στον δακτύλιο Z12. ΄Οµως η παραπάνω εξίσωση έχει

ως λύσεις στον Z12, εκτός τών [0], [3], [−1] = [11], και τήν [8]. Μπορείτε να δώσετε µια εξήγηση

για αυτό ;

10. Εστω p πρώτος αριθµός. Ορίζουµε ως

Ap = {
m

n
∈ Q, όπου m,n ∈ Z και µ.κ.δ. (p, n) = 1} ⊆ Q .

(αʹ) ∆είξτε ότι τό Ap εφοδιασµένο µε τήν συνήθη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό είναι µεταθετικός

δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο.
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(ϐʹ) Βρείτε τά αντιστρέψιµα στοιχεία του.

11. Να λυθούν οι εξισώσεις :

(αʹ) ∆είξτε ότι τό σύνολο τών πινάκων τής µορφής

(
a b
0 c

)
, µε a, b, c ∈ Z εφοδιασµένο µε την

συνηθισµένη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό πινάκων είναι δακτύλιος. Βρείτε τά αντιστρέψι-

µα στοιχεία του. Είναι ο παραπάνω δακτύλιος ακέραια περιοχή ;

(ϐʹ) ∆είξτε ότι τό σύνολο τών πινάκων τής µορφής

(
a [b]
0 c

)
, µε a, c ∈ Z και [b] ∈ Z2, εφοδια-

σµένο µε τήν συνηθισµένη πρόσθεση και πολλαπλασιασµό πινάκων είναι δακτύλιος. ∆είξτε

ότι τό στοιχείο

(
2 [1]
0 1

)
τού παραπάνω δακτυλίου είναι αριστερός αλλά όχι δεξιός µηδενο-

διαιρέτης.

12. ∆είξτε ότι τό σύνολο S = { a
2n , a ∈ Z, n ∈ N} ⊆ Q εφοδιασµένο µε τήν συνηθισµένη πρόσθεση

και πολλαπλασιασµό τών ϱητών αριθµών είναι µεταθετικός δακτύλιος. Βρείτε τά αντιστρέψιµα

στοιχεία του. Είναι ο παραπάνω δακτύλιος ακέραια περιοχή ;


