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Οδηγίες: Να επιλέξετε 8 από τις ασκήσεις, τουλάχιστον 2 από την οµαδα 1-5.

1. Από τη ϑεωρία έχουµε δεί ότι αν p είναι πρώτο ιδεώδες τού C[x1, . . . , xn] τότε το V(p) είναι
ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο. ∆είξτε ότι το παραπάνω δεν ισχύει αν πάρουµε αντί τού C ένα µη
αλγεβρικά κλειστό σώµα, πχ το R. Ειδικότερα, ϐρείτε ένα πρώτο ιδεώδες p τού R[x, y] τέτοιο ώστε
το V(p) ⊂ R2 να είναι µή κενό και µή ανάγωγο.
Υπόδειξη : α) Βρείτε δύο πολυώνυµα f(x, y), g(x, y) ∈ R[x, y] (προσπαθείστε να επιλέξετε τα
απλούστερα δυνατά) µε V(f, g) = {(0, 0), (1, 0)}. ϐ) ∆είξτε ότι αν f, g ∈ R[x, y] (οποιαδήποτε
πολυώνυµα) τότε υπάρχει h ∈ R[x, y] µε V(f, g) = V(h). γ) ∆είξτε ότι το h είναι ανάγωγο µε
χρήση τού ορισµού, γράφοντάς το ως πολυώνυµο µιας µεταβλητής µε συντελεστές πολυώνυµα
τής άλλης µεταβλητής.

2. ∆είξτε ότι το kn είναι ανάγωγο (ως προς την τοπολογία Zariski).
Υπόδειξη : Αρκεί να δείξετε ότι I(kn) = ⟨0⟩. Προσπαθείστε το πρώτα για n = 2: ΄Εστω f(x, y) =
a0(x) + a1(x)y + . . . + an(x)y

n ∈ I(kn). ∆είξτε πρώτα ότι a0(x) = 0 (το µηδενικό πολυώνυµο).
Μετά δείξτε ότι a1(x) = 0 κλπ. Μετά αποδείξτε το για οποιοδήποτε n.

3. (αʹ) ΄Εστω V ⊂ kn αλγεβρικό και p /∈ V . ∆είξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο f ∈ k[x1, . . . , xn] µε
f(q) = 0 για κάθε q ∈ V αλλά f(p) = 1. Ισχύει πάντα το ίδιο αν το V δεν είναι αλγεβρικό ;

(ϐʹ) ∆είξτε ότι αν A,B ⊂ Cn µε A ∩ B = ∅ (A,B είναι οι κλεστές ϑήκες ως προς την τοπολογία
Zariski) τότε υπάρχει πολυώνυµο f ∈ C[x1, . . . , xn] µε f(q) = 0 για κάθε q ∈ A αλλά
f(p) = 1 για κάθε p ∈ B.

Υπόδειξη : Για το α) να ‘µεταφράσετε’ την υπόθεση µε χρήση τού τελεστή I. Για το ϐ) γράψτε
A = VI(A) και B = VI(B). Τότε A ∩B = V(??). Εφαρµόστε την NSS.

4. (αʹ) ΄Εστω V ⊂ kn και W ⊂ km αλγεβρικά υποσύνολα των kn και km, αντιστοίχως. ∆είξτε ότι το
V ×W ⊂ kn × km = kn+m είναι αλγεβρικό υποσύνολο τού kn+m.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι αν τα παραπάνω V,W είναι ανάγωγα, τότε και το V ×W είναι ανάγωγο (δείτε την
υπόδειξη στην άσκηση 3.9 στο ϐιβλίο τού Kemper).

5. (αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο τού SpecC[x] που δεν είναι κλειστό ως προς την τοπο-
λογία Zariski (δηλ. το αντίστοιχο µονοσύνολο που ορίζεται από το σηµείο δεν είναι κλειστό
υποσύνολο τού SpecC[x]). Ποιά είναι η κλειστή του ϑήκη ;

(ϐʹ) Να διερευνήσετε το ανάλογο ερώτηµα για το SpecC[x, y] (µπορείτε να χρησιµοποιήσετε την
άσκηση 10 τού 1ου Συνόλου Ασκήσεων).

6. ΄Εστω R1, R2 δακτύλιοι και R = R1 ⊕R2 (ο R είναι το καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων R1, R2

µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό ανά συντεταγµένη).

(αʹ) Να περιγράψετε τα ιδεώδη του R.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι ο R είναι δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν οι δακτύλιοι R1 και R2

είναι δακτύλιοι της Noether.

7. ΄Εστω R =
∏

N F2, το (άπειρο) ευθύ γινόµενο των σωµάτων F2 µε πράξεις το άθροισµα και τον
πολλαπλασιασµό ανά συντεταγµένη.

(αʹ) Να περιγράψετε τα αντιστρέψιµα στοιχεία και τους διαιρέτες του µηδενός του R.
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(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι ο R δεν είναι δακτύλιος της Noether.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι Spec(R) = maxSpec(R).

8. Να αποδείξετε ότι ο R = Z[
√
−17] είναι δακτύλιος της Noether. Να ϐρείτε την ελάχιστη απέριττη

πρωταρχική ανάλυση του ⟨18⟩.
Υπόδειξη : Ο δακτύλιος R δεν είναι Π.Κ.Ι. Να χρησιµοποιήσετε την ανάλυση 18 = 2 · 9 = (1 +√
−17)(1 +

√
−17) και τα ιδεώδη ⟨3⟩, ⟨2, 1 +

√
−17⟩.

9. ΄Εστω R = k[x1, . . . , xn], I = ⟨m1, . . . ,ms⟩, όπου mi = xa1i1 · · ·xani
n (µονώνυµα), για i = 1, . . . , s.

Το I λέγεται µονωνυµικό ιδεώδες του R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι το πολυώνυµο f(x1, . . . , xn) ∈ I αν και µόνο αν κάθε µονωνυµικός όρος
του f(x1, . . . , xn) διαιρείται από κάποιο γεννήτορα mi : i ∈ {1, . . . , s}.
Υπόδειξη : Να γράψετε f(x1, . . . , xn) =

∑
himi και να αναπτύξετε το ὰθροισµα στο δεχύ

µέρος της ισότητας.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η τοµή δύο µονωνυµικών ιδεωδών είναι µονωνυµικό ιδεώδες και να δείξετε
ότι οι µονωνυµικοί γεννήτορες της τοµής προκύπτουν ως ΕΚΠ των γεννητόρων των ιδεωδών.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι αν m1, . . . ,mn, x
a
im είναι µονώνυµα, µε xiνα µην διαιρεί το m, τότε

⟨m1, . . . ,mn, x
a
im⟩ = ⟨m1, . . . ,mn, x

a
i ⟩

⋂
⟨m1, . . . ,mn,m⟩.

(δʹ) Να περιγράψετε τα ανάγωγα µονωνυµικά ιδεώδη του k[x1, . . . , xn].
(εʹ) Να περιγράψετε τα πρωταρχικά µονωνυµικά ιδεώδη του k[x1, . . . , xn].

10. ΄Εστω R = k[x, y, z] (k σώµα) και I = ⟨x5, x4y2, x3yz, yz2, z3⟩.
(αʹ) Να ϐρείτε µία ελάχιστη απέριττη πρωταρχική ανάλυση του I. Στη συνέχεια να εξετάσετε αν

υπάρχει διαφορετική ελάχιστη απέριττη πρωταρχική ανάλυση του I.

(ϐʹ) Για κάθε P ∈ Ass(R/I), να ϐρείτε a, έτσι ώστε (I : a) = P , για P ∈ Ass(R/I).

(γʹ) Να ϐρείτε ὲνα στοιχείο του R/I που να µην ανήκει στο Z(R/I).

11. (αʹ) Να αποδείξετε ότι αν R είναι δακτύλιος της Noether, τότε κάθε µη µηδενικό, µη αντιστρέψιµο
στοιχείο του R, έχει µία ανάλυση ως πεπερασµένο γινόµενο αναγώγων στοιχείων.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι ο R = Q[x, x1/2, x1/4, · · · ] δεν είναι δακτύλιος της Noether. Να εξετάσετε
αν το x έχει µία ανάλυση ως πεπερασµένο γινόµενο αναγώγων στοιχείων.

12. ΄Ενας ϐαθµωτός δακτύλιος είναι ένας δακτύλιος (R,+, ·), όπου

R = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕ · · ·

είναι το ευθύ άθροισµα των αβελιανών οµάδων Ri και

Ri ·Rj ⊂ Ri+j για i, j ≥ 0.

(αʹ) Να δείξετε ότι το σύνολο R0 είναι υποδακτύλιος του R, ενώ το σύνολο R1 ⊕ R2 ⊕ · · · είναι
ιδεώδες του R.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι αν a1, . . . , an παράγουν το ιδεώδες R1⊕R2⊕· · · , τότε R = R0[a1, . . . , an] :=
{f(a1, . . . , an) : f(x1, . . . , xn) ∈ R0[x1, . . . , xn]}.

(γʹ) Να δείξετε ότι ο R είναι δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν ο R0 είναι δακτύλιος της
Noether και R1 ⊕R2 ⊕ · · · είναι πεπερασµένα παραγόµενο ιδεώδες.

13. ΄Εστω R = C[[z]] = {
∑∞

i=0 aiz
i : ai ∈ C}, ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρών.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων του R είναι U(R) = {
∑

aiz
i : a0 ∈

C∗}.
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(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι αν 0 ̸= I ◁ R είναι γνήσιο, τότε υπάρχει n ∈ N, τέτοιο ώστε I = ⟨zn⟩.
(γʹ) Να συµπεράνετε ότι ο R α) ὲχει ὲνα µοναδικό µέγιστο ιδεώδες ϐ) είναι δακτύλιος της Noether.

(δʹ) Να περιγράψετε το σώµα κλασµάτων του R.

14. ΄Εστω R = C[[z]] = {
∑∞

i=0 aiz
i : ai ∈ C}, ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρών.

(αʹ) Να ϑεωρήσετε τον υποδακτύλιο A1 του R που αποτελείται από τις απειροσειρές που συγκλί-

νουν για κάθε z ∈ C. Να αποδείξετε ότι ο A1 δεν είναι δακτύλιος της Noether.
Υπόδειξη : `Εστω Ii = {f ∈ A : f(t) = 0, για t ≥ i}. Να ϐρείτε f ∈ Ii+1 \ Ii.

(ϐʹ) Να ϑεωρήσετε τον υποδακτύλιο A2 του R που αποτελείται από τις απειροσειρές µε ϑετική

ακτίνα σύγκλισης. Να αποδείξετε ότι ο A2 είναι δακτύλιος της Noether.
Υπόδειξη : Αν f ∈ A2 και f(z) = anz

n + an+1z
n+1 + · · · µε an ̸= 0, τότε f(z) = zng, όπου το

g ∈ U(A2).


