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Οδηγίες: Να επιλέξετε οκτώ από τις παρακάτω ασκήσεις

1. ΄Εστω R = Z[i
√

5].

(αʹ) Να εξετάσετε αν το ιδεώδες 〈2〉 δεν είναι πρώτο ιδεώδες.

(ϐʹ) Να εξετάσετε αν το ιδεώδες 〈2, 1 + i
√

5〉 είναι µέγιστο ιδεώδες.

2. ΄Εστω R µεταθετικός δακτύλιος, I, J / R, I + J = R. Να αποδείξετε ότι IJ = I ∩ J . Να
συµπεράνετε ότι αν I, J είναι δύο διαφορετικά µέγιστα ιδεώδη του R, τότε IJ = I ∩ J .

3. Να αποδείξετε ότι 〈x5〉 είναι ανάγωγο ιδεώδες του R[x].

4. ΄Εστω R = C[x, y, z] και I = 〈x4, x2y5, y3z4〉. Να ϐρείτε το rad(I). Στη συνέχεια να ϐρείτε το
rad(0) όπου 0 είναι το µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου πηλίκο R/I.

5. ΄Εστω f(x) = x3+ax2+bx+c ∈ Z[x], p πρώτος. Να αποδείξετε ότι P = 〈f(x), p〉 ∈ maxSpec(Z[x])
αν-ν το πολυώνυµο f(x) = x3 + āx2 + b̄x+ c̄ δεν έχει ϱίζα στο Fp.

6. ΄Εστω φ : R → S οµοµορφισµός δακτυλίων και Q ∈ Spec(S). Να αποδείξετε ότι Qc := {r ∈ R :
φ(r) ∈ Q} ∈ Spec(R).

7. Να αποδείξετε ότι 〈x− 2, y − 3〉 ∈ maxSpec(R[x, y]). Βρείτε το rad〈(x− 2)7, (y − 3)9〉.

8. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, I /R. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες P του R που να περιέχει
ελαχιστοτικά το ιδεώδες I, δηλ. I ⊂ P και δεν υπάρχει Q ∈ Spec(R), τέτοιο ώστε I ⊂ Q $ P .

9. ΄Εστω R δακτύλιος στον οποίο κάθε στοιχείο r έχει την ιδιότητα rm = r, για κάποιο m > 1 που
εξαρτάται από το r. Να δείξετε ότι Spec(R) = maxSpec(R).

10. ΄Εστω k ένα σώµα και R = k[x, y]. Να περιγράψετε το Spec(R) ακολουθώντας τα παρακάτω
ϐήµατα. ΄Εστω P ∈ Spec(R) και A = k(x)[y].

• Αν P ∩ k[x] = 〈0〉, τότε να δείξετε ότι PA ∈ Spec(A). Αν PA = 〈h(y)〉 (όπου h(y) ∈ A),
τότε να δείξετε ότι υπάρχει f(x, y) (στοιχείο του R) πρώτο, τέτοιο ώστε PA = 〈f(x, y)〉. Να
συµπεράνετε ότι P = 〈f(x, y)〉.

• Αν p = P ∩ k[x] = f(x)k[x] και p 6= 〈0〉, τότε ϑεωρείστε το ιδεώδες Q = f(x)R = 〈f(x)〉
και δείξτε ότι Q ∈ Spec(R). Παρατηρείστε ότι T = k[x]/p είναι σώµα και δείξτε ότι υπάρχει
επιµορφισµός δακτυλίων φ : R/Q ≡ T [y], άρα φ(P/Q) ∈ Spec(T [y]). Αν φ(P/Q) = 0 να
συµπεράνετε ότι P = 〈f(x)〉. Αν φ(P/Q) = 〈g(x, y)〉, να αποδείξετε ότι P = 〈f(x), g(x, y)〉.

• Να περιγράψετε το Spec(R).

11. Να αποδείξετε αναλυτικά ότι ο δακτύλιος A του Παραδείγµατος 3.1.3.6 δεν είναι δακτύλιος της
Noether.

12. Αν ο R είναι δακτύλιος της Noether να δείξετε ότι υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε rad(〈0〉)n = 〈0〉.

13. Να αποδείξετε ότι αν R = k[x1, . . . , xn, . . .]/〈x1, x22, x33, . . .〉, τότε rad(〈0〉) = 〈x1, x2, . . .〉. Στη
συνέχεια να δείξετε ότι xnn+1 6= 0 και να συµπεράνετε ότι δεν υπάρχει n ∈ N, τέτοιο ώστε
rad(〈0〉)n = 〈0〉.
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14. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether και φ : R → R επιµορφισµός δακτυλίων. Να αποδείξετε ότι φ
είναι ισοµορφισµός.

15. Να δείξετε ὸτι το ιδεώδες 〈xz − y2, yz − x2〉 /∈ SpecR[x, y, z].

16. Να αποδείξετε ότι

• αν I / R, τότε rad (rad(I)) = rad(I).

• αν I, J / R, τότε rad(I ∩ J) = rad(I) ∩ rad(J).

• αν P ∈ Spec(R), τότε rad(Pn) = P , ∀n ∈ N.

• αν I, J / R, τότε rad(I + J) = rad (rad(I) + rad(J)).

17. ∆είξτε ότι το σύνολο {(cos t, sin t, 1), t ∈ R} ε΄ναι αλγεβρικό υποσύνολοR3, ενώ το {(cos t, sin t, t), t ∈
R} δεν είναι.

18. • Περιγράψετε το αλγεβρικό σύνολο V(〈y − x2, z − x3〉) ⊆ R3.

• Βρείτε τον πυρήνα τού οµοµορφισµού φ : R[x, y, z]→ R[x] µε φ(f(x, y, z)) = f(x, x2, x3).

• ∆είξτε ότι I(V(〈y − x2, z − x3〉) = 〈y − x2, z − x3〉 και ότι το τελευταίο είναι πρώτο ιδεώδες.


