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Οδηγίες: Να επιλέξετε 8 από τις ασκήσεις.

1. Υλοποιήστε το Θεώρηµα κανονικοποίησης της Noether στις παρακάτω περιπτώσεις

(αʹ) R = C[x, y]/〈x2 − y3〉.
(ϐʹ) R = C[x, y, z, w]/〈xy − zw〉
(γʹ) R = R[x, y, z]/〈x− yz, y2 − xy + z2〉. Ποιά είναι η διάσταση τού V(〈x− yz, y2 − xy + z2〉;

2. (αʹ) ΄Εστω f ∈ k[x1, . . . , xn] ανάγωγο πολυώνυµο. ∆είξτε, χωρίς την χρήση τού Krull’s Principal
Ideal Theorem, ότι codimknV(f) = 1.

(ϐʹ) ΄Εστω f ∈ k[x1, . . . , xn] οποιοδήποτε πολυώνυµο. ∆είξτε, χωρίς την χρήση τού Krull’s Princi-
pal Ideal Theorem, ότι codimknV(f) = 1.

3. ΄Εστω R = k[x, y]/〈xy〉.
(αʹ) ∆είξτε ότι ht(〈x〉) = 0.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι ht(〈x− 1〉) = 1.

(γʹ) Ερµηνεύσατε γεωµετρικά το γιατί οι παραπάνω τιµές των υψών είναι διαφορετικές.

4. Θεωρούµε το αλγεβρικό σύνολο V = {(t, t2, t3), t ∈ k} ⊂ k3. ∆είξτε ότι dimV = 1 µε τούς εξής
τρόπους :

(αʹ) ∆είξτε ότι το V είναι ισόµορφο (ως αλγεβρικό σύνολο) µε το k και συµπεράνετε ότι dimV = 1.

(ϐʹ) Κάνετε χρήση τού Θεωρήµατος κανονικοποίησης τής Noether για να συµπεράνετε ότι dimV =
1.

5. ∆είξτε ότι οι παρακάτω δακτύλιοι είναι τοπικοί δακτύλιοι τού Artin:

(αʹ) R = k[x]/〈xn〉, n ∈ N.

(ϐʹ) R = k[x, y]/〈(x− 1)n, (y − 2)m〉, n,m ∈ N.

(γʹ) R = k[x, y]/〈x2, xy, y2〉, n,m ∈ N.

6. ΄Εστω R = C[x, y]/I, µε I = 〈xy − 1, x2 + y2〉.
(αʹ) Βρείτε το V(I) ⊂ C2.

(ϐʹ) Με τη χρήση τού παραπάνω ερωτήµατος, δείξτε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες τούR είναι και µέγιστο
και συµπαράνατε ότι ο R είναι δακτύλιος του Artin.

7. ΄Εστω R ⊆ S επέκταση δακτυλίων µε τον S ακέραιο πάνω από τον R. ∆είξτε ότι αν I 6= 〈0〉 ιδεώδες
τού S τότε I ∩R 6= 〈0〉.

8. Να αποδείξετε λεπτοµερώς ὸτι ο δακτύλιος του παραδείγµατος 8.1.1.13 του ϐιβλίου ὲχει ὰπειρη
διάσταση. Μπορείτε να ϑεωρήσετε δεδοµένο το Θεώρηµα 3.1.6.

9. Να ϐρείτε τη διάσταση του dimC[x, x−1].

10. `Εστω R = C[[x1, x2, x3]]/〈x21, x22, x2x3〉. Να ϐρείτε dimR. Για το ιδεώδες P = 〈x̄1, x̄2, x̄3〉 να
ϐρείτε a1, . . . , an, για n = htP , τέτοια ὼστε 〈a1, . . . , an〉 ⊂ P ελαχιστοτικά.
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