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Οδηγίες: Να επιλέξετε 6 από τις ασκήσεις.

1. Βρείτε τη διάσπαση των παρακάτω αλγεβρικών συνόλων στις ανάγωγες συνιστώσες τους :

(αʹ) V = V(< x3 + x− x2y − y >) ⊂ C2.

(ϐʹ) V = V(< x2 − y2, x3 + xy2 − y3 − x2y − x+ y >) ⊂ C2.

(γʹ) V = V(< x2 + y2 − 1, x2 − z2 − 1 >) ⊂ C3.

2. ΄Εστω V = V(x2 − y3, y2 − z3) ⊂ R3.

(αʹ) ∆είξτε ότι η πολυωνυµική απεικόνιση Φ : R → R3 µε t 7→ (t9, t6, t4) επάγει µορφισµό
ϕ : R → V ο οποίος, ως απεικόνιση, είναι 1-1 και επί.

(ϐʹ) Βρείτε τον επαγόµενο οµοµορφισµό R-αλγεβρών ϕ̃ των αντιστοίχων δακτυλίων συντεταγµένων
και δείξτε ότι ο ϕ̃ δεν είναι ισοµορφισµός.

(γʹ) ∆είξτε ότι I(V ) = ⟨x2−y3, y2−z3⟩ (Υπόδειξη : Από το πρώτο ερώτηµα, το I(V ) είναι ο πυρήνας
τού οµοµορφισµου δακτυλίων R[x, y, z] → R[t] µε f(x, y, z) 7→ f(t9, t6, t4) - κάνετε χρήση
διαίρεσης στους κατάλληλους δακτυλίους πολυωνύµων).

(δʹ) ∆είξτε ότι το αλγεβρικό σύνολο V είναι ανάγωγο.

3. (αʹ) ΄Εστω X → Y µια συνεχής απεικόνιση τοπολογικών χώρων (δηλ. προεικόνα κλειστών είναι
κλειστά) που είναι και επί. ∆είξτε ότι αν ο X είναι ανάγωγος τότε και ο Y είναι ανάγωγος.

(ϐʹ) ΄Εστω Φ : kn → km µια πολυωνυµική απεικόνιση (δηλ. Φ = (f1, . . . , fm), fi ∈ k[x1, . . . , xn]).
∆είξτε ότι η Φ είναι συνεχής απεικόνιση ως προς την τοπολογία Zariski.

(γʹ) ΄Εστω ϕ : V → W ένας µορφισµός αλγεβρικών συνόλων (V ⊆ kn, W ⊆ km). ∆είξτε ότι ο
ϕ είναι συνεχής απεικόνιση ως προς την τοπολογία Zariski. Συµπεράνατε ότι αν το V είναι
ανάγωγο και ο ϕ επί τότε και το W ειναι ανάγωγο.

(δʹ) Αποδείξτε ξανά το ερώτηµα (δʹ) τής ΄Ασκησης 2.

4. (αʹ) ΄Εστω I και p ιδεώδη δακτυλίου R µε p πρώτο και I ⊂ p. ∆είξτε ότι Rp/I
e ∼= (R/I)p, όπου η

επέκταση τού ιδεώδους είναι ως προς τον ϕυσιολογικό οµοµορφισµό R → Rp και p είναι η
εικόνα τού p ως προς τον κανονικό επιµορφισµό R → R/I. (Υπόδειξη : δουλέψτε όπως στο
παράδειγµα που κάναµε στο µάθηµα).

(ϐʹ) ΄Εστω V = V1 ∪ V2 µε V, V1, V2 αλγεβρικά τού kn και p ∈ V1\V2. Θέτουµε m = I(p) το
αντίστοιχο µέγιστο ιδεώδες. ∆είξτε ότι k[V ]m ∼= k[V1]m, όπου m είναι η εικόνα τού m στον
αντίστοιχο δακτύλιο συντεταγµένων. (Υπόδειξη : δουλέψτε όπως στο παράδειγµα που κάναµε
στο µάθηµα).

(γʹ) Γράψτε στην απλούστερη δυνατή µορφή τίς τοπικοποιήσεις τού δακτυλίου συντεταγµένων
k[V ] τού ερωτήµατος (αʹ) τής ΄Ασκησης 1 στα µέγιστα ιδεώδη m1 = ⟨x− 1, y − 1⟩ και m2 =
⟨x− i, 0⟩.

5. ΄Εστω C([0, 1]) = {f : [0, 1] → R, συνεχής συνάρτηση }.

(αʹ) ∆είξτε ότι ο C([0, 1]) είναι δακτύλιος µε πράξεις την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό συ-
ναρτήσεων.

(ϐʹ) Είναι ο C([0, 1]) ακέραια περιοχή ;
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(γʹ) ΄Εστω a ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι το ma = {f ∈ C([0, 1]), f(a) = 0} είναι µέγιστο ιδεώδες τού
C([0, 1]).

(δʹ) ∆είξτε ότι καθε µέγιστο ιδεώδες m τού C([0, 1]) είναι τής παραπάνω µορφής, δηλ. υπάρχει
a ∈ [0, 1] µε m = ma (Υπόδειξη : αν όχι, τότε για κάθε a ∈ [0, 1] υπάρχει fa ∈ m µε fa(a) ̸= 0).

(εʹ) Ποιό είναι το ϱιζικό τού Jacobson τού δακτυλίου C([0, 1]);
(ϛʹ) ∆είξτε ότι αν p είναι ένα πρώτο ιδεώδες τότε V(p) := {a ∈ [0, 1], f(a) = 0,∀f ∈ p} = {c} για

κάποιο c ∈ [0, 1].

6. ΄Εστω R ακεραία περιοχή και K το σώµα κλασµάτων του R.

(αʹ) Αν a ∈ K να αποδείξετε ότι (R : a) = {t ∈ R : ta ∈ R} είναι ιδεώδες του R.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι a ∈ RP αν και µόνο αν (R : a) ̸⊂ P .

(γʹ) Να αποδείξετε ότι
R =

⋂
P∈maxSpec(R)

RP .

(δʹ) Αν a ̸= 0, S = {an : n ∈ N≥0} και L = {a2n : n ∈ N≥0}, να αποδείξετε ότι S−1R ∼= L−1R.

7. (αʹ) ΄Εστω ότι P ∈ Spec(R). Να εξετάσετε αν το σώµα RP /PRP είναι ισόµορφο µε Q(R/P ), το
σώµα κλασµάτων της ακεραίας περιοχής R/P .

(ϐʹ) ΄Εστω R ακεραία περιοχή, Q(R) = K και έστω P ∈ Spec(R). Να αποδείξετε ότι Q(RP ) = K.

(γʹ) `Εστω P ∈ Spec(R) και P (n) = PnRP ∩ R. Να αποδείξετε ὸτι P (n) είναι P -πρωταρχικό
ιδεώδες.

(δʹ) Θεωρούµε τον δακτύλιο R = k[x, y, z]/I όπου I = ⟨xy − z2⟩. ΄Εστω το πρώτο ιδεώδες
P = ⟨x, z⟩/I του R. Να αποδείξετε ότι x + I ∈ P 2RP ∩ R και ότι P 2RP ∩ R ̸= P 2. Να
περιγράψετε το ιδεώδες P (2) = P 2RP ∩R.

8. ΄Εστω S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R. Να αποδείξετε ότι

(αʹ) Αν I ◁ R τότε rad(I)S−1R = rad(IS−1R).

(ϐʹ) Αν I, J ◁ R τότε (I + J)S−1R = IS−1R+ JS−1R.

(γʹ) Αν I, J ◁ R τότε (I ∩ J)S−1R = IS−1R ∩ JS−1R.

(δʹ) ΄Εστω P,Q ∈ Spec(R) και P ⊂ Q. Να αποδείξετε ότι (RQ)PRQ
= RP .

(εʹ) Αν rad(0) = ⟨0⟩ και P ∈ SpecR ελάχιστο πάνω από το ⟨0⟩, να αποδείξετε ότι RP είναι σώµα.

(ϛʹ) Αν R είναι δακτύλιος της Noether τότε S−1R είναι δακτύλιος της Noether.

9. ΄Εστω M ένα R-module και έστω ϕ : M −→ M ένας R-οµοµορφισµός.

(αʹ) (Cayley-Hamilton) Αν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module και ϕ(M) ⊂ IM για
κάποιο ιδεώδες I του R, να δείξετε ὸτι υπάρχουν ai ∈ I τέτοια ώστε ϕn+a1ϕ

n−1+· · ·+an idM :
M → M να είναι ο µηδενικός οµοµορφισµός.

(ϐʹ) Αν το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο και ϕ είναι επιµορφισµός, τότε να δείξετε ὸτι ο
ϕ είναι ισοµορφισµός. (Υπόδειξη Να ϑεωρήσετε το M ως R′ = R[x]-module µε εξωτερικό
πολλαπλασιασµό xm = ϕ(m). Να εφαρµόσετε το Θεώρηµα των Cayley-Hamilton για το
R′-module M , τον R′-οµοµορφισµό idM και το ιδεώδες I = ⟨x⟩ ◁ R′).


