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Να είστε σε ϑέση να δώσετε παραδείγµατα για όλους τους ορισµούς.

(αʹ) Αν I ιδεώδες δακτυλίου R, ποια είναι η σχέση (πρώτων, µέγιστων) ιδωδών τού R και τού R/I (µε
αποδείξεις);

(ϐʹ) ∆ιατύπωση τού Λήµµατος τού Zorn. Πού το έχουµε χρησιµοποιήσει ;

(γʹ) Να δείξετε ότι Rad(I) είναι η τοµή των πρώτων ιδεωδών που περιέχουν το I.

(δʹ) Ορισµός συστολής και επέκτασης ιδεωδών ως προς εναν οµοµορφισµό δακτυλίων. Ποια είναι η
σχέση των Iec και Jce µε τα I και J αντίστοιχα ;

(εʹ) Ορισµός τοπικοποίησης δακτυλίου S−1R. ∆ιατύπωση της καθολικής ιδιότητα της τοπικοποίησης.
Ποια η αντιστοιχία ιδεωδών τού S−1R και R; Να γνωρίζετε ότι αν p πρώτο ιδεώδες τότε ο δακτύλιος
Rp είναι τοπικός δακτύλιος. Αν I είναι ιδεώδες του R να περιγράψετε το IS−1R ∩R.

(ϛʹ) Ορισµός αναγώγου ιδεώδους. Απόδειξη ότι τα πρώτα ιδεώδη είναι ανάγωγα.

(Ϲʹ) ∆ιατύπωση και απόδειξη των τριών ισοδύναµων ορισµών του δακτυλίου της Noether.

(ηʹ) Απόδειξη του ότι σε δακτύλιο της Noether κάθε γνήσιο ιδεώδες γράφεται ως πεπερασµένη τοµή
αναγώγων.

(ϑʹ) ∆ιατύπωση του Θεωρήµατος Βάσης του Hilbert.

(ιʹ) Ορισµός πρωταρχικού ιδεώδους. Να γνωρίζετε ότι :

1. σε δακτύλιο της Noether τα ανάγωγα ιδεώδη είναι πρωταρχικά

2. I πρωταρχικό ιδεώδες τότε το Rad(I) είναι πρώτο.

3. η τοµή δύο πρωταρχικών µε το ίδιο ϱιζικό είναι πρωταρχικό ιδεώδες.

4. τι σηµαίνει ελάχιστη, απέριττη πρωταρχική ανάλυση ενός ιδεώδους.

5. σε έναν δακτύλιο τής Noether κάθε ιδεώδες έχει ελάχιστη, απέριττη πρωταρχική ανάλυση.

(ιαʹ) Αν I ιδεώδες τού R και a ∈ R, τί είναι το ιδεώδες (I : a); Αν q είναι p-πρωταρχικό και a /∈ q, τότε
το (q : a) είναι p-πρωταρχικό (µε απόδειξη).

(ιβʹ) Τι είναι το σύνολο Ass(R/I) και ποια η σχέση του µε µια ελάχιστη, απέριττη πρωταρχική ανάλυση
του I; Τί καθορίζεται µοναδικά σε µια µια ελάχιστη, απέριττη πρωταρχική ανάλυση τού I; αν
I ⊂ P ελαχιστοτικά, ποια είναι η ιδιότητα του IRP ∩R;

(ιγʹ) Αν Z(R) οι διαιρέτες τού µηδενός τού R µαζί µε το 0, τότε Z(R) = ∪p∈AssRp (µε απόδειξη).

(ιδʹ) Αν RadI = m µέγιστο ιδεώδες τότε το I είναι πρωταρχικό (µε απόδειξη) και ὰρα τα mn είναι
πρωταρχικά ιδεώδη, ∀n ∈ N.

(ιεʹ) Αν R δακτύλιος τής Noether και I ιδεώδες, τότε τα ελαχιστοτικά στοιχεία τού Ass(R/I) είναι
ακριβώς τα ελαχιστοτικά πρώτα ιδεώδη τού R που περιέχουν το I (µε απόδειξη).

(ιϛʹ) Ορισµός τού R-module και του π.π. R-module.

(ιζʹ) ∆ιατύπωση τού Λήµµατος ΝΑΚ και του γενικευµένου Θεωρήµατος Cayley - Hamilton. Αποδείξεις
για τα επόµενα:
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1. αν M = IM , όπου I ⊂ J(R), τότε M = 0.

2. αν (R,m) τοπικός δακτύλιος και M = N +mM , τότε M = N .

3. αν (R,m) τοπικός δακτύλιος και M/mM = R/m⟨ā1, . . . , ān⟩, τότε M = R⟨a1, . . . , an⟩.

(ιηʹ) Ορισµός ακέραιου στοιχείου επέκτασης δακτυλίων και πότε η επέκταση λέγεται ακέραια. Αποδε-
ίξεις για τα επόµενα:

1. αν R ⊂ R′ επέκταση δακτυλίων µε το R′ να είναι ένα π.π. R-module τότε η επέκταση είναι
ακέραια.

2. αν R ⊂ R′ επέκταση δακτυλίων µε το R′ να είναι µια π.π. R-άλγεβρα τότε η επέκταση είναι
ακέραια αν και µονον αν ο R′ είναι ένα π.π. R-module.

(ιθʹ) ∆ιατύπωση των Θεωρήµατων ανάβασης, επικάθισης, µή συγκρισιµότητας κλπ για ακέραιες επε-
κτάσεις. Απόδειξη του ότι αν R ⊂ R′ ακέραια επέκταση µε R,R′ ακέραιες περιοχές, τότε R σώµα
αν και µόνον R′ είναι σώµα.

(κʹ) Απόδειξη τού ότι τοµές και πεπερασµένες ενώσεις αλγεβρικών συνόλων είναι αλγεβρικά. Ποιά είναι
τα αλγεβρικά υποσύνολα του k (µε απόδειξη).

(καʹ) ∆ιατύπωση τού NSS. Απόδειξη των :

1. Rad(I) ⊆ IV(I).
2. Αν V1 ⊊ V2 αλγεβρικά τότε I(V2) ⊊ I(V2).

3. Αν k αλγεβρικά κλειστό τότε I1 ⊊ I2 συνεπάγεται V(I2) ⊊ V(I1).
4. Αντιπαράδειγµα: Αν k όχι αλγεβρικά κλειστό το τελευταίο, εν γένει, δεν ισχύει.

(κβʹ) Η τοπολογία Zariski τού kn και τού SpecR - ποιά είναι τα κλειστά υποσύνολα. Ποιά είναι η
αλγεβρική ϑήκη ενός υποσυνόλου τού kn ή τού SpecR.

(κγʹ) Τί είναι ανάγωγο αλγεβρικό σύνολο ; Απόδειξη τού ότι ένα αλγεβρικό σύνολο V είναι ανάγωγο
αν και µόνον αν το I(V ) είναι πρώτο ιδεώδες. Αν k αλγεβρικά κλειστό, ποιά είναι η αντιστοιχία
µεταξύ αλγεβρικών συνόλων (ανάγωγων, σηµείων τού kn) και ιδεωδών τού k[x1, . . . , xn];

(κδʹ) Απόδειξη τού ότι κάθε κλειστό υποσύνολο τού kn ή τού Spec(R), όπου R δακτύλιος της Noether,
διασπάται σε άθροισµα αναγώγων συνιστωσών. Πώς αυτό συνεπάγεται ότι κάθε ιδεώδες I τού
R περιέχεται σε πεπερασµένων πλήθος ελαχιστοτικών πρώτων ιδεωδών ; Ποια είναι η σχέση τών
ελαχιστοτικών στοιχείων τού Ass(R/I) µε τη διάσπαση τού VSpec(R)(I) σε ανάγωγες συνιστώσες ;

(κεʹ) Πώς ορίζεται ο δακτύλιος συντεταγµένων k[V ] ενός αλγεβρικού συνόλου V . Τί είναι µορφισµός
ϕ : V → W µεταξύ αλγεβρικών συνόλων. Ποιός είναι ο επαγώµενος οµοµορφισµός k-αλγεβρών
ϕ̃ : k[W ] → k[V ] (µε απόδειξη ότι είναι οµοµορφισµός); Αντίστροφα, δοσµένου µορφισµός k-
αλγεβρών ϕ̃ : k[W ] → k[V ] πώς αυτός επάγει µορφισµό ϕ : V → W µεταξύ των αλγεβρικών
συνόλων V και W ; Πότε δύο αλγεβρικά σύνολα λέγονται ισόµορφα ;


