
A ry1e7"/ 3^
l.z te Ka 7s 6; K*to(€'r-(K14

8,,t, f, 6.'o, 6 u€-ztrü)-ratu
d?,?p*v /

JN c-, / c---> e
rP

@ To pd s De-/r,riryJ

@ Ä *^or);e, Co,uz46

@nvtlrtr R)o'6ltarc7

Avodu'{zu
--b

Es';ovr1<t
ktulp.ou@t
4, /üoaph

€vö 6ctrytro,

P 
€ ao(

ß 'tro,t

o, r.Jlor) o

o,J,i1o'o.



Mro öroqopenx4 nopäoroo4 tov npollotrxöv opr0prirv.

<og e§r1E:

1

7.L Euvepi r<Ääopcrtr p4tc5v oprep6v

Ag eivor a = 543 xor b = 314 6uo or6poror aprepoi. Eeoppö(oupe rov EuxLei6ro olyöprOpo:

543=314+229

314=229+a5

229=2.a5+59

85=59+26

59=2.26+7
26=3.7+5
7 =5+2
5=2-2+l

Enopövog, o prpöE opr0p65 ffi U.,opsi vc ypoqei

543

l+

543-1,229
3r4 - 3t4
314_r, 85
229 ' 229

229 ö 59

a5 126

59 -ö, 7
26-26
26 _- 57-"-l
7 - t -?
9=r)-L2-2

1+

I
3+ 

-

1

l+_
1

2+-
2

Euvex{ «ldoporo
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H nopämoor1 outrl .l6yerot ouveläg xi.äotrro tou ffi. Mo}roro yro .Löyoug ouvropiog ypäqetor:

543

- 
= [I: r.2, | .2.3, r,2.2].

Optoyrig 7.l.l. 'Evo nenepoopövo ouveXög «.loopo eivor ävog npoyporr<ög opropög trlg popqdg

1

dt*
a2+

qe!
1

I
a"_1 + A

6nou or a1, i = Q,L,2,..., n eivor npqyuo44gigprfuoi ue ai > O, yro i 2

-1S5o 
t a 1, d2, . . 

^., 
o, lryo, o, @ElI.-Iifu 

' 
ouve; oüs «lä opor os.

I qrI^orOlOv ot OptUFOl AO, At, 42. . . . , An elv(tt o^Ot IOUS Oxepotor.

Arööet§n Enoyoytxo r,:g npog n.

Avn=lröre
[ao;ar] =,o * ] = 

aoat *ot a*,cI ar

6qloöi1 ro'1uer.

1. Or npollouxoi
To x.l,oo1ro Ää.yetor

oro nopä6eqgo. tr

Ilopotripr;o4 7,1.3. Eivor rgovepd ön roXrier

[aoi qt, az, . . . , aÄ = [ao: at, . .. , an*1, aa - l,l].

Autö orlpoiver ötr 11 nopooroor; evög p4toü oe ouveXäg x.Läopo 6ev eivor povooqpow4.

Eto nopa6erpo pog ro teÄeutoio peprxö unöLorno, to 2, pnopouoe vo eiye ypoqei 1 + ] onöre
0o eilope xor

543
sla.= [1; |,2,1,2,3.I.2. I. t].

Aurö oqpoiver ötr rc pqxog svöS on.lou ouveXoüg xÄöolrotog pnopei vo L4qOel <orä poülr1o1 og
äprto 11 neprrtö.

IIoporrip4o4 7.1.4.
[ao; at, oz, - . ., an) = lao, [a; a2,. .., a"]l

Trlg npöroo1g 7. 1.2 rcrluer r<or ro ovrimpoQo :

Atö6et§r1. Eqopl-rö(oupe rov oLyöpr0po tou Euxletöq moug öpoug rou xläoporog önrog oxprGög
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Eoro ört royüet yro n = k, örllo64 ött

255

l i at, az,.. . , arl e Q,

To

lao;' at, az, .. . , 41111 = a6 +

'Olros ro nenepoopävo oni6 ouvs165 xÄoopo

lai;a2,..., at+r]

La1;r.z,. .. , at*tl =: I e Q,

onö rrlv unö0eor1 rqg 'poOr1potrr4g enoyr,ly45. Enopävt:g

I ons + r
laalat.az....,ci,,r]= oo+ , =--E 1.- r/s r

töre o prltög oprOpö5

yro03 kS n So ldyeto

napoö€Lrya- To ouveXäg xl\öopo tou p4tou

Or ouyxÄivovteg qurou eivor or

Ca

C4

C6

L
C0

Cl

c2

-[l"f@"e'
. 9-t.l Z-tlq

Zl)
t1

4re z 9!

9l <
t9

l,eo zfr
I . Ä,est
t9

4, ((

Ilapa6ety1n. To nenepoopÖvo orr,\ö ouvslÖ5 xläopo II;2,3'4,5,6] noprotä tov pqrö oprOpö

Ogrogög 7.1.6. Av o p4t65 opr0pög x nopiototor onÖ ro nenepoop€vo onÄö ouvexäS xi'äopo

lao;at,a2,...,a"1,

cy'.=faa;a1,...,ay),

lOU J(,

Fa - 21 
= 11: I.1.1.1.1,1l.Ft i3

I
= [1; i] = I + : = 2

I

IJ
= [t:1,1]= I +---; = ; = t,S

lfT
5

= [r;1, 1, l,r]=:- 1,66

R

= [t;1, i, i,1, i] = : = 1,60
5

13
= [I; L 1,I,1,1,1] = - = 1,625

21
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, 1 , 1] = 13 = 1' 6153846154

. -9' : 1,6t53Ys6tr+
L,, - t2-o--.-.-

r393
972 '
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at Pt -t * Pr-z
akqk t + qk-2

Ar:ööet§q. I.o k = 0, tr = ? = taol = co.

Itok= I.
Pl-arao+1-^ - I 

-t^.^1_^ V
q'- o' - rt'r- c' - l'ro uli=('r'

Yno0eroupe ötr ro1üer yro Konotov k, 2 < k < n,

ck= Laa;c'r,02,...,a1; = * =qk

@o ono6ei§oupe öl roluer xor yro k + i. 'IoXUrl

ck+t = lco,..1,.12,...,..1e,C!lc+t] = lcb;(,tt,Ct2,,..,Clk 1,o,k* 
I 

l,
ak+1

onöre qnö rrlv un6geoq rr15 po0qpotrxl5 enoyc,:yr1E, npor<ünter

(on+;|)r"-r+irn,,
ck+1 =

(ar. + of ) or-r + or. z

a*+ t (ctt px- t + pr.-2 ) + pk- I

a**t(arqt,- t + qk-2) + qk- l
ak tPk - Pk-t Pte.: t/

V
ak+1qk + qk,r Qt+r

tr

Ilapaöetyta. To ouveXeg xLoopo rou x = rr2 eiver [2;3, 1,5]. XXql-rori(oupe rov nivoxo:

Anö rov opropö tou ouveloüg xlooirorog

laa1a1,a2,,..,a"l

dxoupe örr a; € R., i = O,1,2,..., Ko1 ai>0yroi=1,2..--,n.EnopövoEq,>Oyroxäoen)1.

vl/

ai. l2 3 1 5
pkl2 7 I 52
qkll 3 4 23

t, U €uvtp:, ovtt^ C( »,*

7 .1.7. Au ot

C
O(v1tÖPo

ytarca8tk,2<k<ft,töt€ O<k<n.

py,qv,yrcO3k3n,

Po := ao, qo:- I

Pl : arao + 1, qt'.= c1l

Jt d0o)\
oe; kY

+ pk-2 qk = qkqk-t + qk 2

7.1.8. 'Eata at € E laa i = O,7,2,.. . .n rcctl c1i > O yla näDe t = 7,2, -..,n. Au k €
1< kS n ,r.aLrk:= Lar,ar*r....,anf töc toyüet

lao;or,....n,.1 =[a6.a1.....ar r. rn1 - 
r*P'' t I p*t



flöptolro 7.1.9, Ynoaircuyt ört ai,bi Q R, a = 0, 1,2,. -..n t«n ött ai ä l, br )
O, 1,2,....n-1.Auai,b1eZ,ytai =0, 1.2,. ... (n - 1). rcar

lao;ar,...,o"1 = [b61 b1,...,b"].

törc a. = bi, yLa KäA€ i = O, 7, 2,. . ., n.

7.2. IAIOTHTE» ?CN 
'IT?NUNOI\?TON

257

AEö5€Len Ag ovopöooupe

la2,a3,...,anf'

To rr > l. Opoiog ov
s1 = [b1,b2,...,bn]

töre xor s1 > 1. Anö qv unö0eoq äneror ötr

ao + ] = bo + f.rl sl

Avrl = 1rörs do+ { eZouvenösbo*+ a Zäpo,s1= 1onöter<o1 ao = bo.

Avrl>Irötea6+fdZ,ouvsnOg,bo++eZ-'Apas1 > 1. Kor noi.r a6 = b6 6rön xot or. öuo

eivor or peyolüupor oxäporot 3 [oo; ar,. . . , an]. Enopävog oe xo6e nepinroorl loxüel ao = bo Kol
rI = sl'

DuveXi(ouPe enoyoyrxä oS npos n. Av n = 1 töte a6 = b6 xor 1 = al = sl = bl.'E6rlo ört
toxuet yro (n - l).

Anö rqv unöOeo4

[ao;ar,...,an] = [bs; b1,..., b,]

ön:tor ört

lao,lat, a2,.. ., a"ll = lbo,lbr, b2,..., b"]1

xor snopövrog ao = bo Ka1 lat,ctz,..., a"l = [b1; h,,,. . ,b"). ArtÖ tqv unÖetoq qg poO4porrxrlg
snoYü)Yrls toxu8l ö11 ai = bi Y1o Kooe i= L,2,... ,n, u

flcpotrip4oq 7.1.10. To nöpropo 7.1.9 FcS öiver 14 povoötxörqro rrlg nqglorooqg evög npoy

llorrKou oplepou, oe änerpo on.Lö ouüeXög Jaqro, O.offi fo
l/

nöpropo 9o lp4orponorqOei oe enöpevr1 nopäypoqo. Dro enöpeva t6äQra §o XplolFonoloupt
rov or:pBoliopö r4g npötoo4g 7. 1.7.

7.2 l6tötrpeg rcrv ooyßl,wörrucov

I'o Äöyoug opolopopQios rov ftopootäoeo]v S6toupe p-1 := I xor q-r := O.

Atööetfu. Enoyr,ryrxo (,)S npos n. H npötoo4 yron=0,oqoü

qoP-l - Ir,oq-l = 1.
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Arö t4v npöraori 7.1.7 npor<unml ör1
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Qn-lPn = Q"-r(a"p"-t + Pn-) = anpr:.-tqn-l + Qn-rPn-z

Pn-tQn = Pn-t(anQn-t * ln-t) = arPn-rQr-1 + Pn-tQn-2.

Aqolpoupe Korä päärl Kor öXouFe

QnPa-t - PnQn-t = -(Qn tPn-z - Pn-tQn ).
Artö r4v unöOeoq rrls poOqporrxqs rnctvoyfls önatqr ön

Enopävorg,

Qn-tPn-2 - P^4qn-z = (-l)n-r.

QnPn-t-PnQn-t=(-l)rt.

Enopävr,:g

Qn+zPn-r - Pn+zQn+t = (-l)'t2.

Pn+2qn+r ' qn+24rL+r = (-1)"*1.

Arorpoupe xor ro 6uo pd:trr1 p€ en+z ) 0

Pn+z (-I)"*I

-Qn+t 
- Pn+r =

Qn+z Qn+z

Drrl ouviXero So unoOeooups öu to ouveläE xÄäopo [ao;ar, az ,. - - ,a,)
ai e Z,yß xäoe i= O,7,2,...,n

ö4Lo6q örr

Aüöe§1.

1. Ilpoqovcig p", qn e Z, yß :r.der^ n € N. To oupnripoopo rivol äF€orl ouvänero qS npöroo{s
7 .2.1 .

2. Aileorl ouvönelo rrls npöroorls 7. 1.7.

eivor ontr ö,

=?

t':;9,

tr

o

Aüöet§n ArIö t4v npörooq 7.2.1 önerol ör1

'Olros, ffi = ct lKal c!n+2 = C.n+2qr,+1+ gn. EuvendS riXoupe to ono6errtöo.

7.2.2. ha xaäe quotxb nZ O, rcyüet

Pr-r Pn (- l)"
I

Ilöpropc 7.2.3. 1. ln rcaöe guotrcö n > O, LoXüeL (pn, q) = l.

2. H axofioulia (qn)na3-1 dvan yt;ryoiag aü§ouoa.

tr

7 .2.4. Au a = [ooi a:l, a2. , . . ,

Qn+|ct - Pn+t =
(- r;"*t

1*



tldpl('F(l 7.2.6. f0 Kä38 guau<ö apöyö n 2 l, toyÜet

QnPn-z - PnQn-2 = (- 1)n-1 an.

7. 2. IAIOTH'|EE ?QN rYrutAlNOrYTQN

Arööet§1. Enoyclyrxo oS npos n. fto n = l,

qtp_1 - ptqi = ar . 1 - pr . I = (-l)oay,

ro onoio loxÜEl.
'Eoro ör1 1oxÜel 1'1o n = k, öqÄoön ötr

qkqk-2 ' Pkqk-2 = (- l)k-r a1.

@o onoöri§oupe ön ro1üei Kol Yrtr n = k + 1, 6qlo6r) Ört

qk,l'?k. t - Pknqk-r = (-l)ka**r '

To pt*r = d:kirpk+ pk-l Kol to qk+l = clk+rpk+ pk-r' EnoPävog

qk+tpk-r - pknqk-l= (at+rQt + qt-t)Pt-l - (at*rpt + Pr.-r)Qt-t =

= ak+r(q,(P,(-r - PxQt -).
Anö rqv npörool 7 '2 1 Lxou.ue 

et px-t - pt ex-t = (r)k ,

ö4lo8r1 to nöpropo roXüer xor' yro k + 1.

Arö6et§r1. Apeorl ouväneto tou nopiolrotog 7'2.6.

Arööet§q. Yno),oyi(oupe ön

qnt t - Pa = q'P:''2 - P''' =
Qn+z

O oprOlr4tqg eivor (onÖ ro nöpropo 7.2.5)

QnPn+z - PnQn+z = -{PnQn+z - QnPn+z) = -(-1)"+Ia',.*2 = (-l\f,ana2'

T6log,
Qn+2 = +2Qn+t + Qn

r<or ouven«rg to nöplopq ono6ei10qxe.

259

$Y

QnPn+2 - PnQn+2

Qa+z

D

7.2,8, Av a = laot ar, a2, -'. . , ana2] töte toyÜet

(-l)"on*z
Qn+zQn+t + Qn

7.2.6. ln rcäDe quomö

Pn-t Pn (- l)'' -4.

7,2,7, Au oL d1,a2,.,., eiuan getmoi apr.)1toi, 7ör€ q aKonouaia lffJu.r, eiuat Vnoi.

1+r- I " eiuat ytnoiac @iuouoa. Tirtog, anö zo nöptopa 7ag aü§ouoa, evö 11 arcoflou)[a rq,i.r,k..r
rpoxümet ött # a #-t , yte t<äbe k, I '
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'fo qn = anqn-1+ qn-2. Enolrövos

q^ Qn-z

-=An+-=An+Qn-t Qn-t

KE@AAAIO 7, »YNEXIT KAA»MATA

Anööetpy Enoyt:yr«o t,:S npos ro n.

1o n= I, qo = 1, qr = al, enol1övos ä = at = [ar].
'Eoro n > 1. Ynoesrou}re ött roXuet yro (n - 1), 611lo6r] 6u

9E1 = Jan-1;..., a1l.
Qrz

= lan:,an-1,...,a1).
lan-1;an-2,. '.,a1}

7.3 fpopptx6g 6togowrtx6g a§to<äoetg xor quvexri r<läopato

YnevOrpi(oupe t4v

Me tqv po40ero rov ouvelöv xloopärov pnopoüFe süKolo vo ppoupe pio i,rjo4.
@eopoupe 14 6rogawxq e§iooo4

<tX + bY = I,

önou b> 0l<ol (4, b) = 1.

O f a Q. 'Eoror [a6; a1, o2,. . . , a,.] ro ouveX6g xÄoopo ourori. lvopi(oupe öu

P"a.
s^=i-Pno=aQn'

'fo a I p"b xor (a, b) = I ouvanöS a I p". Opoir,:g to b I aqn xor (a, b) = I ouvenöS b I q".
Eüpqr,rvo pe ro nöpropo 7.2.3 roXuer <ot (p", q") = l, onöre p,. I a xot q" I b.

Anö to nopondvr,r ä1oupe pn = ta- en = *b, Ener6i b > O ror qn > O änerol öu q', = 6 1o,
ouvenög ror pn = a. V

o Av o n rilgllgprtos, röre pro.Luoq ra5(rx + br = l)ivor(xo, Uo) = (q"-r, -p"-r

r Av o n eiyqip§qs: rgre -.aen-t + bPn-t = L xot ouvendg pro l,ro4 ,qgd1r7)"iro,
f f*",u"-l=t-c"-"-"p.-»i\

Ita rca9e quorcö aptByö n 2 1 ,

--9!- = lan; an4,. - -, al.

tr

ax + blt = c iyet lüo4 <+ d .= (a, b) | c.

äytt fiüor1, rörc iX€L anepeg früoery. Iönir€pa au (xo,A eiuat puz fiüor1, töc ö?eg ot
5ivavrat topcp€tetra anö oug rünoug:

ba
(xk = -rcs + it, yr = Uo - . t) t eV,.



7.4. TO »\1lEre», KAA»MA ENO» NPAIMNTIKOY API@MOY 261

@eopoüpe tri:po rqv aX + bf = c. Mro lüor1 ouri1g eivor 4 (c:6, cy6), önou (:Q, Uo) ÄÜo4 r4g

ax+bY=1.
nagaö ypa. No unoloyrotei ';:ro luorl t45 6toqowrxrlg e§ioclor1g

63x-23a=-7.

Ipäqoupe rqv e§ioc,:o4 -63x + 23a = 7, öo:r- n b = 23 > o' To ouveyäg xloopo tou -63/23
sivor ro -63/23 = [-3;3, 1,5]. To p2/52 = -1114. EnoPävoS p2 = -11 K(lr q2 = 4' Enioqs'

Ps/qs = -63 /zs, äPo P3 = -63, q=23.

h{t2- %p2 =(-1)3-1 + (-63)'4+23 11 =l'

Mro lüor1 rqs (-63)x + 23' g = I tivol q (t, go) = (4, 11). Apo pro lÜor1 qg oppx4g eivot 4

(xr, yr) = {28,77).
»ro sage pnopoupe vo xövoupe npo§erg pe or:ve1r1 xlooporo og e§r15:

H np<in4 evrolq unoloyi(sr to ouvexög xläopo tou prlroü opr0pou 31,/35' evö 11 öeucp4 ewolrl

unoloyilet roug oulxlivowreg '

7.4 To ouvel6g *löopo evöS nPoYFotlßoü oPtOPoü

Av a eivqr övoE pqrö5 opr0pög' töre äXoupe lön 6ei§er öu ro ouveXäg x"läopo outoÜ eivot nen:-

poopävo.
Ag uno€6ooupe röpo ön o a e R\Q. MnopoÜpe va yporpoupe " -- oo + -it

a1 > I. EuveXi(owog enoy<oyxo ä1oupe

an+7

önou a,. = [ru,.,] xor dn+t )> L. O a d Q, öpo 4 oxoLouOio tc» a1

Enopivt:g, yto xäOe n > 0, pnopoÜpe vo ypotpoupe

ct = [aoi at, d2, - -., An, (tn+t)

11 xor
11 = l6n; a1, a2, . . -1

Or ouyrdivovreg p,, qn onotel,ouv pro o«olou€iq o§P39:-p1@":9"):a51;',, ) l To nrllixoäTffi:ffiffi,ä:'Iffi
Q,n < dn < an+ 1

xot ön a., > 1 Y1o Käee n 2 1. EniorlS rcryuet

O<ql<q2<"'<Qn({n+t< "

rzl xor

1
(xn= An+ 

-,

dwq - Gäa

sage : a=continued-fraction(31/35)
sage: a

lo; 1, 7, 1, 3l
a. conl'ergents ( )

lo, r. 7/8, 8/9, 31/351
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Attööl;Leq. 'Exoupe n6l onoöei§er öu q oxolou0io {ff}^ur., eivor f'vioto ou§ouoa xor ötr 11 oxo-

loueto {ffi}^.., 1ru4oro rpOivouoo xor ötr

Pzx - Pze+t
qzn = sr-'

yro öLoug toug 9errxoug oxäporoug k, 1.

Mä.Lroro, or oxolouOieg iff),.., ""t {#fü},.N qpoooortqr onö nävr,: xor onö xdto ovriotorxo
onö tov npo11:onxö oprOpö a. Enopävog ouyx}ivouv.

'Eoro öu
' P2num_=pSa

ft'* Qzn

KOl
lim P"*I =y>G.n'* q2n+1

@o ono6ei§oupe örr S = 57 = y. Og yvomö,

p2n+1 _ p2a _ (-r)(2n+I)-r 
.*_-o.

Qzn+t qzn Qzn+tQzn qzn+rQ2n S;"

»uvrnöS

ß = lim 4!:t = lim P" 
= y.

n-* q2n+1 "'* Qz"

Dr4 ouv6yero öxoupe
1

dn+lQn 'r Qn-t

To
dn+rQr* q,,-l > [d',+l]q'. + Qr.-r = an+tQn * Qn-r = qn+l'

»uvefl6s
1lq"-ap"l<-.

9n+r

Iaxuet
I Pnl lPn+z P"l o,n+2 an+2
tu- 

-t 
>l" q"l - 1q",, a"l ea-29" (o.n+zen, r + en)en'

To an,,2 = [an*z] ] 1. Enopävc,.rg.

111
$qn- Pnt / ---------'----i- - 

--

'"' ' qn*, + ,le^ Qn+r * Qn 
' 2qn,t'

aqoü g,.11 > qr,. a

7.4.1. ln ug äptttg ttyig tou n ot TOU CI

aü§ouoa aKofrouEia q oroia ovyrcf,ivel @o a.
ln rE neptttög ttyig tou n, ot n-&ä9 ourynioeq amnetroÜrt ytn Wion @lwuaa anolovöia

oroia ouynlivet oto ct,. Enntfiiov rolÜet

11 1
: < <lqnc- pnt < 

-.
2ct^-t O^-t I d- O.-r
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Ilopcrrip4 or1 7,4.2. llpoqovög roXrier

263

i
1,1,, I p"l -. oeou,t,,.t > en.qn

^ len_rd- pnrrl I /q".2 en.r - en
I q-u- p" I L/(.q". r + q,.) q,."2

oqoü a,.*2 2 1. Duvenös
I lq,*r a - P, rll

L(, - l-1.
I lqnri - pnl l

Aröö€Len. To

cln+ta - pn+1 = ((r,n-ter + e"-t)ct - (an+rpn +p" r)= ai+r(qnd - prJ+ (e"-tu - p".t).

Dnop6vrog
(q"-tct - p"-t) = (qn+ra -pn+r)- a"*Äq"s - p").

Anö ro fiöpropo 7.2.4 npoxünrer ön ro (q,,;14 -p,.11) xot 4,.1(q,.r.r -p,.) öXouv ovti0eto npöor1po.

Apo,

l4n-tct - p"-tl = len+ru - pa+tl+ anal)c1nu - pfi.

Anö t4v npörooq 7.4.1 npoxl:nrer ötr

Qn+t * 9n

an+zQn+t 't Qn

<l

Ilnp<rtrfp1o4 7.4.4. To öpto rcov ouy:c\rvövrcov avög oneipou (onlou) ouveloüg <tr äopotog läyetor
z4.rri ourou .

Av yro nopä6er1po « = lli 1, 1, 1,...], röre

1

l1;1,1,1,...1

onöts

-,_1+\6
2

Or ouyxlivovteg ff eivor ro nrflrxo rr,:v opLOFöv Fibonaccl flt'.
flpoyporl. yto n= O. * = ? = + = ft
Yno0äror:ps örr rcrlüet yto k <or yro k - 1, ö4loön,

Px _ Fx+z -,^. Pt' : _ Fl-+ t

alk FL* r Qt t FL

1

ü

7.4.9. fta Kdi)€ auorcö aoöuö n, n2 2 rcyÜouu ot

lq"-ta - p"-l = anlqfta' pr,l * l9n+ra - Pn+ri,

lq"a - p"l < la"-ra - P"-rl

1con

Ilq"-p - p"-
an=I ; - -

I lQna - Pnl



264 KE@AAAIO 7. EYNEXH KAA»MATA

DXrlpo 7.4.1: Dulxtrivowag oqv 1puor1 ovo-Loyio.

Ener6q (pp, qp) = I xot (Ft+2, Ft+r) = l, öneror Öüpk = Fk+2 Kol qk = Fk+r Koeös KolPr-t = Fr*r
Kcrl qk = F.1. EnoPävr,:g,

pk+r _ ak+lpk +pk-t _ Ft+Z *Ft+t _ 4k+r)+2
qk+l ok+lqk+et r Ft*r +Fk qk+r)+r

roluer xor yro (k + 1), äpo yro xäOe guor<ö oprOpö n. To öpto

ti_F,*2_1+v5.n-o Fn+l 2

Ero npöypoppo sage nopoxdto uno.Loyi(oupe to cuveXäg rLoq-ro rou opr0poü f xor orq
ouvöXero unoLoyi(oupe rrlv oxouLouOio rav ouyxfuvövrcov t4v onoio xar (r,:ypoqiloupe.

Ilpördo4 7
yö.

Arööet§q. H onö6er§q §o yiver pe onoyroyri mo ürono.
'Eorr,:a=laoiat,az,...,an,...f,aieZxotai)I,yroi2l.OaeivotroöprorrlgoxoÄouOiog

rorv ouyxLrvöltr,rv. Anö rqv npötoor1 7.4.1 npoxünret ötr

o.1.,-&l . 'I q" i Qn+tQn

Avo«4rovprpog,a= !,A,ceZ,(b,c)= f töre 9o eiXape

c
o < lbq" - cq"l < 

-
Qn+tQn

c=continu ed_fraction [ {1+sqrt (5))/2)
\'= [ti, c. convergent { i ) ) for i in range(tO)l
P = point(1', rgbcolor=(O,O.1), pointsize=4O)
L = Iine [\'. rgbcotor=(O.5.O.5.0.5))
L2 = line{l[O,c.\,alue[)].(lO-l.c.valrreO)l . \
thickness=O.b, rgbcolor = (0.7 , O,0))
I L+L2+P ] . sho§' (rünirl=0,].'min= l )
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Ener6rl 4 {qn}nE11 eivor yvioro ou§ouoo oKo},oueio oKöpolov, unopler n e N rörolo öore c <
qn+tqn,6nla6rl 0 < lbq" - cpnl < 1, ätono. tr

Ilopotripqo4 7,4,6. Ar.d to nöpropo 7.1.9 npol«Jnrrl xot q povo6r«örrpo rrlg nopoocoolg.

fiapaöelwa. To ouveläg r<Ääopo rou

rE - trl 1.2, |.2,1,2, . ..1 = tlrt2-1.

Ds enö;rev4 nopäypoqo go unoLoyiooupe ro ouvelög KLdopo rou e. Euyxexprpövo So ono6ei-
§oupe ötr

e = [2', t,2,1, t,4, 1, 1,6, r, r,8,. . .]

611loö4 ört ao = 2 Kqt ylo xäOe m > I, ^= ag^-z = I evdr ag-+r =2rn

q tatolol aot€

Arö6et§7. Anö r4v nopoqprlorl 7.4.2 npor<ümol ör1 ylo öÄous toug rüproug ouyr<fivovreg {fr}
royüer q oXöor1. 0

7.6 H pdlttoul rrpooäyfroq

H §eopio rr,rv ouvelöv xLoopärov onorelei pra e§atpenx{ p6.0oöo npooäyyroqg npoy;:onxöv
oprOprirv pe p4roug. To yevxö npö6lrlpo eivor ro neprelöpevo evög x.LäEou r4g 9ectpiog opr0pöv
nou .Läyerol 4ro@ auurcr1 rpooilrytoq ( Diophantine Approximafion)-

H xloorx1 9ropio rqg 6loeovrr<r19 npooö1.yroqg Xprlorponorei errög rrlg §sorpiog to:v ouveXrbv
kl.oopotov xor ortög rov oerpöv Farey xo0ög xor to o§iopo rou Dirichlet 11 oMrög ro «o§iopo
rou neprorep6vo,.

Opropdg 7.6,1. To xLöopra f (q > O) läyeror pto xa.l! npooiynoq rou « e R., örov yr.o xoee q',
1 < q' < q xor onoroö4nore p', lo-Xur1:

.lq'a - p'l > lqa - pl.

Ilopat{p4or1 7.6.2. Av to p/q eivot pro xo-tr4 npoo6yyrcr4 rors a rörx ro p/q eivor ovoyr,tyo.

Arööe{1. ev d:= (p,q) > 1r<orp= dl ,q= dd töm 1< 1<qxor
lq' a - p'l < lqa - pl = alq' ct - i I

ärono, oqoü d > I. tr

7.4.7 Aucte röte u1dpxouv

lpl 1
ld--l<-.
I ql q2

llpöraon 7.6.3. Ot :rcatrig trpoo€yytoelg rou ct € R\Q eluar oL ouyK.niuoureg loäl,ur, ,"u
anfloü ouueyoüg Ktraoyarog auroü.

Aurö orLpaiuel ört, yn rcäöt n Z l, au wyüet

Itxt - al <lq"a* p"l,

töu rcanduäwcn b 2 q""t .
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Anööet§1. Ero npöro prlpo §o onoöef§oupe ön pro xol4 npooä1"groq rou a etvor xot' ovoy<r; pro
rupro orip<.l,ro1 rou a.

'Eoro.Lornöv ötr $ oväyo:yo xloopo (a, b eZ) pe b > 0 ro onoio eivor pro xo.L4 npooöyytorl
rou cc. @o ono6ei§oupe ötr unäp1er n € N üroro9 6ore

aPn
b- qn'

Av unoOiooupe ön * < P = cq1. töreqo'

la - aol <[ - 9l = lqoa - pol < lba - al,
I Dt

xor enopövog o f öev eivot xo.trr1 npooäyyro4 rou a.
'Eotco röpo ön f; > ef . Enopövcog

la I la orl I I
l; 

_"1, 
l;_ ;l = bq,=tba_"|, q

To pt I I pr pt pa Ptqo - Poqt t
- =LOolAt)= Aot- -Cio= -qr at al qt Qt qo cbqr qoqt

O a ypoqcrar
In= + l].

lApo
t1lb«-al>-ä->l«-aol.Qt dr

ätono- Av näi.t Pn-r a Pn

q^-<i< q,'
töre 1 , la p"-r I lp" p"-tl 1

bq"-, t li- s,-, |' lA - q,-, I = qs"-,
Enopövog, b > q". Enioqs,

I lo-,, al I al I
: s l""' - il<la- :l=lq"a-P"l< 

- 
<lkt-al.

bQn.t lQnr I Dl I ol 1nr r

<or ndLr orono.
Arro6ei§ops ötr xäOe xol4 npooäyyrorl rou « 9o npäner vo eivor pro xupro ouyxlivouoo outou.

To owiorpoqo §o ro onoöei§oupe enoyroyrxä.
lro n = o, P = ao e Z xotro q6 = 1,6{loö11 6ev unäpxer q, 1< q< go. »uvEnös rl npötoo4'qo

eivor oÄ40r;E yro n = 0.
Yno0öroupe ön eivot oi4Orlg, yro xänoro n > 0, ö4loört öu o ff eivor pto xoÄq npooöyyro4.

@o ono6ei§oupe ro i6ro y1o rov ffi. eoro g o tÄäXrcrros cKöporog > qn t6rotos öott, yro xänoro
p, vo loxuel

lqa-pl<lq"a'p"l.
Av rripo 1 <q'<q 6roxpivoupe öüo neprntöoerg.
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Av q' < q,,, röm oüFeövo ps rqv unöOeoq rrlg poOqporurlg enoyoy4E unäpyer p', tiroto öoce

lq' cr * p' | > lqc, - pl. Av noÄr q,., 3 q' < q. 6rc lq' a - p' | > lq"r.t - p"\ > 1qa - pl.

Aurö o4poiveL ön ro I eivor eniorlg pro <o-Lr1 oryx-trlvouoo. Dupgrovo pe to npöro päpog rqg

onööar§r1g 9o npönet to f vo oupnimer pe pro xüpro ouyr\ivouoo. E§ opropou rou q. önetor ön
q = q.*1 xor reLrxo 

,A = ffi

Anö6€Len. 'Eoror q = q,.,. Eivor yvoorö onö tqv npotooq 7.4.1 öu.

t
^ < la"-ta - P" ).
zQa

Arrö rrlv npöroo4 7.5.3, iloupe örr o ffi eivoL prro xo.\r1 npooä1rytoq rou a. Ener6rl 1 S * a q,,,

änetor otr

1e,'.-rrr - p,..-rl <.lma - m'1,

Arö6et§q. Dupqovo pe ü)v rpörooq 7.5.3 oprei vo onoöei§oupe ötr f; eivor pro xo.Lq npooell,roq
tou c. 'Eorr,r fi r\oopo, d> O, ä + f; röroro öcra

lcl'r - cl < lh, - ar - :!.'2b

I lc cLl I cl I .rl L l b-rrl
- 

< l- - -' < lt r - - I + I r - -l 
-

bd - ld bl - | dl l-. bl - zbd 2ü 2b2d'
fuo, 1 b+ d

=b<d.bd 2b2 d
önÄoöl o I eivoL urq xo-L4 npooö1/Loq tou a. c

H enöpev4 npötoo1 liog 6iver oxpr66mspo rppolgo rrlg prpqE npooö1yror1g evög npolgori<ou
(äpprltou) opropoü «, quor<ä r»g npoEto peye6ogtou nopovopoorrl tou x-\äoFotos. Duyxexprpävo
roXüu ro :

yro xonoro m' e Z.

10

flöploFo ?.5.4. Avf, eivat yrc rcüpn ar'Wtron roua €.R\Q .rcc.Lme Z, 1< m< q.rörE

I

-<lma_m'1.2q

Käftoto m' € -,/,

7,5.5. Auantiuat ivo auäyayorfiaopa.b >O t<aL titoto inte

I al I

)- El' ,w'
töu rc f; eivat pta rcüpn oü1,tctrto4 rcu u.

7,6,A (HürwltzL Au {r e unapxouu on€pot ptlToi aputltoi f; retotot aorc vo toyütt

lal 1l.t__l< _
I bl b2.
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Arööet§1. Aurö nou §cr onoösi§oupe eivor ön qnö rp:rg, onorouoöqnore ouyrdivoltes rou npoy-
porxou opt0lroü a, touLolrorov ävog onö ouroüg eno.Ä40euer r4v ovroörrpo. 'Eoto

^qnt" := 
s^-t'

Av 4 npog onööer§4 avtoörqto 6ev roXuer yro roug or.ryx.Livovres ffi "ar ft 8o ono6ei§oupe Ötr,

oe övo npriro prlpo, töre xot' oväyxqv

t^+ t;t < ',/5.

Aeou yro toug ouy<.\ivortes ffi xor fr öev roluer 11 ovroörqra, öXoupe:

I p"-rl I pnl- I I
tu _ _l + i(a _ _t z ___:---__-__= -T _l- q"-,I'l" Qnl-,z-,..l1 & ''15'

O a, cog 1.v<,:otöv ppioxetor ovopeoo ong trpäg ffi xor fr. Enop6vr,5

1,, - 
p::rtl* l, - &l= lr"-' - r"l= 'I q,-r I I q"l lcl"-r Q,l Qn 1Qn

Euvöuo(ovrog ng 6üo oX6oerg äXoupe :

'l 11
an-ro" - fi-rll1 s7l15

onö r4v onoio nporünter qn 
+ 

q^_t < \,18.
Qn-t q"

To oprorepö pälog rrlg ovroöt4rog eivor ävog pqtög crprOpög, evö ro 6e§rö äppqrog. Enopävog

l,+ t;l < 16.

Dr4 owä1ero uno0äroupre öu q npog on66er§r1 ovto6rqro 0ev roXÜer yro rperg öto6oxxou9 ouYxLi-

vow€§ pn-r 
, 

P::! 
, 
Pn+t

4n-t Qn Qn+ t

xor 9o xoro-l{§oupe oe ätono.
DupQü)vo pe to npcöro päpo5 145 tnÖöer§4s Öloupe

!n+ t;r < V5 xor ?,.*1 + i;], < G'

Enetörl t,. > I yo <ä0e n, onö ng teÄeuroieg ovtoör4reg npoxürrret ön

s;' ';({s- 1)xori,,-r. jtVs* 11.

'Opog, ro
/,r*r = b - an+tQ..t Qn-r 

= an*t + lnl.q" Qn

TsLrxä,

| - I - | r - I. r=

;f 16* tl ) lnal = an.1+fl' > an*r + i{Vs- I) > I + r(v5- l)= -(Y5+ l)'

o10IIo.
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Anööet.&y. @o ofloösi§ouFs ön unäpXer <onorog npa11rorxdg opr0pög yro rov onoio n 16 6r,
pnopei vo q\4lxqrqorcrOei «nö onoro0qno-ce peyo-Lürep4 ripq. Ilpä1gorr, äorr,l a = ,lt 16 + t)
To ouveyög xloopo tou c eivor [I; i, i, 1, I . ..]. I.o xooe n ) O, qno6eu<Weror erraycoyrxä öu ov
s = l l : 1 . . . . . 1 . .1,r 

1 
. rörc«n - §{.Iloporripqote öLr

,,n+, = (un a,i-l = t+ ,J ' = 1, G* 
',.J

Topo=qo=ql=lKcl1 pl = q2 = 2. Enio]ls

Pn = pn-r + pn,2 Kq1 en = en_1 + en_2.

Enayolyrxo ono6erKvüerqr örr yro xogs n > 1 lo-Xlel en = pa-t.Enopövog,

1;- Q, I - ,:- Qn-r I V5- I

Ko! 
n'e Prr-, a 2

I o.,r 16+t V-s- r
lim lcr-,, + _i_____:l: _ +_= v5.,,-"\ q" ) 2 2

Av röpcr c eivot pra onoroöqnore oroOepa, c > V5, töre q ovroöt4ro

Qn- r(ln+t * 
- 

) C,

ro-1üer yro nenepoopövo [ro nolü) n,\q0og trpöv rou n. Enop6vog, oüpqctvo pe ro nöploFo 7.1.9

pn tin+tpn + pn-r pn -@"p"-t - P,-tcl,,) (- 1)"nt
qn Gn+1qn + qn-r qn en{aa+ten + en-t) q,,(.«,r*1qn + qn 1'1

onöre 11

I p"l I I

'-- q. ' qt l,t",t * \i) cq:,

roXuer yro nenepoopävo nlrlOoE n.

»uven(5g unapXouv nenepooprävou rr,lqOoug p4toi f; ot onoior enoÄr10eüouv tr;v ovroötr1to

l"-gl.lI bl cb2

Apoü $ < ;rL xor or:prqovo pe to nöpro;ro 7.1 .9, ro <Ääopo f oupnimer pe xonorov ouyxÄi-
vorto & tou tz. !

at

Iltrpctrip4o4 7.5.8. Eüpqr,:vo pe to §eöp4po rou Llunvitz q 6roqortrxrl ovroörqto

xl c"-tl'r
öyer onerpo nÄq0o5lüoeorv ov o a € R.\Q, n = 2 xqr c = {. Tr yiveror öpoE ov n > 2; Ta
rpcxlpq ourö $cr pag o6qyrloer oc enöpevo Keqätrqlo oq pelör4 rcov unepOouxciv aprOprciv xor
rqv crno6er§r1 tou nenepoopävou tr,rv lüoeov xLäoeov 6roqowrxöv e§rorboerov.

7.5.7, H ELUAL


