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(o') .F.,,2 - -Fn+3I;-s = 4(- 1)"*1, yro xooe n ) 4

{e') Fz"-r =P?+F1 r, Yrox6oe n2 2

Av p e F, p = 4k + 3 töre q a2 + Ü = Omodp ouvenäyetor öu p j a x«r p I b (Anoöeifte ro tt

öelreire ro!). No anoöei(ere önovpe ?, p = 3mod4, töte yro xäOe n 2 I roxÜe1 p'f &"-1-

No onoosi§ere öI1 ro ywdpevo Fzn tFzn+s ypoqeror og ooporopa öÜo relpoycsvclv.

@er,rprlore xoto-Ilqlrl unoxolouOio tqg oxolou0ios Fibonacci xor ono6ei§re Öu unäplouv
onerpor npöror rr15 popQrls 4k + 1.

No onoösi§ere rrlv tourörr1ro

(F,.F,,*s)2 + (2FnaF*,2;2 = F].*".

Etrl ouvriXsro vo uno-loyioste 5 npotopyrxÖE nuOoyÖpaeg tprÖöeg. Tälog vo onoöei§sre ötr

o opr0i:öE FnFn+rFn+zFn+s eivor närtote tp6o6öv op0oYoviou rpryövou.

7.

8.

10.

6.4 Axolou0teg Lucas.

Dtrlv nopäypcrqo cn:tr1 So yevueÜooupe ro npoqyoÜpevo onorelÖc4roro. Or runol Binel, röoo lov

opr0pöv Fibonaccl öoo Kol tov oprOpöv Lucas, ouvööovrot opeoo pe roug opL0poÜ5 o = ]tt' *o,

ß - -* or onoiot civor ot pi(tg rou 6tuttpo6ä0ptou noÄucovuprou I - x - l. @scopoÜP:c ÄornÖv

8üo oxöpotoug opr0poüE a, b 61öQopou9 rou pq6evö5. Or pi(eg tou noluovÜpou f - at + b = O

, "+\rD ^ " ,,6
e1vql d = .- l<clr JL, = -U- ' önou D = a2 - 4b 11 6roxpivouoo tou noÄuc,:vupou. flpoxelpövou

vo clroQuyouFt rrlv rörä(ouoo nepimoorl rqg örrr,\r19 pi(o5, unooeroupe öIl 4 Droxpivouoo D + O.

Enop6vo5, n+fi = s' a-ß = "lo rat ufi = b. fro xäOe n ) o opl(oupe öÜo oxoÄou0ie5'

U, = U,(a, ß),. Kol y^ = V"(4,3)',eir cos e§rls;

on-ß"
U" = U.tu.ßl = 

- 

xor V. = Vntü.ßt -- tt" + ß'n-11

Or oxo,louOieg U = (U"(:a, ß\)nei I Ko1 y - (V"(a,3))netr 9o Ädyovcor [nprirq ror 6eÜtepr1

o*i*o,xqi,*49ry,bs !y po§. .3)
-_ 

eiro, ,povepo örr, Uo(c,l) = O, Vo@.ß) - 2 *at Ut(a,ß) =
6romorrävetor öu yro xäOe n 2 2 roXuouv: .r;

,/ bu>
U"(a,ß) = aun-r - bU" z,v"(a'ß) = aVn-t - bVn-2.

Or ouvqOropävor oprOlroi Fibonacci xol Lucas npor<ümouv o:5 er6xq nepimtoor; fnpötq
öeürep4 owiororlo) ulg oxol'ou0ios Lucas oS npoS ro (euy«pr (4, b) = (1, *1).

Enerceivoupe toug öeirreg Kor Y1o opvlr1KoÜ5 oxÖporoug äror ti:ots ol ovoöpopxoi rünol

ouvelioouv vo to-Xuouv: U "-- -#U" Kol V-, = #y,, y," xo0e n ) 1.

I6r6tqteg »trl ouv6xeto ovogipouFs, Xctpig onoöci§erg, peprx65 rörörqreg rclv or<oLouOlöv

LL',) iii-, (0i )b):ll, 'i )

7, vt@,ß) = c, +3. Enioq§ eriKotro

d, \t; g''' 
-'jt 

drs

KAt(dl)
vo

9.
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H npöroort ouüi qnorE.Lei ywiKeuo4 rrls npörqorls 6.1.11. §o trlv ono6si§oupe oe pio e16ürl
rcpimoo{. Euyxexprpävo §o onoöei§oupe ön

Arö6e$r7. H onööer§4 aivar öporo pe rqv npötooq 6. 1.8. YfloloyiSouF€ rov örc)wFlKö rüno yro
ug öuväperg

or"-k {ök

.r" = [" =6')^ = r-. i{:)",--(-r)kvDk.\ 2 ) kLl=o\kl

Anö rou5 tünoug rou Binet npoKünrE1 ör1,

""=":--i" =2-n+1 I (X)""*"=
trr,".,tz

fldJon.l.o.orä(oupe Kol tcr öüo p6Ä1 pe 2"-l xor Söroups n = p + 1 onöre nqipvoupe .,...i

2puo*1 = tfrl1)or*r-rp?. ,,','"'-'
^"f"*,\ 

t /* ,/!, f. . i'

Eivor 1rucoorö ör, (1r) = Omodp yro xqOe k, 2 
= 

n 
= aiflu"rp6vog, ov ro ÄoBoupr unöq4 xor

EQqppöoou1rE to (prxpö) OeöpnUo Fermat. 6xoupe : 2lJp+r = a(l -; p# )modp. Ynev0upi(oupe " - a
ro @eöpqpo-rou Euler, xorrqv unöOeor1 örr {f,t = -l onöro onoio nporümer öupl Up+r. tr

To nro yevu<ö cnorätreopo eivor to oxölouOo: @eopoüpe ng oxolou0ieg Lucas U = (Un(a,f))"en

"ctyy = (V"(a, fi))n€rl oS npos ro leuyopr (a, b) xor Ömr,: p övog nepttrög npcirtog opropög.

Drlpeiooq. Or oulypoqei5 Cranda.ll,
rsÄeutcrio oXäor1 opxei o nepropropög
yrvöpevo bD.

Pomerance [8] Kor Song Y. Yan
o p vo eivor neprtöE npötog o

[9] Seopouv öu yro rrlv
onoiog vo p4 6rorpei ro

6.4.3. tötx p I Up+t.

6.4.4. 1. Au o p öeu ötanpei to a xat 5tatpel rc b, rbu o p öev 1nnpel to Un

n > 1.

2. Auo p fintpel rc a rcan öxv önnpei o b, rcE o p öntpei rc u^ atrptßög zöc ömu on
aPtlog.

3. Au o p ö€u &anpei to ab ran önrpei rc D, töte op dnnpel rc Un aKpL6öS L&e ötav pl n

4. Arop6suöwpaircabD,
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Av röpo s > Vi + I röre, yro xäBe npöro 6ropörq p tou n äXoupe

p+ r >p-(!) 2 ", '6* r.
\P I

§qlo6t'1 p > fi. au o n t'1mv oüv0etog töte §o aiXe Övov toulältorov nprirto nopäyovro p < lÄ.
Duvenög o n eivor nprirtog. n

noÄu npornxö Kor vrarapplvtorlr<ö test ntoronoino4s
,eifr .5-Iucas 

"iy"filä-G-i5ro--iö-T876-fr 
, o

@cr K.Äsiooul,re rqv nopoypopo pe 6vo nolu n
npör<ov nou oqopo otgug op1gpo,95 Mersenne.
Irtsrh-ei-oill?jnoiqoe tri pd0oöoto 1930.

O Lucas eile r4 Paot§ r6Eo ro

Optop6g 6.6.7. H oxol\ou0iq (S")n e N 11 onoio opi(eror onö tov ovo6popu<ö rüno Sr = 4 xor

s^+r = S? .- 2 9o l'äyetor arconouata tau Lrrcos'Lehmer.

Arööet§q- H 16äo uls onö6er§qg eivor vo ovoyoyoupe to npÖ6lqpo orq pslät1 ptog oxolou0iog
Lucas. To nl,eovErrrlpo eivor ött yvopi(oupe opxstä5 r6r6qreg quröv ünv oxolou0röv. H oxo-

loueio autrl §o eivot q (Un)neir, (V,')nen oS rpos ro (euyäpr (4,3) = (2'-2). EnopÖvog, D = 12,

a= l+ VSxor b = f - i5. Ioxuer ön

/s\U"=l-lmodp' \p/

V, = 2modp,

Yno0öroupe rri:pa ötr ylo p > 3 o oprOpö5 Mp = 2p - I eivor npötog.

o Sp-r = OmodMp. Ener6q o Mo eivor nepuö5, q reÄeuroia rooupio eivor

22o"" Sp-t = OmodMo.

|ro xoOe i > l opiSoupe 4 = 2(2tt)s. »uvtnöS,?t =22o5, = 2'4 = 8 xor

KOl

öeire [7, oel. 491.

@o onoöei§oupe ört
1oo6üvoFq npos Irlv

I+r = 2(2(t*r)-t)s. *, -- (zr'-')r[s? - 2] = 122*t g,f - 2(2r+r) - T! - 2tzt+rt

Enop6vog, opxei vo ono6ei§ouPe ötr

To-1 = 2e'-t\ So-t = omodMp.

Al}'o & = 4-t - 4. zlzn' *t). Eneröi Mo = 2o - 1 = 7mod8) önetor Öu trtl = t. Anö ro geöp4po

:ou Euler nporünrer ötr

2ze_,_t _r+ =(+\= rmodMp.
\Mol

Enop6vr,5 opxei vo onoöet§oupe ön Q = -4modMr'
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To onoio o4poiver ört o M11 = 2Lt - | = 2047 6u eivor nprirroS' llpoyport 2047 = 23x89. lß
p = 13 dxouFs

(1,14)
(2, 194)
(3,4870)
(4. 3e53)
(5, 5e70)
(6, 1857)
(7, 36)
(8, 1294)
(e, 3.170)

(10. 128)
(11,0)

To ofloio orlpoiver ötr o M13 = 8191 eivqr npötos.
flnpcr4prioarg:

o 'OLol 01 npöror oprOpoi Mersenne 6youv unoloyroroi oüpQovo ps to nopondvo xprtqpro.
npöros o Lucas onäöer§e oto 1876 ötr o M12z eivor nglxog, evö o ,4467 eivot or5vOetog. Äiyo
opyörepo o Perwuschin, onö6er§a ötr o M61 eivor npötog, evö o Lehmer mo 1932 onäöer§e

ö-"r o M2s7 eivor oüvOetog. H er<ooiq rou Mersenne 4i!ötr eivar npötog.

o H 6ro6r«ooio nou eqoppö(eror eivor 4 e§r19: Enüäyoups ruloio övov np<irro oprOpö q xor
oq ouv6leio elöyXoupe pe päor1 to xprrlpro ov o ovriotorlog oprOpög Mersenne Mq = 2q- 1

eivor npörog. @uorxo pnopoul-re vo epyooOoupe nto ouolrlporlxo xot vo näpoupe ö.Loug

rous np6rous rous plKpörepoug onö xänoro ouyxexprpdvrl np4. fIpw onÖ t4v enopl ro:v

q.trempovrxöv unoloyrorri:v outö eile yiver päXpr ro 
= 

127. D4pepo, to onoröÄeopo ourÖ

eivor yvootö, rouÄolrotov yro 1283OOO0. Ouotxcr ov oupBei yro xänoro np<ito q vo ro;Üer
p'.= 2q+ 1, töre, o5 lruootö, ro-xuer p I Mo, SqloöI1 o Mq tivol oÜvoeroE.

To Project'The GIMPS", Great Mersenne Prime Search eivor ävo npÖypcrppo xoto-
vepqpävou unoloyropoü nou Xprloqronotti t4v unoloyrotrKri rov unolopmöv e0s-

.Lowr,5v npoxerprivou vo ovol4tlioet npötou5 optOpoug rot Mersenne

Ilapa1eiytaza: , \)
.- -.2)r

. I-ro q - 7. urro.\oyi(oupe r4v oxoÄouOio S, yro i = 1.2,...,5--V 6 xor ö1oupe: 51 = 4.

52 = l4modl27. $ = 67modl27./Sa = 42moc1127'55 =(lt\nod127. 56 = Omod 127.

Enopivog o M7 eivqt npöros. \ /

lro q = 11 äXoupe M11 = 2047. Yno^oYi3ouFe Sto = 1736(mod2oaT r<or oqrnepoivoupe
ötr o M11 6ev eivor npörog.

I'o q = 13. Ener6q or oprOpoi peyo-Lcbvouv eivor nto erlxolo vo epyo(öproore o[o 6uo61Kö

oüorqpo. Eöö ono6errvueror ötr S12 = OmodMrs) 4 Ötr o oprOpög MrB eivol np6ros.

Drlpeioorl: Eüpqovo lr0 to öeÄrio runou rrlE leppovtrcrlS Mo0qporrxqg Erorpetog r45

pe lpepopqvio 27 /9/2OOa, oto n-l.qioro tou npoypoppotoS {GIMPS), äXouv ppeOei
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6.6 Aoxrioerg

1 . No ono6ei§ere lE r6rörqreg onö {6.3. 1) pöXpr (6.3.9)

2. Opoiog onö (6.3.12) ptxpl (6.3.15)

3. Opoiog yro trg [6.3.16) ]ro [6.3.19)

4. No onoöei§ete örr yro roOe n ) 2 toyuer 11 rooupio

L2" = 7modlO

5. No onooerltei öu yro xooe n 2 1

2"Ln = 2mod1o

6. N« onoöei§ete Ötr I-a1 + 1,.-r - 5F" Yro n 2 2. Dupnepovete ö1 5.f 1,,, yrcr n 2 1.

7. Av m = nl3 - n xot n > 1 vo ono6ei§ere ör1 3O29O | 4,.. [YnööeL§n: No onoöei§ete rrpöto
ötr a13 = arnod2?3Oj.

8. fro t<äOe n> l vcr onodei§ete otr t8 1F,,.,.11 * Fn.,7-t 8F.a5 + F,,,3 + 2F.,.
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