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Φυλλάδιο Ασκήσεων 6

Άσκηση 6.1 Έστω a, b ∈ Z, (a, b) , (0, 0) και d = μκδ(a, b), m = εκπ(a, b).

αʹ. Δείξτε ότι ⟨a, b⟩ = ⟨d⟩.

βʹ. Δείξτε ότι ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = ⟨m⟩.

Άσκηση6.2 ΈστωR δακτύλιος, I ιδεώδες τουR και n ∈ N. Συμβολίζουμε μεMatn(R) (αντίστοιχαMatn(I),Matn(R/I))
το δακτύλιο των n × n πινάκων με εγγραφές από το δακτύλιο R (αντίστοιχα I,R/I).

αʹ. Δείξτε ότι το Matn(I) είναι ιδεώδες του Matn(R).

βʹ. Δείξτε ότι η απεικόνιση

ϕ : Matn(R) −→ Matn(R/I)

(ai, j) 7→ (ai, j + I)

είναι επιμορφισμός δακτυλίων.

γʹ. Αποδείξτε ότι Matn(R)/Matn(I) � Mat(R/I).

Άσκηση 6.3 Έστω p πρώτος αριθμός.

αʹ. Δείξτε ότι το σύνολο
Z(p) =

{a
b

: a, b ∈ Z, (a, b) = 1, p ∤ b
}

είναι υποδακτύλιος του Q.

βʹ. Δείξτε ότι το σύνολο
pZ(p) =

{a
b

: a, b ∈ Z, (a, b) = 1, p ∤ b, p | a
}

είναι ιδεώδες του Z(p).

γʹ. Εξετάστε τον ομομορφισμό

ϕ : Z −→ Z(p)/pZ(p)

a 7→ a + pZ(p)

και δείξτε ότι Z(p)/pZ(p) � Z/pZ.

Άσκηση 6.4 Έστω A ο δακτύλιος των ακολουθιών ρητών αριθμών και C το σύνολο των ακολουθιών ρητών
αριθμών οι οποίες είναι Cauchy. Επίσης, συμβολίζουμε με N το σύνολο των ακολουθιών του A οι οποίες συ-
γκλίνουν στο 0.

αʹ. Δείξτε ότι το C είναι υποδακτύλιος τουA.

βʹ. Δείξτε ότι τοN είναι ιδεώδες του C. Είναι τοN ιδεώδες τουA;

γʹ. Δείξτε ότι o ϕ : C −→ R, με ϕ(an) = lim an είναι επιμορφισμός δακτυλίων. Θεωρήστε δεδομένες τις
ιδιότητες του σώματος των πραγματικών αριθμών που γνωρίζετε από την Ανάλυση.

δʹ. Δείξτε ότι C/N � R.


